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第 4 版 前 言 


在 本 书 第 1 版 写 完 以 来 的 35 年 间 , 近世 代数 已 成 为 全 世界 大 学 里 的 标准 课程 ， 
并 且 已 有 许多 用 于 这 门 课程 的 教材 . 尽管 如 此 , 回顾 一 下 我 们 在 最 初 确定 的 基本 指 
导 思 想 一 一 也 是 现在 这 本 书 的 基本 指导 思想 一 一 看 来 是 可 取 的 . 

“我 们 始终 力求 表达 各 种 常用 的 定义 的 构思 背景 . 为 此 , 我 们 尽 可 能 用 较 多 的 
熟悉 的 例子 说 明 每 个 新 术语 . 这 在 基础 教材 里 特别 重要 , 因为 它 可 以 说 明 一 切 抽象 
概念 都 来 源 于 对 具体 情况 的 分 析 . 

“为 了 提高 学 生 按 照 新 概念 独立 思考 的 能 力 , 每 个 课题 里 我 们 都 编 入 广泛 多 样 
的 习题 . 这 些 习 题 中 , 一 些 用 来 计算 , 一 些 用 来 进一步 寻找 新 概念 的 例子 , 另 一 些 给 
出 附加 的 理论 推导 .后 一 种 类 型 的 习题 对 于 学 生 熟 悉 正 式 证 明 的 结构 有 重要 的 作 
用 . 习题 的 选择 使 授课 教师 可 根据 情况 取舍 , 以 适应 大 学 本 科 生 或 一 年 级 研究 生 不 
同 程度 的 需要 . 

“近世 代数 也 能 够 重新 解释 古典 代数 的 结果 , 使 它们 具有 更 大 的 统一 性 和 一 般 
性 . 因此 , 我 们 并 不 省 略 这 些 结果 , 而 努力 把 它们 系统 地 编 入 近世 代数 的 范围 内 . 

“我 们 还 力求 不 忽略 如 下 事实 : 对 于 许多 学 生来 说 , 代数 学 的 意义 在 于 它 在 其 
他 领域 的 应 用 , 这 些 领域 如 高 等 分 析 、 几 何 学 、 物 理学 和 哲学 等 . 这 使 我 们 强调 实数 
域 和 复数 域 、 同 抽象 群 相 对 照 的 变换 群 、 对 称 和 矩阵 及 其 对 角 化 、 正 交 群 下 和 欧 几 里 
得 群 下 的 二 次 型 分 类 , 并 使 我 们 最 后 加 上 布尔 代数 、 格 论 和 超 限 数 的 内 容 . 所 有 这 
些 内 容 在 数理 逻辑 和 实 函数 近代 理论 中 都 很 重要 . ” 

详细 地 说 , 我 们 的 第 1 章 至 第 3 章 介绍 交换 环 中 线性 方程 和 多 项 式 方程 理论 ， 
在 强调 普通 的 整数 环 、 有 理 数 域 的 同时 , 还 强调 了 模 n 整数 环 和 相伴 多 项 式 环 . 第 
4 章 至 第 5 章 叙 述 实数 域 和 复数 域 的 基本 代数 性 质 , 这 对 于 几何 学 和 物理 学 具有 头 
等 重要 性 . 

第 6 章 通过 群 这 个 最 简单 最 基本 的 概念 , 引进 非 交 换代 数 . 在 第 7 章 至 第 10 章 
里 , 群 的 概念 系统 地 用 到 向 基 空 间 和 和 抢 阵 上 . 这 里 注意 , 代数 学 在 欧 几 里 得 几何 、 仿 
射 几何 和 射影 几何 中 一 直 起 着 最 显著 最 基础 的 作用 . 还 讨论 了 对 偶 空间 和 张 量 积 ， 
但 不 考虑 推广 到 环 上 加 法 群 . 

第 11 章 对 布尔 代数 和 格 论 的 介绍 完全 重 写 了 , 后 面 第 12 章 , 是 有 关 超 限 数 的 
简短 讨论 . 最 后 的 三 章 介绍 了 一 般 交 换代 数 和 算术 : 理想 和 商 环 、 域 的 扩张 、 代 数 
数 及 其 因子 分 解 以 及 伽 罗 瓦 理论 . 

许多 章 是 相互 独立 的 . 例如 , 群 论 一 章 可 以 紧 接 第 1 章 之 后 介绍 , 而 关于 理想 和 
本 书 第 5 版 是 在 1977 年 Macmillan 出 版 的 第 4 版 基础 上 修订 而 成 , 保留 了 第 4 版 序 , 未 加 新 序 . 

一 一 编者 注 
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域 的 内 容 (13.1 节 和 14.1 节 ) 可 以 直接 在 向 量 空间 后 来 研究 . 

这 种 独立 性 是 为 了 使 这 本 书 既 适用 于 只 具备 中 学 代数 知识 的 学 生 的 全 年 课程 ， 
又 适用 于 各 式 各 样 的 短期 课程 . 例如 介绍 线性 代数 的 一 学 期 或 小 学 期 的 课程 , 可 以 
以 第 6 章 至 第 10 章 为 基础 , 实数 域 和 复数 域 是 要 强调 的 . 关于 抽象 代数 的 一 学 期 课 
程 , 可 以 安排 第 1 章 至 第 3 章 、 第 6 章 至 第 8 章 、 第 11 章 、 第 13 章 和 第 14 章 . 还 
可 以 有 其 他 安排 

我 们 希望 本 书 不 仅 继续 作为 教材 , 而 且 为 那些 想 要 把 近世 代数 的 基本 概念 用 于 
数学 的 其 他 分 支 (包括 统计 学 和 计算 ), 用 于 物理 学 、 化 学 和 工程 技术 的 读者 作为 方 
便 的 参考 书 . 

在 此 愉快 地 向 C. 贝尔 、A. A. 波恩 涅 、E. 阿 廷 、F. A. 非 肯 、J. S. 弗 雷 姆 、N. 
雅 各 布 森 、W. 莱 顿 、G. 梅里 曼 、D. D. 米 勤 、 工 尼 文 以 及 许多 其 他 朋友 和 同事 致谢 ， 
他 们 提供 了 有 益 的 建议 和 改进 . 另外 还 要 感谢 S. 麦克 莱恩 夫人 ,前 三 版 中 她 做 了 许 
多 事务 性 工作 . 
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第 1 章 整 数 


1.1 交换 环 . 整 环 


近世 代数 第 一 次 揭示 了 数学 系统 的 多 变性 和 丰富 性 . 我 们 将 构造 并 研究 许多 这 
样 的 系统 , 但 是 它们 中 最 基本 的 是 最 古老 的 数学 系统 一 一 由 所 有 正 整数 (全 体 ) 组 
成 的 系统 . 与 其 有 关 的 , 稍 大 一 点 的 系统 是 由 所 有 整数 0, 土 1, 士 2, 士 3, … 组 成 的 
集合 Z. 因为 它 与 近世 代数 中 的 其 他 系统 极为 相似 , 所 以 我 们 的 讨论 就 从 它 开始 . 

整数 具有 许多 有 趣 的 代数 性 质 . 在 这 一 章 里 , 我 们 将 假定 一 些 像 公 设 那样 特别 
明显 的 性 质 , 并 通过 逻辑 推理 由 它们 导出 许多 别 的 性 质 . 

我 们 首先 假定 加 法 和 乘法 的 8 个 公设 . 这 些 公设 不 仅 对 于 整数 成 立 , 而 且 对 于 
许多 其 他 数 系 都 成 立 . 例如 所 有 有 理 数 (分 数 )、 所 有 实数 (无 限 小 数 ) 和 所 有 复数 
这 些 公设 对 于 多 项 式 和 任意 已 知 区 间 上 的 连续 实 函 数 也 成 立 ， 对 于 系统 RR, 当 这 8 
个 公设 成 立时 , 我 们 称 R 为 交换 环 . 
定义 设 尽 是 由 元 素 abc … 组 成 的 集合 , 在 已 上 定义 了 任意 两 个 元 素 吕 与 b( 不 
同 或 相同 ) 的 和 a 十 b 及 积 ab. 如 果 下 列 公 设 (ij~(viii) 成 立 , 那么 忆 称 为 交换 环 : 

(i) 封闭 性 . 若 a 与 b 在 慷 中 , 则 和 a+b 及 积 ab 在 民 中 . 

(说 唯一 性 ”车 情 中 a=a 且 5=b, 则 


a+b=a’ 十 b 以 及 ab= a’b'. 
( 道 ) 交换 律 . 对 中 中 一 切 a 与 b， 
a+b=b+a, ab = ba. 
(iv) 结合 律 . 对 必 中 一 切 a,b,c， 
a+(b+c)= (at+b)+ce,a(be) = (ab)c. 
(v) 分 配 律 、 对 尼 中 一 切 a,b,c, 
al 二 cl =ab+ac. 
(Vi) 零 . 书包 含 元 素 0, 使 得 
Qa+0=a， 对 民 中 一 切 a 成 立 . 
(vii) 单位 元 素 。 民 包含 元 素 1 了 0, 使 得 
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al= 二 ga， 对 民 中 一 切 a 成 立 . 
(viii) 加 法 逆 元 素 . 对 民 中 每 个 a, 方程 
a+z=0 在 玉 中 有 解 z. 


所 有 整数 的 集合 Z 满足 这 些 公设 , 这 是 我 们 熟知 的 , 例如 , 交换 律 和 结合 律 是 这 
么 熟悉 , 以 致 在 平常 应 用 时 无 须 明确 提 及 它们 , 就 把 a+b+c 表 示 相 等 的 数 a+(b++c) 
和 (a+6b) 十 c， (vi) 中 指出 的 0 的 性 质 是 数 零 的 特性 ; 类 似 地 ，(vii) 中 指出 的 1 的 
性 质 是 数 1 的 特性 . 因为 这 两 个 公设 形式 上 是 类 似 的 , 所 以 我 们 可 以 说 , 0 和 1 分 别 
是 加 法 和 乘法 的 “单位 元 素 ”，(vii) 中 的 假定 1#0 排除 了 平凡 的 情形 (否则 , 交换 
环 将 是 仅 由 整数 0 所 组 成 的 集合 ). 

所 有 整数 的 系统 Z 具 有 另 一 个 不 能 由 上 述 公 设 推出 的 性 质 , 即 若 乙 中 c #0 且 
ca = cb, 则 必 有 a = b((ii) 中 后 一 部 分 的 逆 性 质 ). 但 是 交换 环 不 一 定 都 具有 这 个 性 
质 , 例如 由 已 知 区 间 上 的 全 体 实 函 数组 成 的 集合 , 虽然 它们 构成 交换 环 , 但 并 不 满足 
上 述 性 质 . 因此 , 全 体 整数 不 仅 构 成 交换 环 , 而 且 构 成 按 下 述 意义 定义 的 整 环 . 
定义 “满足 下 面 附加 公设 的 交换 环 是 整 环 : 

(ix) 消去 律 . 若 cz0, 且 ca = cb, 则 a=b. 

整 环 Z[V3 引 . 由 所 有 形 为 a 十 bV2 的 数组 成 的 整 环 是 数论 所 感 兴趣 的 , 这 里 a 和 
b 是 普通 整数 (在 2 中 ). 在 ZIV 引 中 ,a 二 bV2=c+dV3 当 且 仅 当 a=c,b=d. 加 
法 和 乘法 分 别 定义 为 


(e+bv3+(c+dv3= (at+ce) + (b+d)va, 
(a+bV32)(c+ dvV2) = (ac+ 2bd) + (ad 二 bc)V5. 


对 于 这 些 运算 , 唯一 性 和 交换 律 是 容易 验证 的 , 而 0+ 0V2 相当 于 零 , 并 且 1 十 
0V32 相当 于 单位 元 素 . 十 bV2 的 加 法 逆 元 素 是 (-a) + (-b)V5. 结合 律 和 分 配 律 的 
验证 稍 长 一 些 , 消去 律 的 验证 将 放 到 1.2 节 末尾 . 


1.2 交换 环 的 基本 性 质 


在 初等 代数 中 , 人 们 常常 认为 上 述 公设 及 其 基本 推论 是 理所当然 的 . 倘若 对 照 
特殊 的 例子 检验 代数 运算 时 , 一 般 不 会 发 生 大 的 错误 . 然而 , 当 我 们 想 要 得 到 对 于 
整个 代数 系统 都 正确 的 结论 时 (例如 , 一 般 地 , 对 一 切 整 环 都 成 立 ), 必须 多 加 小 心 . 
我 们 必须 确信 , 所 有 证 明 只 用 到 明显 列 出 的 公设 和 一 般 逻 辑 法 则 , 其 中 最 基本 的 多 
辑 法则 是 相等 关系 的 三 个 基本 定律 : 

自 反 律 a=a. 
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对 称 律 若 a = 二 b, 则 b=a. 

传递 律 若 a=b 且 b=c, 则 @=c, 对 一 切 a,b 和 < 都 成 立 . 

现在 我 们 列 出 几 个 在 任意 交换 环 R 中 都 成 立 的 法 则 , 并 给 出 它们 正式 的 证 明 . 
法 则 1 对 及 中 一 切 a,b,c, 有 


(a+b)c= ac+ bc. 


这 个 法 则 可 称 为 右 分 配 律 . 相对 应 地 , 公设 (v) 是 左 分 配 律 . 
证 明 对 R 中 一 切 a,b,c, 有 
1 (e+bjc=cta+b (乘法 交换 律 )， 
2 c(a 十 b) = ca 十 cb (分配 律 )， 
3° (ga+b)c=ca+cb 《1°,2°, 传 递 律 ) 
4° ca=ac,chb= be (乘法 交换 律 )， 
5°% ca 十 上 = ac+be (4°, 加 法 唯一 性 )， 
6° (a+bjc=ac+bc (3°,5°, 传 递 律 ) 
法 则 2 对 呈 中 一 切 a,0+a=a, 有 目 14=a. 
证 明 对 及 中 一 切 a, 有 
1° 0+a=a+0 (加 法 交换 律 )， 
2° a+0=a ( 零 的 性 质 )， 
3° 0+a=a (1°,2°, 传 递 律 ). 
1.4 = a 的 证 明 类 似 . 
法 则 3 如果 忌 中 的 z 具有 性 质 “ 对 已 中 一 切 wa+z= a" ,那么 z=0. 
这 个 法 则 表明 , R 仅 包含 一 个 0 元 素 , 它 可 以 起 加 法 单位 元 素 的 作用 . 
证 明 因为 a+z=a 对 一 切 a 都 成 立 , 所 以 当 a 为 0 时 等 式 也 成 立 . 
1° 0+z=0, 
2°* 0=0+z (1°, 对 称 律 )， 
3" 0+z=z (法 则 2, 当 a 为 z)， 
4 0=2z (2°,3°, 传递 律 ). 
在 以 后 的 这 类 证 明 中 , 相等 的 对 称 律 和 传递 律 的 反复 运用 , 我 们 都 不 必 写 出 . 
法 则 4 对 玉 中 一 切 a,b,c 成立; 


由 a+5=a+c， 可 推出 = c. 


这 个 法 则 称 为 加 法 消去 律 . 
证 明 ”根据 公设 (viii), 对 元 素 a, 存在 元 素 z, 使 4 十 z = 0. 因此 
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1° z+a=a+z=0 (加 法 交换 律 , 传递 律 )， 
2° r=7,a+b=at+c ( 自 有 反 律 , 假设 )， 
3° z+(a+b)=2z+(a+ce) (2°, 加 法 唯一 性 )， 
4° b=0+b= (z+a)+b 
=7+(4+b)=7r+(a+c) 
=(z+a)+c=0+c=c. 
( 补 上 4° 中 每 步 的 理由 !) 
法 则 5 ”对 每 个 a, 尺 包含 方程 c+z = 0 的 唯一 解 z. 
这 个 解 通常 用 z = -a 表示 . 因此 这 法 则 可 被 引述 为 + (-a) = 0. 通常 , 符号 
a 一 b 表示 a 十 {(-b). 
证 明 根据 公设 (viii), 存在 解 z 如 果 vy 是 第 二 个 解 , 那么 根据 传递 律 和 对 称 律 ， 
a+7z=0=a+y. 因 此 由 法 则 4,z=y. 证 毕 
法 则 6 ”对 RR 中 给 定 的 a 和 5b, 在 民 中 存在 唯一 的 zx, 使 a+z=b. 
这 个 法 则 表明 , 减法 是 可 能 的 而 且 差 是 唯一 的 . 
证 明 取 z=(-a)+b. 则 


a+z=a+[(-a)+bi=[@+(-oaj+b=0+5b=50 (请 给 出 理由 !) 


如 果 y 是 第 二 个 解 , 那么 根据 传递 律 e+z =b = a+2 因为 由 法 则 4, z = y. 证 毕 
法 则 7 对 中 一 切 a,a:0=0=0.a. 


证 明 
1° a=oaa+0=a ( 自 反 律 , 公设 (vi)). 
2° a(a+0)=aa (1°, 乘 法 唯一 性 )- 
3 aa+a:0=ala+0)=aa (分 配 律 等 ). 

= 一 aa 十 0 
4° a.0=0 (3°, 法 则 和， 
5° 0.a=a:0=0 (乘法 交换 律 , 4°). 


法 则 8 ”如 果 呈 中 的 4 具有 人 性质“ 对 尺 中 一 切 a,aw = a” ,那么 4 = 1. 
这 个 法 则 表明 乘法 单位 元 素 1 的 唯一 性 证 明 类 似 于 法 则 3, 留 作 习 题 . 
法 则 9 对 及 中 一 切 a 和 b,(-a)(-b) = ab. 
这 个 法 则 的 特殊 情形 是 “ 玄 * 律 (1)(-1) = 1. 
证 明 考察 三 重 和 (结合 律 !) 
1° [ab+a(—b)]+(—a)(-b) = ab+ [a(—b) + (—a)(—b)]. 
由 分 配 律 、-a 的 定义 、 法 则 7 和 公设 (vi) 得 
2° ab+[a(—b)+(-a)(-b)] = ab+ [a+ (~a)](-—b) 
=ab+0(-b) = ab. 
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同 理 , 有 

3° [ab+a(~b)]+ (~a)(-6)=alb+(-6)]+(-a)(-b) 
=a-0+(-0)(-b) = (-a)(-b). 

因此 , 根据 相等 的 传递 律 和 对 称 律 , 从 1", 2* 和 3° 得 出 结论 . 证 毕 

其 他 各 种 简单 而 熟悉 的 法 则 , 都 是 我 们 公设 的 推论 , 其 中 一 些 在 下 面 习题 中 叙 
述 . 

另 一 个 基本 的 代数 定律 在 解 二 次 方程 时 用 到 . 比如 , 由 (z+2)(z -3) = 0 推出 
或 者 z+2=0 或 者 z- 3 = 0, 就 用 到 这 个 定律 , 它 的 一 般 形式 就 是 断 语 : 


车 ab = 0, 则 或 者 a = 0 或 者 b = 0. (1) 


这 个 断 语 不 是 对 一 切 交换 环 都 成 立 的 . 但 是 在 任意 整 环 D 中 , 根据 消去 律 , 这 个 断 
语 是 正确 的 , 因为 假设 第 一 个 因子 不 为 零 , 则 ab =0=a.0, 并 且 a 可 以 消去 , 因此 
= 0. 反之 , 在 任意 交换 环 RR 中 , 从 断 语 (1) 可 得 到 消去 律 , 因为 如 果 a #0,ab = ac 
则 有 ab 一 ac=alb 一 c) =0, 由 (1) 得 5 一 c=0. 因此 ,我 们 有 
定理 1 在 交换 环 中 , 来 法 消去 律 等 价 于 “ 非 零 因子 之 积 不 为 零 ” 这 个 命题. 

使 乘积 a5 = 0 的 非 零 元 素 a 和 5 有 了 时 称 为 “ 零 因子 ”, 因此 , 交换 环 R 中 的 消 
去 律 等 价 于 “不 包含 零 因子 ”. 

定理 1 可 以 用 来 证 明 1.1 节 末 尾 定义 的 整 环 Z[vV 引 的 消去 律 , 如 下 所 述 . 假定 
Z[V3 包含 零 因子 , 使 


(a+bV2)(c t+ dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V3 = 0. 


由 定义 可 推出 uc+2bd = 0,ad+bc= 0. 用 d 乘 第 一 个 等 式 , 用 c 乘 第 二 个 等 式 , 而 
后 相 减 , 得 到 5b(24d? 一 c?) = 0, 所 以 或 者 b= 0, 或 者 o = 2d2. 如 果 = 0, 则 上 述 两 
个 方程 给 出 ac = ad = 0, 因此 , 根据 定理 1, 不 是 a = 0 就 是 c= d= 0. 但 是 第 一 种 
情形 a = 0 意味 着 e+ bV2 = 0( 因 为 6= 0); 第 二 种 情形 意味 着 c+ dV5 = 0, 所 以 
这 两 种 情形 中 , 都 没有 零 因 子 . 

现在 余下 c = 2d2 的 情形 , 这 意味 着 V3 = 3 是 有 理 数 , 这 是 不 可 能 的 , 在 3.7 
节 定 理 10 中 将 给 出 它 的 证 明 . 

如 果 承 认 V3 是 实数 , 而 且 承 认 所 有 实数 的 集合 构成 整 环 , 那么 借助 于 下 面子 
整 环 的 概念 可 以 非常 容易 地 证 明 Z[V 习 是 整 环 . 
定义 整 环 刀 的 子 整 环 是 万 的 子 信 , 它 对 于 同一 种 加 法 和 乘法 运算 也 是 整 环 . 

显然 , 子 集 5 是 子 整 环 的 充分 必要 条 件 是 : S 包含 0 和 1; 5 包含 其 中 任意 元 
素 a 的 加 法 逆 元 素 ; 5 包含 其 中 任意 两 个 元 素 a 与 5 的 和 a+b 及 积 ab. 
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对 1 ~ 5 中 的 每 个 习题 给 出 完整 的 证 明 , 在 证 每 一 步 时 可 用 公设 、 前 一 步 的 结果 、 正 


文中 已 建立 的 法 则 或 者 已 经 作 过 的 练习 . 


. 证明 下 列 法 则 在 任意 整 环 中 都 成 立 : 


(a) (a+b)(c+d) = (ac+ bc) + (ad+ bd), 
(b)at+bb+(cta]=(a+0)+(c+d)=[(a+6)+d+d, 

(cj a+(b+e)= (c+a)+b, 

(qd) a(be) = c(ab), 

(e) alb+ (c+d)] = (ab+ ac) +ad, 

(f) a(b + 0)d = (ab)d + a(ed). 

(a) 证 明 法 则 8. (b) 证 明 1.1=1. 

(e) 证 明 整 环 中 仅 有 的 窜 等 元 素 ( 即 满足 rz = z 的 元 素 z) 是 0 和 1. 
证 明 下 列 法 则 对 任意 整 环 中 的 -a 都 成 立 ， 

(a) 一 (-a) =&, (b) -0= 0, 

(©) ~(ath)=(-a)+(-b),  (d) -a=(-l)o, 

(e) (~a)b = a(-b) = —(ab). 

由 习题 3(d) 和 特殊 情形 (-1)(-1) = 1 证 明 法 则 9. 

证 明 在 任意 整 环 中 下 列 法 则 对 于 运算 a 一 6 二 a+ (5) 都 成 立 : 

(a) (a—b)+(c—d)=(at+c)— (b+d), 

(b) (a—b)—(c—-d)=(a+d)— (b+ oe), 

(¢) (a —b)(c—d)= (ac+ bd) — (ad + be), 

(dj a 一 b=c 一 d 当 且 仅 当 a+d=b+e， 

(e) (a — be= ac— be. 


,下 列 实数 的 集合 是 整 环 吗 ? 为 什么 ? 


(a) 所 有 偶数 . (b) 所 有 奇数 . (c) 所 有 正 整 数 . 
(d) 所 有 实数 a 十 bY5, 这 里 a 和 5 为 整数 . 

(e) 所 有 实数 a 十 55, 这 里 a 和 为 整数 . 

(6) 所 有 分 母 为 2 的 乱 或 1 的 有 理 数 . 


(a) 证 明 : 仅 由 0 和 1 组 成 的 系统 在 道 常 的 加 法 和 乘法 (1+1=0( 而 不 是 2) 除外 ) 运算 


之 下 是 一 个 整 环 . 


(b) 证 明 : 在 仅 由 0 组 成 的 系统 中 定义 0H0=0.0=0, 则 除了 (vii) 中 的 条 件 0#1 外 , 它 


满足 整 环 的 所 有 公设 . 


(a) 证 明 : 如 果 代数 系统 5 满足 整 环 的 一 切 公设 , (vii) 中 的 条 件 0#1 可 能 除外 , 那么 ， 


S 或 者 是 整 环 , 或 者 是 仅 由 0 组 成 的 系统 (如 习题 7(b) 中 所 描述 的 ). 
(b) 在 法 则 1~9 的 证 明 中 用 到 条 件 0#1 吗 ? 


假定 按 通常 定义 任意 两 个 整数 的 和 , 而 任意 两 个 整数 的 积 定义 为 零 . 在 这 两 种 运算 之 


下 , 整 环 的 公设 中 哪 一 些 还 仍然 满足 ? 
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10. 找 出 两 个 函数 f 兰 0 和 9 尺 满足 fg = 0. 


1.3 ”有 序 整 环 的 性 质 


因为 所 有 普通 整数 的 环 Z 在 数学 中 起 着 独特 的 作用 , 因此 我 们 将 研究 它 的 特 
殊 性 质 , 乘法 交换 律 和 消去 律 仅仅 是 其 中 两 个 . 许多 其 他 性 质 都 来 源 于 整数 有 可 能 
被 排 成 通常 的 次 序 
‘4, 3, —2, —1,0,1,2,3,4,.…- 


这 个 次 序 常用 关系 a < 5b 来 表达 , 这 里 断 语 “o < b”(a 小 于 b) 意味 着 , 在 上 面 所 排 的 
次 序 中 , 整数 a 位 于 整数 5 的 左边 . 关系 a <b 成立 当 且 仅 当 差 6 一 a 为 正 整数 , 从 而 
关系 a < 的 每 个 性 质 可 由 正 整 数 集合 的 性 质 导 出 . 因此 我 们 假设 正 整数 1,2, 3,… 
的 集合 的 下 列 三 个 性 质 作为 公设 . 

加 法 律 两 个 正 整数 的 和 是 正 整 数 . 

乘法 律 两 个 正 整 数 的 积 是 正 整数 . 

三 分 律 对 于 已 知 整 数 a, 下 面 三 种 情况 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 , 或 者 o 为 
正 整 数 , 或 者 a = 0, 或 者 -a 为 正 整数 . 

顺便 说 一 下 , 在 这 些 性 质 以 及 它们 的 推论 中 , 把 “ 正 整数 ” 换 成 “ 正 有 理 数 ” 或 
“ 正 实数 ”仍然 成 立 . 为 方便 起 见 , 把 包含 具有 这 些 性 质 的 正 元 素 的 整 环 称 为 有 序 整 
环 . 
定义 ”如果 整 环 DD 中 存在 某 些 被 称 为 正 元 素 的 元 素 , 它们 满足 类 似 于 上 面 对 整 数 
指出 的 加 法 、 飞 法 和 三 分 律 三 个 公设 , 那么 称 D 为 有 序 整 环 . 
定理 2 在 任意 有 序 整 环 中 , 一 切 非 需 元 素 的 平方 都 是 正 的 . 
证 明 设 o2 已 知 ,a 关 0. 根据 三 分 律 ,或 者 a 是正 的 ,或 者 -a 是正 的 .在 第 一 种 情 
形 中 , 由 正 元 素 的 乘法 律 知 , a? 是 正 的 ; 在 第 二 种 情形 中 , -a 是 正 的 , 因此 根据 1.2 
节 的 法 则 9, a? = (-o)2 > 0. 证 毕 

由 此 推出 1 = 12 总 是 正 的 . 
定义 ”在 有 序 整 环 中 , a < b( 读 作 “a 小 于 b”) 和 b>a(“b 大 于 a”) 这 两 个 等 价 的 
说 法 都 意味 着 一 0 是 正 的 . 还 有 , a < 上 b 的 意思 是 < 或 者 口 一 履 

根据 这 个 定义 , 正 元 素 a 现在 可 以 描述 为 大 于 零 的 元 素 a. 元 素 b < 0 称 为 负 元 
素 . 从 上 面 的 定义 , 我 们 能 推出 关系 “小 于 ”的 几 个 熟悉 的 性 质 . 

传递 律 若 a<5 且 5<c, 则 a<e. 
证 明 ”根据 定义 , 由 假设 c < 和 b < ec 可 推出 5- a 和 ec- 是 正 的 . 因此 由 加 法 
律 , 其 和 (b 一 a) +(c 一 外 =c 一 a 是 正 的 , 这 意味 着 a < c. 

正 元 素 的 三 个 基本 公设 对 应 着 不 等 式 的 三 个 相应 的 性 质 . 
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不 等 式 两 边 同 时 加 上 一 元 素 车 a<b 则 a+c<b+ce. 

不 等 式 两 边 同 时 乘 以 一 正 元 素 车 a<b 且 c>0, 则 ac< bce. 

三 分 律 对 任意 a 和 b, 三 个 关系 式 a< b,a =b 和 a > 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 
成 立 . 

作为 例子 , 我 们 证 明 第 二 个 性 质 , 即 一 个 不 等 式 两 边 乘 以 正 元 素 c, 不 等 式 仍然 
成 立 . 这 结论 要 求 我 们 证 明 bc 一 ac = (b 一 a)c( 参 看 1.2 节 的 习题 5(e)) 是 正 的 . 而 这 
是 乘法 公设 的 直接 推论 , 因为 根据 假设 , 因子 5 一 a 和 c 都 是 正 的 , 类 似 地 , 我 们 可 以 
证 明 , 不 等 式 两 边 乘 以 负 元 素 时 , 不 等 式 反 向 (参看 下 面 的 习题 1(c)). 
定义 ”在 有 序 整 环 中 , 当 元 素 a 为 0 时 , 它 的 绝对 值 |a| 是 0; 否则 |a| 是 元 素 对 
a, 一 Qa 中 的 正 元 素 . 

这 个 定义 可 以 改 述 为 


lol=a， 当 a> 0; lol = -oa， 当 a < 0. (2) 

适当 地 分 这 两 种 情形 考虑 , 我 们 可 以 证 明和 的 绝对 值 与 积 的 绝对 值 的 定律 : 

la+bl < lal+ bl, labl = lallel. (3) 
和 的 绝对 值 的 定律 也 可 以 这 样 得 到 : 根据 定义 , 我 们 有 

-lalgsaglal 且 -lbl<b< ol, 

因此 , 把 不 等 式 相 加 可 得 

—(lal + 1b) < a +b < lal + bl. 
这 立即 表明 , a + 不论 是 正 的 还 是 负 的 , 它 的 绝对 值 不 能 超过 |a| + |b|. 

习 


1. 从 有 序 整 环 公设 推导 下 列 法 则 : 
(a) 若 a <b, 则 a+c<b+e 反之 亦 真 . 
(b) a 一 z <a 一 y 当 目 仅 当 z>y. 
(0) 车 a <0, 则 az > ay 当 且 仅 当 z <y. 
(由) 车 c>0 且 ac<be, 则 a<b. 
(@) 若 z+z+z+z=0, 则 z=0 
(车 a<b, 则 a < Bb3. 
(g) 著 c > 0, 则 由 a>6 可 推出 ac > bec. 
2. 证 明 : 方程 z? 十 1 = 0 在 有 序数 环 中 无 解 . 
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3, 尽 你 的 可 能 , 证 明 一 些 关于 关系 a < 6 的 定律 . 
4. 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , llal 一 加 | < Ja 一 引 . 
*5. 中 证明: 在 任意 有 序数 环 中 , 由 a7 = 57 可 推出 a = b. 
*6. 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , 对 一 切 a,6,a? 一 ab 十 刀 >0. 
*7. 在 整 环 Z[V 引 中 定义 正 元 素 , 并 证 明 加 法 、 乘 法 和 三 分 律 三 个 公设 成 立 . 
“8, 设 DD 为 整 环 , 在 D 中 定义 了 关系 a < b, 它 满足 正文 中 指出 的 传递 律 、 不 等 式 的 加 法 
和 乘法 原则 以 及 三 分 律 . 证 明 : 当 适当 地 选择 正 元 素 的 集合 时 , D 为 有 序 整 环 . 
"9. 详细 证 明 , 有 序 整 环 的 任 一 子 整 环 为 有 序 整 环 . 
“10. 设 民 为 任意 交换 环 , 它 包含 一 个 满足 加 法 、 乘 法 和 三 分 律 三 个 公设 的 正 元 素 的 子 集 . 证 
明 是 有 序 整 环 .( 提 示 : 证 明 乘 法 消去 律 成 立 , 分 四 种 情况 讨论 : = >0 且 y > 0, z > 
0 且 -yy>0 -z>0 且 y>0, -z>0 且 -yy>0) 


1.4 良 序 原则 


如 果 有 序 整 环 (如 实数 系 那样 ) 的 子 集 5 的 每 个 非 空子 集 都 包含 最 小 元 素 , 那 
么 5 称 为 良 序 的 . 利用 这 个 概念 我 们 可 以 阑 述 整数 的 重要 性 质 , 该 性 质 在 特征 上 不 
是 代数 的 , 并 且 是 其 他 数 系 所 不 具备 的 . 这 就 是 
良 序 原则 ”全 体 正 整 数 的 集合 是 良 序 的 . 

换 名 话说, 正 整数 的 任意 非 空 集合 C 必 包 含 某 最 小 元 素 m, 使 C 中 的 c 总 有 
m &c. 例如 , 最 小 正 偶数 是 2. 

为 了 说 明 这 个 原则 的 作用 , 我 们 证 明 
定理 3 0 和 1 之 问 没有 整数 . 

看 一 下 全 体 整 数 的 自然 次 序 , 这 马上 就 清楚 了 . 但 是 我 们 想 要 指出 , 不 看 这 个 次 
序 而 从 我 们 的 假设 出 发 也 可 以 证 明 这 个 事实 . 现在 我 们 给 出 这 个 证 明 . 如 果 存 在 适 
合 0<c<1 的 任意 整数 c, 那么 所 有 这 种 整数 的 集合 C 是 非 空 的 . 根据 良 序 原则 ， 
这 个 集合 中 有 最 小 整数 m, 并 且 0 < m < 1. 当 我 们 用 正 数 m 乘 这 个 不 等 式 两 边 
时 , 得 到 0 < m? < m. 于 是 m? 是 集合 C 中 的 另 一 整数 , 它 小 于 已 假定 的 C 中 最 小 
元 素 m. 这 个 矛盾 导出 定理 3 成 立 . 
定理 4 如果 正 整 数 的 一 个 集合 5 包含 1, 并 且 当 它 包 含 nn 时 必 和 包含 风 十 1, 那么 
集合 9 包含 任意 正 整 数 . 
证 明 ”只 须 证明 , 由 那些 不 含 于 5 的 正 整数 组 成 的 集合 5' 是 空 的 . 假设 5' 不 是 空 
的 , 它 将 包含 最 小 元 素 m. 但 根据 假设 m 头 1, 由 此 由 定理 3, m > 1, 所 以 m 一 1 是 
正 的 . 但 是 1 > 0,mm 一 1 < 和 所 以 根据 m 的 选择 , m 一 1 将 在 5 中 . 根据 假设 得 到 
(m 一 1)+1=m 在 5 中 . 这 个 矛盾 使 定理 成 立 . 


@ 这 里 和 后 面 较 难 的 习题 都 打上 了 * 号 . 
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习 题 
1. 证 明 : 对 任意 整数 a,a -1 是 小 于 a 的 最 大 整数 
2. 下 列 集合 中 哪些 是 良 序 的 : 
(a) 所 有 正 奇数 ， (b) 所 有 负 偶数 ， 


(c) 所 有 大 于 -7 的 整数 ， ”(d) 所 有 大 于 249 的 奇数 . 

3. 证 明 : 良 序 集 的 任意 子 集 是 良 序 的 . 

证 明 : 如 果 整 数 的 集合 包含 -1000, 并 且 当 它 包含 > 时 必 包 含 > + 1 那么 这 个 集合 包 

含 所 有 正 整数 . 

(a) 如 果 对 整数 集合 S 中 的 一 切 z, 有 整数 b, 使 b< z, 那么 5 称 为 有 整数 b 作为 
“下 界 ”,b 本 身 不 一 定 在 S 中 . 证 明 : 具有 下 界 的 任意 非 空 整数 集合 S 具有 最 小 
元 素 . 

(b) 证 明 : 具有 “上 界 " 的 任意 非 空 整数 集合 具有 最 大 元 素 . 


> 


各 


1.5 ”数学 归纳 法 指数 定律 


现在 我 们 可 以 按 加 法 、 乘法 及 序 完整 地 列 出 全 体 整 数 集合 的 基本 性 质 . 今后 我 
们 假定 爹 休 整数 构成 有 序 整 环 2 其 中 所 有 正 元 素 的 集合 是 良 序 的 . 全 体 整数 的 集 
合 的 其 他 每 个 数学 性 质 , 可 以 由 此 通过 严格 的 逻辑 推导 来 证 明 . 特别 是 , 我 们 能 导 
出 非常 重要 的 
数学 归纳 法 原理 设 命题 P(n) 与 每 个 正 整数 n 有 关 , 它 或 者 正确 或 者 错误 . 如 果 
(i)jP(1) 是 正确 的 , (i) 对 一 切 由 P(k) 推出 P(k 十 1), 那么 P(n) 对 一 切 正 整数 ne 
都 是 正确 的 . 

为 了 从 良 序 假设 导出 这 个 原理 , 只 要 观察 使 P() 正确 的 那些 正 整 数 的 集合 ， 
因为 它 满足 定理 4 的 假设 条 件 , 因此 由 定理 4 的 结论 便 得 到 这 个 原则 . 

现在 用 归纳 的 方法 来 证 明 在 任意 交换 环 中 成 立 的 各 种 定律 . 我 们 首先 用 它 来 形 
式 地 建立 任意 n 个 被 加 数 的 一 般 分 配 律 


a(bi+b2+***+bn) 一 abl 十 ab 十,… 十 abn， (4) 
为 明确 起 见 , 我 们 定义 累加 和 如 十 … 十 bn 如 下 : 


bi+bo+bs= (bi+b2)+bs, 
bi+b2+bs+tba = [(bi + b2)+ bs]+ ba. 


一 般 地 , 可 表 为 递 推 公式 (对 于 > 1) 


b+eee+bkt betri = (b+ + be) + betl, (5) 
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它 表明 , 如 果 对 大 项 确定 了 括号 的 位 置 , 那么 上 十 1 项 中 括号 的 位 置 由 公式 也 可 确 
定 . 

归纳 证 明 (4), 首先 要 证 明 n = 1 时 它 正确 , 这 是 显然 的 . 其 次 , 我 们 假定 定律 
(4) 对 于 n= 上 正确, 要 证 明 它 对 于 n= 上 十 1 正确 . 根据 定义 (5) 和 分 配 律 (v)， 


a(bi+e*+bke+ bri)= al(bi + .+ bk) + beti] 
= a(bi + .+ bk) 十 abk+l. 
右边 第 一 项 可 以 利用 (4) 对 于 有 个 被 加 数 正确 的 假设 化 简 , 于 是 上 式 化 为 
a(b1 + +bk+ bet1) = (abi 十 ,十 QbK) 十 Qbk+1， 


因为 根据 定义 (5), 右边 是 obl 十 … 十 abk 十 abk+1, 所 以 我 们 完成 了 (4) 的 归纳 证 明 . 
类 似 的 但 更 为 复杂 的 归纳 论证 将 得 到 一 般 结合 律 , 它 断 言 : 和 bi 十 .… 十 bx 或 
积 bi…bx 不 管 把 括号 括 在 哪里 都 有 相同 的 值 (特殊 情形 出 现在 下 面 的 习题 9). 应 
用 这 个 结果 和 (4), 我 们 还 可 建立 双边 一 般 分 配 律 
(@1+ :+am)(bi + + bn) 
= 01b1 + +albn t+ ambl + + ambn. 


注意 , 根据 一 般 结合 律 和 一 般 交 换 律 , 上 个 已 知 项 的 和 不 管 项 的 次 序 与 分 组 如 何 总 
有 相同 的 值 ， 

任意 交换 环 R 中 的 正 整 指数 也 可 以 归纳 处 理 . 如 果 n 为 正 整 数 , 则 每 on 表示 
nn 个 因子 的 积 aa…a. 这 也 可 叙述 为 递 推定 义 


Ql = 二 a，a"tl ama (对 RR 中 任意 @)， (6) 


根据 这 个 公式 , 就 可 以 用 已 经 算出 的 低 次 短 on 来 计算 短 on+1. 由 这 些 定义 , 我 们 可 
以 对 任意 正 整 指数 m 和 n 证 明 下 面 常用 的 定律 : 

War (7) 

(am)” =a™, (ab)™ =a™bo™. (8) 

例如 , 第 一 个 定律 可 以 对 n 用 归纳 法 证 明 . 当 n = 1 时 , (7) 式 变 成 ama = am+1， 

这 正 是 a™+! 的 定义 . 其 次 假定 定律 (7) 对 于 任何 m 和 已 知 正 整数 n = k 是 正确 


的 , 并 且 考 上 处 比 k 大 1 的 指数 上 十 1 的 类 似 表达 式 a™a*t1, 我 们 逐次 应 用 定义 、 结 
合 律 、 归 纳 假设 和 定义 , 得 到 


amaktl 一 am 人 aka) = (amak)a = am+ka = a(m+HI 一 am+(ktD， 


12 第 1I 章 整 数 


这 就 是 定律 (7) 的 n= 十 1 的 情形 , 因此 完成 了 归纳 证 明 . 
最 后 , 我 们 证 明 二 项 公式 在 任意 交换 环 RR 上 成 立 . 首先 用 递 推 公式 


0=1 和 (n+1)!=nl(n+1) 
定义 非 负 整数 上 的 阶乘 函数 nl. 然后 对 Z 中 的 n> 0, 类 似 地 用 
OA 
定义 二 项 系数 . 由 这 些 定义 , 再 对 n 用 归纳 法 , 得 到 
(T+Y)" = Zn 二 nzZn y+…+ (me 十 … 十 入 


-Or 


Mn 一 人 = 


(om () Wm 证 明 留 作 习 题 . ) 


和 


(9) 


(10) 


数学 归纳 法 原理 允许 我 们 在 证 明 Pln + 1) 时 , 随意 假定 P(n) 的 正确 性 , 我 们 


现在 指出 , 人 们 甚至 可 以 对 一 切 < n 假定 P(k) 的 正确 性 . 这 称 为 


数学 归纳 法 第 二 原理 ” 设 命题 P(n) 与 每 个 正 整数 n 有关 , 如 果 对 每 个 m, 由 假设 
“P(k) 对 一 切 有 < m 是 正确 的 ”, 可 以 推出 结论 “P(m) 本 身 是 正确 的 ”, 那么 P(n) 


对 一 切 n 都 是 正确 的 . 


证 明 设 3 是 使 P(n) 错误 的 正 整数 集合 . 如果 3 不 空 , 则 它 有 最 小 的 数 m. 根据 
mm 的 选 法 , P(k) 对 一 切 k < m 是 正确 的 , 在 此 根据 假设 , P(m) 本 身 必 是 正确 的 , 这 


就 得 出 矛盾 . 于 是 9 只 能 是 空 的 . 


证 毕 


注意 , 在 m = 1 的 情形 中 , 所 有 大 < 1 的 集合 是 空 的 , 因此 必须 暗含 P(1) 的 证 


明 . 
习 题 
1. 用 归纳 法 证 明 下 列 正 指 数 定律 在 任意 整 环 中 成 立 ， 
a)"=a™, (bl(ab)"=ab, (0) =1. 


2 用 归纳 法 证 明 1+2+…+n= ?二 也 . 
3. 证 明 公式 (9) 和 公式 (10). 
4 用 归纳 法 证 明 : z3 十 … 十 z2 > 0, 除非 z: =…= zn = 0. 
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a 


.用 归纳 法 证 明 下 列 加 法 公式 : 
a n(n+ 1)(2n+ 1) 


(a) 1 十 4 十 9 十 … 十 四 


2 
(b) 1+8+27+.…+ns = ea 


6. 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , 负 元 素 的 任意 奇 次 短 都 是 负 的 . 
用 归纳 法 而 不 用 和 良 序 原则 证 明定 理 3. (提示 : 设 P(n) 表示 n> 1.) 
利用 习题 7, 由 数学 归纳 法 原理 证 明 良 序 原则 . (提示 : 设 P(n) 为 命题 任意 包含 一 个 
< n 的 数 的 一 组 正 整 数 具有 最 小 元 素 . ) 
9. 用 定义 (5) 证 明 下 面 结合 律 : 
(al 十 十 om) 十 (和 十 ,十 各) =a1+ .+am+h + + bn. 


10. 给 出 两 个 函数 之 积 的 n 阶 导数 公式 , 并 对 n 用 归纳 法 证 明 公式 . 
“11. 证明, 对 任何 底 a > 1, 每 个 正 整 数 m 具有 形 如 


a 
arm 十 an 


的 唯一 表达 式 , 其 中 整数 rk 满足 0< rk < arn 天 0. 
“12， 以 下 例 说 明 习题 11: 取 7 为 底 , 变换 方程 63x111=6993, 并 乘 出 来 检验 . 
13. 药剂 师 仅 有 1, 3, 9, 27 和 81 疫 司 五 个 奈 码 及 双 盘 天 平 (在 码 可 放 入 任 一 盘 中 ). 证 明 他 
能 够 称 出 1 ~ 121 山 司 的 任意 重量 . 
14. 证 明 : 任意 9 的 倍数 其 各 位 数字 之 和 可 被 9 整除 . 


| 


rn-1 十 … 十 qzra 十 arl 十 70 


1.6 可 除 性 
整 系数 方程 az = 6 不 总 是 有 整数 解 z. 如 果 有 整数 解 , 则 称 b 可 被 a 整除 . 数 
论 首先 要 研究 的 就 是 这 个 问题 


在 任意 整 环 中 也 有 类 似 的 可 除 性 概念 , 定义 如 下 : 
定义 “在 整 环 万 中 , 如 果 有 刀 中 某 一 g, 使 b= ag, 则 称 元 素 ) 可 被 元 素 a 整除 . 
当 b 可 被 4a 整除 时 , 我 们 记 作 alb. 我 们 又 称 a 是 6b 的 因子 ,b 是 a 的 倍数 . 1 的 因子 
称 为 D 的 单位 或 可 并 元 素 . 

同 相 等 关系 a 二 5 一样, 关系 ab 满足 自 反 律 和 传递 律 : 

ala; 由 alb 和 bc 可 推出 alc. {11) 

(11) 的 第 一 个 定律 是 显然 的 , 因为 a = a 1 意味 着 ala. 为 证 明 第 二 个 定律 , 回想 一 
下 整除 的 定义 , alb 和 blc 意味 着 有 某 整数 di 和 dz, 使 5= ad 和 c= bdz, 将 第 一 个 


方程 代入 第 二 个 方程 中 得 出 c = a(dada). 因为 dids 是 整数 , 按照 定义 , 这 表明 ale， 
同 (11) 中 所 断言 的 一 样 . 
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定理 5 2Z 中 仅 有 的 单位 是 土 1. 
这 个 定理 实际 上 断言 : 对 于 整数 a 和 5,ab = 1 意味 着 a = 土 ] 和 6b= 土 1. 根据 
积 的 绝对 值 定律 , 由 ab = 1 得 出 |ab| = |al:|b| = 1. 因为 a,b 都 不 为 零 , 所 以 |a| 和 加 
是 正 数 . 由 于 0 与 1 之 间 没 有 正 整数 (定理 3), 因此 根据 三 分 律 , la| > 1 和 |b| > 1. 
这 两 个 不 等 式 随便 哪个 不 等 关系 成 立 , 积 |all8| 就 不 可 能 是 1. 因此 |a| = ll = 1 即 
如 定理 所 言 , a = 土 1,6 = 士 1. 
推论 ”如果 整数 a 和 5b 彼此 可 整除 (bla 且 alb), 那么 a= 土 b. 
证 明 ”根据 假设 a= bd 且 b= adz, 因此 a = adzdi. 如 果 a=0, 则 b= 0, 结论 
当然 成 立 . 如 果 a 取 0, 消去 a 后 得 到 1 = d2d1. 那么 , 根据 定理 5,d1 = 土 1, 因此 
Q 一 土 ). 证 毕 
因为 a=a:1= (-o)(-1), 所 以 任意 整数 a 可 被 a, 一 a,1, 和 一 1 整除 . 
定义 ”如 果 整 数 p 不 为 0 或 土 ], 并 且 p 只 能 被 土 ] 和 士 p 整除 , 那么 称 p 为 素数 . 
前 几 个 正 素数 是 


2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. 
不 是 1 或 素数 的 任何 正 整数 都 可 分 解 成 素 因子 的 积 , 例如 


128 = 27， 90=9x10=3?x2x5, 
602=7%0=T7X12X 和 ET 


经 验 表明 , 不 论 怎样 进行 分 解 , 总 会 得 到 相同 的 素 因 子 . 这 种 素 因子 分 解 的 唯一 性 可 
以 用 下 面 我 们 将 讨论 的 最 大 公 因 子 来 证 明 . 


习 题 


上 


. 证 明 任意 整 环 D 中 单位 的 下 列 各 性 质 ， 
(a) 两 个 单位 之 积 是 单位 
(b) DD 的 单位 v 可 整除 D 中 每 个 元 素 . 
(©) 若 c 整除 D 中 每 个 z, 则 c 是 单位 . 
. 证 明 ; 若 alb 且 ale, 则 al(+ 9). 
. 证 明 : 若 "> 1, 而 且 不 是 素数 , 则 它 有 正 的 素 因子 4 < Vb. 
. 列 出 所 有 小 于 100 的 正 素数 . (提示 : 删 去 2, 3, 5, 7 的 所 有 倍数 , 并 应 用 习题 3. ) 
, 设 ajb, 证 明 ; 当 5 关 0 时, lal < |al. 


mA 


1.7” 欧 几 里 得 算法 
整数 a 除 以 5 用 普通 的 除法 就 得 到 商 g 和 余数 7. 正式 地 说 , 这 相当 于 下 面 的 


1.7 欧 几 里 得 算法 “15 


断 语 . 
除法 算式 ”对 于 给 定 的 整数 a 和 6b,b > 0, 存在 整数 9 和 7, 使 得 


a=bg+r, 0<r<b. (12) 


几何 描述 ”如 果 我 们 设想 全 部 数 都 显示 在 实 轴 上 , 那么 b 的 所 有 可 能 倍数 bq 
构成 直线 上 等 距 分 点 的 集合 , 对 应 于 a 的 点 必 落 在 由 这 些 点 确定 的 区 间 中 的 一 个 ， 
比如 说 , 落 在 bq 和 b(gq + 1) 之 间 的 区 间 中 , 右 端 点 除去 . 这 意味 着 a - bq =7, 其 中 
7 表示 短 于 区 间 全 长 5 的 长 度 , 因此 , 如 断言 所 述 0 < > < b, 这 个 描述 启发 我 们 用 良 
序 的 性 质 进行 以 下 证 明 . 


二 二 + 全 = 十 一 个 
-3b —2b 一 0 b 20 3b 

证 明 ”当然 存在 的 某 整数 倍 不 超过 a, 例如 , 因为 > 0, 根据 定理 3, 5 > 1, 所 以 
(-le)b < -lol sa. 因此 差 a 一 bz 的 集合 至 少 包含 一 个 非 负 整数 , 即 一 (-|ol)2. 从 
而 , 根据 良 序 的 性 质 , 存在 最 小 非 负 的 a 一 bz, 比如 说 , a 一 bq = r. 由 构造 可 知 > > 0. 
而 当 7 >b 时 , 则 a 一 b(q+1)=7 一 b>0 将 小 于 a 一 bg, 这 与 我 们 对 9 的 选择 相 违 
背 . 由 此 得 出 结论 : 当 a= bq+ (a 一 bq) = bq+r 时 ,0<r<b. 
推论 1 对 给 定 的 整数 a 和 ,满足 (12) 的 商 g 和 余数 r 是 唯一 确定 的 
证 明 假设 a=bq+r=bg +7, 式 中 0<r<b0<r7 <b, 那 么 7 一 r=b(q' 一 q) 
在 数值 上 小 于 六 但 它 是 b 的 倍数 . 因此 > 一 r' 必 为 零 , 所 以 7 =7',bg = bq',g = 9 
这 就 得 出 4 和 r 的 唯一 性 . 证 毕 

我 们 常常 有 必要 不 涉及 单个 的 整数 而 去 处 理 某 整 数 集合 , 像 由 3 的 所 有 倍数 组 
成 的 集合 : 

“+, —6, —3, 0, 3, 6, 9,.…, 

这 个 集合 具有 重要 性 质 : 集合 中 的 任意 两 个 整数 的 和 或 差 仍然 是 集合 中 的 整数 . 一 
般 地, 如 果 整 数 集合 5 包含 3 中 任意 两 个 整数 与 的 和 a+5 及 差 a 一 b, 则 称 集 
合 5 在 加 法 与 减法 之 下 是 封闭 的 . 所 有 偶数 ( 正 的 、 负 的 和 零 ) 构成 这 样 的 集合 . 更 
一 般 地 , 任意 男 定 的 整数 m 的 所 有 倍数 zm 的 集合 在 加 法 与 减法 之 下 是 封闭 的 , 这 
因为 zm 土 ym = (z 土 y)m 是 m 的 倍数 . 我 们 现在 证 明 : 这 种 倍数 的 集合 是 具有 这 
些 性 质 的 唯一 的 整数 集合 . 
定理 6 在 加 法 与 减法 之 下 封闭 的 任意 非 空 整 数 集合 , 不 是 仅 由 零 组 成 , 就 是 包含 
最 小 正 整 数 并 由 这 个 整数 的 所 有 倍数 组 成 . 
证 明 ” 设 这 样 的 集合 5 包含 元 素 a 关 0. 则 5S 包含 差 a -a = 0, 因此 包含 差 
0 一 a= a. 所 以 5 中 至 少 有 一 个 正 元 素 la| = 士 o. 根据 良 序 原则 , 5 中 存在 最 小 正 
元 素 b. 
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集合 5 必 包 含 的 所 有 整 倍数 . 这 是 因为 我 们 首先 可 用 归纳 法 (对 7) 证 明 5 的 
任何 正 倍数 mw 在 S 中 : 若 n=1, 则 5b 在 5 中; 若 已 知 届 在 5 中 , 则 (k+1)b= kb+b 
是 5 的 两 个 元 素 之 和 , 因此 在 S 中 . 而 的 任何 负 倍数 (--n)b=0 一 (nb) 是 3 的 两 
个 元 素 之 差 , 因此 也 在 S 中 . 

集合 5 只 能 包含 6 的 所 有 整 倍 数 . 这 是 因为 如 果 a 是 5 的 任意 元 素 , 则 由 除法 
算式 可 得 出 差 a 一 bq = m 它 也 在 3 中. 余数 7 非 负 上 且 小 于 b, 而 b 是 5 中 的 最 小 正 
元 素 , 因此 7 = 0,a = bq 是 5b 的 倍数 , 如 断言 所 述 . 证 毕 
定义 ”如 果 整 数 d 是 整数 a 和 5 的 公园 子 ,并 且 是 任何 其 他 公园 于 的 倍数 , 那么 称 
d 为 a 和 是 的 最 大 公 因子 (g.c.d.). 用 符号 表示 , d 必 有 性 质 


dla; dlb; 由 cla 和 clb 可 推出 cld. 


例如 3 和 -3 都 是 6 和 9 的 最 大 公 因子 . 按照 定义 , 两 个 不 同 的 最 大 公 因子 必 
彼此 整除 , 因此 它们 仅 相 差 一 个 符号 . a 和 6。 的 两 个 可 能 的 最 大 公 因 子 +d 中 , 正 的 
最 大 公 因 子 常用 符号 (a,b) 表示 . 值得 注意 的 是 , 最 大 公 因子 定义 中 的 形容 词 “ 最 
大 ”, 主要 不 是 指 d 的 数值 比 任何 其 他 公 因子 c 大 , 而 是 指 d 为 任何 这 种 c 的 倍数 ， 
定理 7 ”任意 两 个 整数 a 关 0 和 5b 关 0 有 正 的 最 大 公 因 子 (a,b). 它 可 表 为 a 和 
的 具有 整 系数 s 和 上 的 线性 组 合 , 形 为 


(a,b) = sa + tb. (13) 
证 明 考虑 形 为 sa 十 如 的 数 . 对 于 任意 两 个 这 样 的 数 : 
(s14+t1b) 土 (s24 +t2b) = (81 土 82)a+ (t1 土 t2)b. 


所 有 , 所 有 整数 sa + 比 的 集合 5 在 加 法 和 减法 之 下 是 封闭 的 . 因此 根据 定理 6, 5 
由 某 一 最 小 正 整 数 d = so 十 妈 的 所 有 倍数 组 成 . 由 此 公式 显然 可 知 , a。 和。 的 任何 
公 因 子 必 是 d 的 因子 . 另 一 方面 , 原来 的 整数 ac= 1.a+0.5 和 18=0:a+l 都 在 
所 考虑 的 集合 5 之 中 , 因此 必 为 这 个 集合 最 小 整数 d 的 倍数 , 换 句 话说 , 4 是 公 因 
子 . 因此 它 就 是 所 要 求 的 最 大 公 因 子 . 证 毕 

类 似 地 , a 和。b 的 公 倍 数 的 集合 M 在 加 法 和 减法 之 下 是 封闭 的 . 它 的 最 小 正 元 
素 m 将 是 a 和 b 的 公 倍数 , 它 整除 每 个 公 倍数 . 于 是 m 是 最 小 公 倍数 (或 1.c.m.). 
定理 8 任意 两 个 整数 a 和 b 有 最 小 公 倍数 m = [ao 中 它 是 a 和 的 每 个 公 倍 数 
的 因子 , 并 且 它 自己 是 a 和 bb 的 公 倍数 . 

为 找到 两 个 整数 a 和 6。 的 最 大 公 因子 的 明显 表达 式 , 可 应 用 所 谓 欧 几 里 得 (Eu- 
clid) 算法 . 我 们 可 以 假定 a 和 6 都 是 正 的 , 因为 负 整 数 5 可 用 -5 代替 , 并 不 改变 最 
大 公 因 子 (a,b) = (a, -56). 除法 算式 给 出 


a = bqi+r1, Ogri<b. (14) 
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整除 a 和 5 的 每 个 整数 必 整 除 余数 mi; 反之 , (14) 中 5 和 7 的 每 个 公 因子 是 a 的 因 
子 , 所 以 a 和。 的 公 因 子 同 6 和 71 的 公 因 子 一 样 , 因此 最 大 公 因子 (a,6) 和 (Bb, 71) 
相等 . 这 种 简化 可 以 在 5 和 六 的 位 置 上 反复 进行 : 


b=r1g2 十 72， 0<rz<m， 
71 = 7293 十 73， 0<rs<r, 
: : (15) 
Tn-2 = Tn-1lgn + Tn, 0<m<rn-l 


Tn-l 二 7Tngn+l- 
因为 余数 不 断 减 小 , 最 后 必 有 余数 rn+1 为 零 ?, 正 像 我 们 在 最 后 一 个 方程 中 表示 的 
那样 . 以 上 论证 表明 , 所 要 求 的 最 大 公 因 子 是 
(@,0) = (b,71) = (71,72) = … = (rn-Drn). 
但 是 (15) 的 最 后 一 个 方程 表明 rn 本 身 是 rs_1 的 因子 , 因此 最 后 一 个 最 大 公 因 子 
恰 是 rn 自己 . 于 是 已 知 整数 c 和 ,的 最 大 公 因子 是 欧 几 里 得 算法 (14) 和 (15) 中 
最 后 一 个 非 零 余数 rn， 
利用 欧 几 里 得 算法 , 也 可 把 最 大 公 因子 明显 地 表示 为 线性 组 合 sa + tb. 这 只 要 

用 a 和 "表示 逐次 的 余数 就 可 做 到 . 例如 

门 一 4 一 5 一 4 十 (~91)b， 

人 2 二 0 一 927l = (-q2)a + (1+ gg2)b, 


这 些 方程 的 形式 表明 , 我 们 最 后 能 把 rn 表 为 a 和 b 的 线性 组 合 , 它 具 有 包含 商 g; 
的 整 系数 s 和 七 

最 大 公 因子 的 表达 式 (a,b) = sa 十 比 非常 有 用 . 一 个 重要 的 推论 是 , 整除 两 个 
数 之 积 的 素数 必 至 少 整 除 其 中 一 个 因子 : 
定理 9 ”如 果 了 为 素数 , 那么 由 plab 可 推出 pla 或 plb. 
证 明 ”根据 素数 定义 , p 只 有 因子 士 和 土 p. 如 果 结 论 pla 是 错误 的 , 则 p 和 oa 的 
公 因 子 只 能 是 +1, 因此 1 是 a 和 了 的 最 大 公 因 子 , 并 可 表 为 1 = sa 十 加 . 上 式 两 边 
都 乘 以 久 我 们 有 

b = sab + tbp. 


右边 两 项 可 被 p 整除 , 因此 左边 b 可 被 p 整除 , 这 就 是 定理 中 的 第 二 种 可 能 性 . 


证 毕 
如 果 (a,5) = 1, 那么 我 们 称 a 和。 互 素 . 换 句 话说 , 如 果 两 个 整数 a 和 45 没有 
二 1 以 外 的 公 因 子 , 则 它们 互 素 . 用 来 证 明定 理 9 的 方法 也 可 证 明 下 面 的 推广 : 
@ 为 什么 ? 其 证 明 包 含 良 序 原则 吗 ? 
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定理 10 如果 (ca) = 1 且 clab, 那么 clb. 


对 于 两 个 互 素 的 整数 a 和 c, 如 果 整 数 m 是 它们 每 一 个 的 倍数 , 则 我 们 可 推出 


下 面 的 一 个 结果 . 因为 这 样 的 m 有 形式 m = ad, 并 可 被 c 整除 , 所 以 根据 定理 10， 
有 cldm=ad=a(cd), 因此 乘积 ac 可 整除 m. 这 就 证 明了 
定理 11 如 果 (a,c) = lalm 且 clm, 那么 aclm. 


王 


ob 


习 题 


.利用 欧 几 里 得 算法 求 最 大 公 因子 ， 


(a) (14, 35)， (b) (11, 15)， (c) (180, 252)， 
(d) (2873, 6643),  (e) (4148, 7684),  (f) (1001, 7655). 


.把 习题 1(a), (b), (c) 中 的 (z,y) 写成 形式 sz +ty(s,t 为 整数 ). 

. 证 明 : 对 任意 整数 a, (0,a) = |al. 

,如果 a > 0, 证 明 (ab, ac) = a(b, ec). 

. 证 明 , 由 blc 和 |c| < 推出 = 0. (这 个 事实 已 用 于 证 明 推论 1. ) 


(a) 证 明 , 任意 三 个 整数 a,b,c 有 最 大 公 因 子 , 它 可 表 成 
sa+tb+ uc. 
(b) 证 明 ((a,0),0) = (@, (6, 0)) = (a, 0),b). 


讨论 习题 3 ~ 习题 5 和 习题 6(b) 关于 最 小 公 倍数 的 情形 . 
证 明 : 在 减法 之 下 封闭 的 整数 集合 , 在 加 法 之 下 也 必 是 封闭 的 . 


. 证 明 : 仅 在 加 法 之 下 封闭 的 整数 集合 不 一 定 由 一 个 固定 元 素 的 所 有 倍数 组 成 . 
.在 欧 几 里 得 算法 中 , 对 用 归纳 法 证 明 : 每 个 余数 可 表 成 rk = ska 二 tb, 式 中 sk 和 大 


为 整数 ， 


.给 出 定理 10 的 详细 证 明 . 
证明: 对 任意 正 整数 a,b, 所 有 ma + nb(m,n 为 正 整数 ) 的 集合 包含 大 于 ab 的 (a,5) 


的 所 有 倍数 . 


.如 果 9 为 整数 , 使 得 对 一 切 整数 a 和 b, 由 qlab 可 推出 gla 或 gjb, 证 明 : g 是 0, 二 1 或 


素数 (参考 定理 9). 


.(a) 证 明 , 若 (a,m) = (6,m) = 1, 则 (ab,m) = 1. 


(b) 证 明 : 若 (a,c) = d,alb 且 clb, 则 aclbd. 
(0) 证 明 [oa = 15. 


1.8 ”算术 基本 定理 
现在 我 们 容易 证 明 整 数 唯一 因子 分 解 定理 , 它 也 称 为 算术 基本 定理 . 
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定理 12 ”任意 非 零 整数 可 表 为 单位 ( 士 1) 磋 以 正 素数 的 积 .如果 不 计 素 因子 出 现 
的 顺序 , 这 种 表示 是 唯一 的 . 
证 明 ”任意 整数 a 能 写成 这 样 的 乘积 , 可 以 用 逐次 把 a 分解 成 较 小 因子 的 办 法 来 
证 明 . 证 明 中 用 到 数学 归纳 法 第 二 原理 , 描述 如 下 . 显然 只 考虑 正 整数 a 就 够 了 . 

设 P(a) 为 命题 : a 能 像 定理 12 中 所 说 的 那 祥 分 解 . 如 果 a = 1 或 a 为 素数 ， 
则 P(a) 当然 正确 . 另 一 方面 , 如 果 a 是 复合 数 , 那么 a 有 一 个 正 因 子 b, 它 不 是 1 也 
不 是 a, 因此 a = bc, 其 中 6 < a,c < a. 但 是 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 , 我 们 可 假定 
P(b) 和 P(e) 正确 , 所 以 b 和 c 可 表 为 素数 之 积 : 

b=pp2*pr, C=q92.*gs, 
对 于 a, 由 上 式 得 出 复合 数 的 表达 式 
a=bc=p1p2***prg1g2*** gs 


这 就 是 所 要 求 的 形式 . 
为 证 明 唯一 性 , 我 们 必须 考虑 整数 a 的 两 个 可 能 的 素 因 子 分 解 


a= (+1)pip2** pm = ( 士 )g1g2 …gn 


因为 素数 p; 和 qj 都 是 正 的 , 所 以 两 种 分 解 中 的 项 士 1 必须 一 致 . 第 一 个 因子 分 解 式 
中 的 素数 p1 是 乘积 a = 土 9192.…gn 的 因子 . 因此 反复 应 用 定理 9, 就 有 Pi 必 至 少 
整除 这 个 乘积 的 一 个 因子 qj. 因为 pilg;, 并 且 二 者 都 是 正 素数 , 所 以 Pi = q;. 重新 
排列 分 解 式 gq192… gn, 使 oj 第 一 个 出 现 , 那么 pi 与 ; 相 消 , 留 下 
P2p3*** Pm = 9203 "qn, 
式 中 符号 “” 表 示 这 些 g 的 新 的 顺序 . 继续 这 个 过 程 直 到 所 得 方程 的 一 边 没有 留 下 
素 因子 . 此 时 方程 的 另 一 边 也 没有 素 因 子 . 所 以 在 原来 的 因子 分 解 式 中 , m = n. 把 
第 二 个 因子 分 解 式 中 的 素 因 子 重新 排列 , 我 们 就 使 两 个 因子 分 解 式 完全 一 致 , 这 同 
唯一 性 定理 中 所 断言 的 一 样 . 证 毕 
数 的 因子 分 解 中 , 同一 个 素数 p 可 以 出 现 几 次 . 把 所 出 现 的 相同 素数 集中 起 来 ， 
分 解 式 可 写 为 : 


a=+pi'p2 pe (1l<p<p < < pe). (16) 
由 唯一 性 定理 可 知 : 每 个 素数 pi 的 指数 ei 由 给 定 的 数 a 唯一 确定 . 
习 题 


1. 描述 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 的 系统 过 程 , 这 两 个 整数 的 素数 宕 分解 式 
(16) 是 已 知 的 . 以 a = 216,b = 360 和 a = 144,2 = 625 为 例 加 以 说 明 . (并 示 : 对 于 能 
整除 a 或 5 中 的 一 个 而 不 能 整除 两 个 的 素数 , 采用 “ 哑 ” 零 分 量 是 有 益 的 . ) 
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如 果 你 (a) 表示 能 整除 非 零 整数 a 的 素数 p 的 最 高 次 宕 的 指数 , 证 明 公式 
的 Volatb) > min{Vo(@), V(b)}, (i) Vo((0,b)) = min{Ve(a), Vo(b)}, 
(ii) Vo(ab) = Vo(a) + Vo(6), (vi) Vela, 可) = max{ Vo (a), Vo(0)}. 
如 果 llal| = 2 人), 其 中 Vop(a) 的 涵义 同 习题 2. 证 明 

llesll = el 和 Ile + oll < max{llall, el， 


设 V(a) 是 对 一 切 非 零 整 数 a 有 定义 的 非 负 整 值 函数 , 并 且 具 有 习题 2 中 的 性 质 (i) 和 

( 放 ), 证 明 : V (a) 或 者 恒 为 零 , 或 者 是 习题 2 中 的 一 个 函数 Vp(a) 的 常数 倍 (提示 : 首 

先 确 定 某 p 适合 V(p) > 0.) 

5. 应 用 习题 2 的 公式 证 明 , 对 于 任意 正 整数 a 和 6,ab = (a,8)[a, 昌 .( 对 于 第 二 种 证 明 , 参 
看 1.7 节 的 习题 14(c). ) 

6. 证 明 素数 的 个 数 是 无 限 的 ( 欧 几 里 得 ). (提示 : 车 pip2，,… ,Pn 为 n 个 素数 , 则 这 些 素 

数 没有 一 个 能 整除 整数 pip2…… pn + 1. ) 

定义 函数 e(n)(n 为 任意 正 整数 ) 为 n 的 素 因 子 分 解 中 出 现 的 指数 的 最 大 公 因 子 . 证 明 

(a) 对 于 2 中 已 知 的 > 和 n, 存在 整数 z 适合 z" = m 当 且 仅 当 rje(n); 

(b) e(n") =7. e(n); (9 车 e(m) = e(n) = a, 则 dje(mn). 

如 果 正 整数 之 积 rn 为 二 次 备 , 并 且 (m,n) = 1, 证 明 m 和 n 都 为 二 次 宕 . 

假定 整数 z,y 和 z 没有 士 1 以 外 的 公 因子 , 以 z,y 和 z 为 边 长 的 直角 三 角形 可 以 按 以 

下 方式 找到 . 

(a) 如 果 Zz? + 92 = z2, 证 明 z 和 vy 不 能 都 是 奇数 . 

(b) 如 果 y 是 偶数 , 应 用 习题 8 证 明 : y = 2mn, 其 中 m 和 n 为 整数 , z = m2 -mn2,z 一 
7n2 十 n2, (提示 : 分 解 因子 z2 一 zx?, 并 证 明 (z 十 zx,z 一 7z) = 2.) 
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在 确定 一 天 的 时 间 时 , 通常 只 计算 到 12 小 时 , 超过 12 小 时 后 重新 开始 计算 . 这 
种 抛弃 固定 数 12 的 倍数 的 简单 想法 是 “ 同 余 ” 这 个 算术 概念 的 基础 . 如 果 两 个 整 
数 只 差 12 的 整数 倍 , 我 们 就 称 它 们 对 模 12 同 余 , 例如 , 7 和 19 是 同 余 的 , 我 们 把 它 
记 作 


所 


» 


办 


Sm 


7= 19(mod 12). 

定义 ”a 三 b(mod m) 成 立 当 且 仅 当 ml(a 一 如. 

我 们 也 可 以 说 : a = b(mod m) 的 意思 是 差 a 一 b 在 m 的 所 有 倍数 的 集合 中 . 另 
外 还 可 以 根据 下 述 事 实 来 定义 : 每 个 整数 a 除 以 m 剩 下 唯一 的 余数 (1.7 节 的 推论 
了 ). 我 们 把 这 种 定义 叙述 如 下 . 
定理 13 两 个 整数 a 和 5b 对 模 m 同 余 当 且 仅 当 它们 除 以 |m| 时 剩 下 相同 的 余数 . 

因为 a= b(mod m) 当 且 仅 当 a =b(mod 一 m), 所 以 只 须 对 于 m > 0 的 情形 证 
明 这 个 定理 . 
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证 明 ”按照 我 们 的 定义 , 首先 假定 a = b(mod m), 那么 a 一 b= cm 是 m 的 倍数 . b 
除 以 mr 剩 下 余数 5 一 gm =7, 其 中 0<r<m. 则 


a=b+cm= (gm+7)+em= (g+om+r. 


这 个 方程 表明 , > 是 a 除 以 m 的 唯一 的 余数 , 因此 a 和 5 具有 相同 的 余数 . 
反 过 来 , 假设 4 = gm +7,b = gm +7, 它们 具有 同一 个 余数 7. 那么 一 5 = 
(9 一 qm 可 被 m 整除 , 所 以 a = b(mod m) 证 毕 
固定 模 m 的 同 余 关 系 具 有 下 列 性 质 , 即 相等 关系 的 定律 (1.2 节 ) 的 再 现 , 对 一 
切 整数 a,5 和 c 有 


自 反 律 a=a 
对 称 律 a=5 意 味 着 0 三 a (mod m). 
传递 律 a=b 和 b=c 意 昧 着 a=c 
这 些 定律 中 的 每 一 个 都 可 以 用 同 余 的 定义 来 证 明 ， 按 同 余 的 定义 对 称 律 要 求 由 
ml(a 一 6b) 推出 ml(b 一 a). 这 里 假设 条 件 是 a 一 b= dm, 把 它 写成 5 一 a = (--d)m, 便 - 
得 出 结论 ml(b - o). 
固定 模 m 的 同 余 关系 还 具有 “ 代 换 性 质 *, 这 也 是 相等 关系 的 性 质 之 一 , 即 , 同 
余 整 数 之 和 同 余 , 而 且 同 余 整数 之 积 同 余 . 
定理 14 如果 a = btmod m), 那么 对 一 切 整数 z, 有 
a+z=b+7z, ar 三 br， -a=-b (mod mn). 
这 里 还 用 定义 证 明 . 于 是 假设 条 件 变 成 a 一 b = km( 对 某 个 整数 月 , 故 有 
mla+z—b—z), ml(ar— bre), ml(-a+d). 
由 此 我 们 便 可 以 导出 结论 . 
对 于 方程 成 立 的 消去 律 对 于 同 余 式 不 一 定 成 立 . 例如 , 由 2.7 三 2.1(mod 12). 
不 能 推出 7 = 1(mod 12). 之 所 以 不 能 这 样 推断 , 是 因为 被 消去 的 2 是 模 的 一 个 因 
子 . 对 于 同 余 , 最 好 也 只 能 得 到 修改 的 消去 律 : 
定理 15 当 与 和 mn 互 素 时 ， 
由 ca 三 cb(mod m) 可 推出 a= b(mod m). 
证 明 根据 定义 , 假设 条 件 表明 ml(ca - cd), 或 mlc(a -5b). 但 是 已 假定 m 与 这 个 
乘积 的 第 一 个 因子 c 互 素 , 因此 由 定理 10 得 到 m 整除 第 二 个 因子 a b. 这 意味 着 
a 三 b(mod m), 如 断言 所 述 . 
线性 方程 的 讨论 可 以 扩展 到 同 余 式 上 . 
定理 16 如 果 c 与 m 互 素 ,那么 同 余 式 


cr=b (modm) 


22 第 1 章 整 数 


有 整数 解 z. 任意 两 个 解 ri 和 z2 对 模 m 同 余 . 

证 明 ”根据 假设 (cm) = 1, 对 适当 的 整数 s 和 t, 有 1 = sc + tmm， 两 边 乘 以 
b,b = bsc + btm. 这 里 最 后 一 项 是 m 的 倍数 , 因此 b 三 (bs)c(mod m)， 这 就 表明 
z= bs 是 同 余 式 5 = zc 所 要 求 的 解 . 

另 一 方面 , 因为 同 余 关 系 满 足 传递 律 和 对 称 律 , 所 以 这 个 同 余 式 的 两 个 解 zx: 和 
Zz2 必 满 足 czl = czz(mod m). 因为 已 假设 e 与 mm 互 素 , 所 以 我 们 可 以 像 定 理 15 那 
样 消 去 这 里 的 c, 而 得 到 所 需要 的 结论 xz = zz(mod m). 证 毕 

当 模 m 为 素数 时 , 出 现 重要 的 特殊 情形 . 在 这 种 情形 下 , 不 能 被 m 整除 的 一 切 
整数 都 与 m 互 素 . 由 此 得 出 
推论 如 果 p 为 素数 , 并 且 c 关 0(mod p), 那么 cz 三 b(mod p) 有 模 p 的 唯一 解 . 

也 可 以 解 联 立 同 余 式 . 
定理 17 如 果 模 m1l 和 ms2 互 素 , 那么 同 余 式 

z= (modm),z=b (mod m2») (17) 
有 公共 解 +. 任意 两 个 解 对 模 mim2 同 余 . 
证 明 ”对 任意 整数 y，z = bi 十 ymi 是 第 一 个 同 余 式 的 解 . 这 样 的 z 满足 第 二 个 同 
余 式 当 上 且 仅 当 十 ymi 三 如 (mod mz) 或 ymi 二 bo 一 bi(mod m2). 因为 mi 与 mz 
互 素 , 根据 定理 16, 这 个 同 余 式 对 y 可 解 ， 

另 一 方面 , 假设 z 和 zx' 是 已 知 联 立 同 余 式 (17) 的 两 个 解 ， 那么 rz - zx' = 
0(mod m1) 和 (mod m2). 因为 mi 与 mz 互 素 , 这 意味 着 差 z 一 z' 可 被 乘积 模 mim2 
整除 , 因此 z = 三 z'(mod mim2). 证 毕 

上 面 同样 的 方法 应 用 于 形 为 

miT=b: (mod mi) 
的 两 个 或 多 个 同 余 式 , 其 中 (ai, mi) = 1, 并 且 各 个 不 同 的 模 两 两 互 素 . 
定理 18  ( 费 马 (Fermat)) 如 果 a 为 整数 , 并 且 p 为 素数 , 那么 

az 三 a (mod 7). 
证 明 ”对 固定 的 p, 设 P(n) 为 命题 : np = n(mod p). 那么 P(0) 和 P(1) 显然 正确 . 
在 (n+1)? 的 二 项 展开 式 (9) 中 , 除 第 一 个 和 最 后 一 个 系数 外 , 每 个 系数 都 能 被 p 整 
除 , 因此 (n 十 1)? 三 n? 十 1(mod p), 由 P(n) 推出 (n+1)? 三 n+1(mod p), 这 就 是 
命题 P(n 二 1). 


习 题 


1. 解 下 列 同 余 式 : 
(a) 3z = 2(mod 5), (b) 7z = 4(mod 10), 


BR 
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(c) 243z + 17 = 101(mod 725), (d) 4r + 3 = 4(mod 5), 

(e) 6z + 3 = 4(mod 10), (f) 6¢ +3 = 1(mod 10). 

证 明 : 关系 a = b(mod m) 满足 自 反 律 和 传递 律 . 

直接 证 明 : 由 a 三 bmod m) 和 c = d(mod m) 可 推出 e+c 三 + dtmod m) 和 
ac 三 bd(mod m). 


(a) 证 明 : 同 余 式 az = b(mod m) 有 和 解 当 且 仅 当 (a,m)lb. 


(b) 证 明 : 如 果 (a,m)lb, 那么 同 余 式 恰 有 (a,m) 个 对 模 m 不 同 余 的 解 ， (提示 : 用 
(om) 除 a,5 和 m.) 


5. 如 果 mm 为 整数 , 证 明 : m? = 0,1 或 4(mod 8). 
6. 证 明 , z? = 35(mod 100) 无 解 . 


. 证 明 : 如 果 z? = n(mod 65) 有 解 , 那么 z? 三 -mn(mod 65) 也 有 解 . 
.如 果 z 为 不 能 被 3 整除 的 奇数 , 证 明 : 2? = 1(mod 24). 
(a) 列表 指出 25 ~ 40 中 所 有 可 表 为 四 个 或 不 多 于 四 个 平方 和 的 整数 (这 个 结果 实际 


上 对 于 一 切 正 整数 都 成 立 ). 
(b) 证 明 , 满足 m = 7(mod 8) 的 任何 整数 不 能 表 为 三 个 平方 之 和 . (提示 : 应 用 习题 5.) 


. 解 联 立 同 祭 式 ， 


(a) z 三 2(mod 5), 2z = 1(mod 8); (b) 3z = 2(mod 5), 2z = 1(mod 3). 


: 在 一 个 荒 岛 上 , 五 个 人 和 一 只 猴子 采 了 整整 一 天 的 椰子 ， 然 后 去 睡觉 ， 第 一 个 人 醒 来 ， 


决定 拿 走 他 的 那 份 椰子 . 他 把 椰子 平均 分 成 五 份 , 正好 多 余 一 个 , 分 给 猴子 , 他 藏 起 自 
己 的 那 一 份 后 , 就 去 睡觉 了 . 后 来 , 第 二 个 人 醒 来 也 在 剩 下 的 一 堆 椰 子 中 取出 他 那 五 分 
之 一 , 并 把 多 余 的 一 个 分 给 猴子 . 其 余 三 个 人 也 都 照样 做 一 遍 . 求 出 原来 摘 下 的 一 堆 椰 
子 的 最 小 数目 ，( 提 示 : 列 出 同 余 式 并 用 一 4 去 试 ) 


.用 归纳 法 证 明 : 定理 17 可 以 推广 到 n 个 同 余 式 , 其 模 两 两 互 素 . 
证明, 如果 (mi,m2) = (a1, mi) = (a2,m2) = 1, 那么 联 立 同 余 式 uiz = bi(mod mi)(i= 


1,2) 有 公共 解 , 并 且 任意 两 个 解 对 模 mim2 同 余 . 


.把 习题 13 推广 到 n 个 联 立 同 余 式 . 


对 于 什么 样 的 正 整数 m, 命题 “如 果 z? = 0(mod m), 那么 也 有 z = 0(mod m)” 是正 
确 的 ? 
如 果 a 和 :为 整数 , 并 且 p 为 素数 , 证 明 : (a +b)? 三 ap 十 加 (mod p). 
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古代 , 人 们 已 区 分 了 “偶数 2,4,6,… 和 “奇数 1,3,5.…. 下 面 计算 偶数 和 奇 


数 的 法 则 是 大 家 熟悉 的 : 


偶数 + 偶数 = 奇数 + 奇数 = 偶数 ， 
偶数 + 奇数 = 奇数 ， 
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偶数 .偶数 = 偶数 .奇数 = 偶数 ， 
奇数 .奇数 = 奇数 . 
这 些 恒等式 定义 一 个 新 的 整 环 Z2, 它 仅 由 两 个 元 素 0(“ 侦 数 ” ) 和 1(“ 奇 数 ”) 组 
成 , 并 且 有 加 法 表 和 乘法 表 : 
0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1， 
0x0=0xl=1l1x0=0，1x1l=1. 


我 们 现在 要 指出 , 类 似 的 构造 可 用 于 对 任意 模 ”的 全 体 剩余 0,1,2,…,n 一 1. 两 个 


这 样 的 剩余 相 加 (或 相 乘 ), 可 以 先 简单 进行 普通 意义 下 ( 即 在 Z 中 ) 的 加 法 (或 乘 
法 ), 然后 将 所 得 结果 取 模 n 的 剩余 . 在 n= 5 的 情形 中 , 其 加 法 表 和 乘法 表 是 : 


(18) 


十 0 1 2 3 4 x 0 1 2 3 4 
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 4 0 和 0 2 3 4 
2 2 3 4 0 3 2 0 2 4 由 3 
3 3 4 0 1 2 3 0 3 3 4 2 
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1 


对 于 每 个 ”所 得 到 的 系统 都 具有 1.1 节 的 性 质 (i)~(viii). 也 就 是 说 , 我 们 有 

定理 19 ”在 加 法 和 乘法 之 下 , 对 任意 国定 的 模 见 > 2, 整数 0,1,…,n 一 1 的 集合 组 
成 一 个 交换 环 Zr- 

证 明 在 上 一 节 里 我 们 看 到 , 关系 z = y(mod n) 同 普通 的 相等 关系 一 样 , 满足 自 反 
律 、 对 称 律 和 传递 律 . 事实 上 , 根据 定理 14, 由 a = b(mod n) 和 c= d(mod n) 推出 


a+c=b+d(mod n),ac= bd(mod n). (19) 


也 就 是 说 , 倘若 Z 中 的 “相等 ”重新 解释 为 “对 模 n 同 余 ”, 则 公设 人) 和 (区 成 立 . 
再 有 , Z 中 的 0 和 1 在 Zn 中 分 别 起 加 法 单位 元 素 和 乘法 单位 元 素 的 作用 , 而 n 一 
是 上 对 模 mn 的 加 法 逆 元 素 . 

剩 下 来 证 明 公 设 ( 诈 )~(v). 考虑 分 配 律 , 因为 对 任意 整数 , 有 a(p+ c) = ab 十 ac, 
所 以 当 取 模 n 的 剩余 时 , 根据 (19), 我 们 必 有 at+ ec) = ab 十 ac(mod n). 这 就 是 Zn 
中 的 分 配 律 . 交换 律 和 结合 律 的 证 明 也 完全 类 似 . 证 毕 

与 整 环 定义 唯一 不 相 一 致 的 公设 是 乘法 消去 律 . 根据 定理 1, 这 个 定律 等 价 于 
断 语 ; Zn 中 无 零 因子 , 即 由 ab = 0 推出 a = 0 或 6 = 0. 这 些 方程 在 Z。 中 表 
示 普 通 整 数 的 同 余 式 , 所 以 定律 表述 为 : 由 ab = 0(mod n) 推出 a = 0(mod n) 或 
5 三 0(mod n). 这 等 价 于 断 语 : 由 njab 推出 nja 或 njb. 如 果 nn 是 素数 , 这 是 正确 的 
(定理 9). 如 果 n 不 是 素数 , n 具有 非 平 凡 的 因子 分 解 n = ab, 则 nlab, 显然 , nla 和 
nlb 都 不 成 立 , 因此 Z。 有 零 因子 . 这 就 证 明了 
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定理 20 模 n 整数 环 Zn 是 整 环 当 且 仅 当 nn 是 素数 . 

还 有 其 他 更 系统 的 方法 构造 模 n 整数 的 代数 . 用 等 式 代替 同 余 式 的 方法 本 质 
上 意味 着 : 把 所 有 用 n 去 除 而 剩 下 同 祥 余数 的 整数 归 在 一 组 , 产生 一 个 新 的 “ 数 ”. 
每 个 这 样 的 整数 组 称 为 “剩余 类 ”. 对 于 模 5, 有 五 个 这 样 的 类 对 应 着 可 能 的 余数 
0,1,2,3 和 4, 其 中 的 一 些 是 


1s={.…,—14,—9,—4,1,6,11,16,..}, 
25 = {…,—13, ~8, 一 3,2,7,12,17,… 小 ， 
35 = {:…, —12, —7, —2,3,8, 13, 18,.., }. 


对 于 任意 模 n 由 余数 r(0 < r < n) 确定 的 剩余 类 rw, 是 由 所 有 用 ”去 除 而 剩 下 余 
数 7 的 整数 a 组 成 . 每 个 整数 属于 一 个 且 仅 属于 一 个 剩余 类 , 而 且 两 个 整数 属于 同 
一 个 剩余 类 当 且 仅 当 它们 同 余 (定理 13) . 模 nn 有 个 剩余 类 : 0n,1a,…, (n 一 1)n. 

Zn 的 代数 运算 可 以 直接 在 这 些 类 上 进行 . 假定 两 个 剩余 > 和 s 在 Zn 中 给 出 
剩余 t 作为 它们 的 和 , > 十 s 三 t(mod n). 如 果 我 们 用 相应 类 中 的 任何 其 他 元 素来 代 
替 剩 余 ” 和 s, 便 可 得 到 上 面 的 回答 . 若 a 在 rn 中 ,b 在 sn 中 , 则 a + 在 属于 和 
t 的 类 如 中 , 这 是 因为 , a 三 > 和 b= s 得 出 a+b=7+s= tmod n). 一 般 地 , 代 
数 Z 可 以 定义 为 这 些 剩余 类 的 代数 : 两 个 剩余 类 相 加 (或 相 乘 ), 可 在 这 两 个 类 中 
任意 选择 代表 元 素 a 和 b, 并 求 出 含有 这 两 个 代表 元 素 的 和 (或 积 ) 的 剩余 类 . 如 果 
on 表示 包含 a 的 剩余 类 , 这 个 法 则 可 表述 为 


(a+b)n =an+bn, (ab)n = anbn. (20) 


例如 , 上 面 列 出 的 剩余 类 中 , 和 1s + 25 = 3s 可 以 这 样 求 出 : 在 剩余 类 1s 和 2s 中 
任意 选 出 代表 元 素 6 和 (-13), 把 它们 相 加 得 -7, 而 -7 在 和 类 3s 中. 其 他 选 法 
(-9)+ (-3) = -12，11 +7= 18,(-14)+17= 3, 它们 都 给 出 同一 个 和 35. 

我 们 利用 剩余 定义 的 剩余 类 也 可 以 用 6.13 节 中 讨论 的 一 般 方 法 通过 同 余 式 直 
接 定义 . 


习 题 


1. 构造 Zs 和 zs 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

2. 在 Zr 中 计算 ; (3 -5, 3.(4.5),， 3.(4+5), 3.4++3:.5. 

3. 求 出 Z26 和 2Z24 的 全 部 零 因子 . 

4 对 于 4 中 的 > 和 y% 确定 所 有 和 z+y 的 确切 集合 及 所 有 积 zy 的 确切 集合 . 它们 与 集 
合 48+4s 及 4s.4s 有 何 关系 ? 

5. 像 证 明定 理 19 那样 证 明 剩 余 类 加 法 的 结合 律 . 
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6. 对 于 实数 > 和 3 设 > = y(mod 2x) 表示 z = 十 2nz, 对 菜 整 数 n. 证 明 : 剩余 类 的 加 
法 可 以 像 (20) 式 那样 定义 , 而 剩余 类 的 乘法 则 不 能 这 样 定义 . 

“7. 证 明 : 在 Zn 中 , 不 是 单位 的 任何 元 素 c 是 零 因 子 . 

*8，(a) 列 出 Z15 的 单位 . 
(b) 证 明 : 车 n= 2m + 工 是 奇数 , 则 Z 的 单位 的 个 数 是 偶数 . 

*9. 证 明 : 上 是 Zn 的 单位 当 且 仅 当 在 Z 中 (k,n) =1. 


1.11 集合 . 函数. 关系 


这 一 节 我 们 暂时 简短 地 讨论 一 下 和 集合、 函数、 二 元 运算 和 关系 等 基本 概念. 

集合 是 一 些 数学 对 象 完全 任意 的 集体 . 例如, 所 有 奇数 的 集合 , 或 平面 上 所 有 
到 两 定点 距离 相等 的 点 的 集合 . 如 果 4 是 集合 , 则 我 们 记 z s 4 表示 对 象 x 是 集合 
4 的 元 素 , 当 z 不 是 4 的 元 素 时 , 记 作 z 4 4. 有 限 集合 可 以 通过 列 出 它 的 所 有 元 
素来 确定 , 例如 , {0, 2, 4} 表示 一 个 集合 , 它 仅 有 的 元 素 是 0, 2 和 4, 更 一 般 地 , 任何 
集合 由 它 的 元 素来 确定 , 在 这 种 意义 下 . 两 个 集合 4 和 B 相等 (相同 ) 当 且 仅 当 它 
们 具有 相同 的 元 素 . 这 个 原则 ( 称 为 外 延性 公理 ) 也 可 用 符号 表达 为 4 = 万 , 其 意思 
是 , 对 一 切 z,ze 4 当 生 仅 当 ze B. 这 样 得 到 的 集合 相等 关系 , 显然 像 1.2 节 中 对 
任意 相等 关系 要 求 的 那样 , 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 

集合 5 称 为 集合 4 的 子 集 当 上 且 仅 当 3 的 每 个 元 素 z 也 在 4 中 , 符号 Sc 4 
表示 5 是 4 的 子 集 . 如 果 TC S 和 5 c 4 两 者 都 成 立 , 那么 显然 有 TC 4, 因此 关 
系 “C” 满足 传递 律 . 集合 相等 的 条 件 也 可 变 成 : 4 = B 当日 仅 当 4cB 和 BcAh 
两 者 都 成 立 . 此 外 , 空 集 g( 没 有 元 素 的 集合 ) 是 每 个 集合 的 子 集 . 

从 任意 集合 出 发 , 比如 全 体 整 数 的 集合 , 我 们 可 以 选 出 各 种 不 同 的 子 集 ， 所 有 
正 整 数 的 集合 , 所 有 正 奇数 的 集合 , 所 有 大 于 18 的 整数 的 集合 , 等 等 . 这 些 例子 说 明 
一 个 原则 : 任何 性 质 都 可 确定 一 个 子 集 ; 更 确切 地 说 , 已 知 任意 集合 4 和 性质 已， 
我 们 可 以 构成 子 集 

5S= {zlz € 4, 并 且 z 具 有 性 质 P}， (21) 


它 是 由 4 中 具有 性 质 PP 的 所 有 元 素 组 成 . 

一 般 地 , 如 果 4 和 B 都 是 集合 , 则 关于 4 到 B 的 函数 6p : 4 一 B 是 这 样 规定 
的 , 它 对 4 中 每 个 元 素 a 给 定 B 中 的 一 个 元 素 ad. 我 们 把 它 记 作 a 一 ap. 例如 
下 2 2? 是 关于 所 有 有 理 数 的 集合 4 = Q 到 所 有 非 负 有 理 数 的 集合 B 的 函数 %( 它 
也 可 看 作 函 数 %: Q 一 Q). 还 有 “加 一 ” 运算 n 一 nn 十 1 它 把 每 个 整数 n 传送 到 
% 十 1, 因此 它 是 一 个 函数 % : Z 一 Z. 在 任意 有 序 整 环 D 中 , 取 绝对 值 的 运算 是 关 
于 集合 D 到 D 中 非 负 元 素 集 合 的 一 个 函数 . “ 取 负 ”运算 a 一, -a 是 关于 D 到 
DD 的 另 一 个 函数 . 
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关系 a 一 ag 有 时 写成 a 一 > 4 或 a 一 ' 8(a) ,这 里 函数 的 符号 $ 写 在 前 面 . 
函数 9:4 一 B 也 称 为 由 4 到 B 的 映射 变换 或 对 应 . 集合 4 称 为 函数 $9 的 定义 
域 , 而 B 是 函数 $ 的 变换 的 取 值 域 . 例如 , 通常 的 电话 拨号 盘 


DEF GHI 


ABC IKL MNO PRS TUV WXYZ 
WW WN WW WW \W NI 
2 6 7 8 9 0 


定义 了 关于 25 个 字母 (字母 表 略 去 Q) 的 集合 4 到 10 个 数字 的 集合 {0, 1,2,…,9} 
的 函数 . 

函数 5: 4 一 B 的 像 ( 或 “ 值 域 " ) 是 所 有 函数 “ 值 ” 的 集合 , 即 所 有 ad(a 在 4 
中 ) 的 集合 , 像 是 取 值 域 B 的 子 集 , 而 不 一 定 是 整个 B. 例如 电话 拨号 盘 函 数 的 像 
是 略 去 了 1 的 一 个 子 集 {0, 2,…, 9}. 

函数 :4 一 B, 当 B 的 每 个 元 素 b 是 函数 的 像 时 , 也 就 是 说 , 当 像 是 整个 取 值 
域 时 , 称 5 是 满 射 ( 喘 上 ). 例如 , 整数 取 绝对 值 a 一 |a| 是 关于 Z 一 2Z 的 函数 ,但 它 
不 是 满 射 , 因为 像 是 所 有 非 负 整数 N c Z, 它 是 Z 的 真子 集 . 但 是 法 则 a 一 ja| 也 
定义 了 也 一 N 的 函数 , 而 它 是 满 射 . 为 决定 函数 是 否 是 映 上 的 , 我 们 必须 知道 预定 
的 取 值 域 

函数 $: 4 一 B, 当 4 的 不 同 元 素 总 有 不 同 的 像 时 , 换 句 话说 , 当 由 ab = a'p 
总 可 推出 a = % 时 , 则 称 少 是 单 射 (一 一 映 入 ). 例如 ,Zz 一 2z 是 2 一 2 的 一 个 单 
射 (但 不 是 满 射 ). 

函数 $ : 4 一 B, 当 它 既 是 单 射 又 是 满 射 , 即 当 对 每 个 元 素 be B, 有 一 个 且 仅 
有 一 个 we 4 具有 像 b, 使 dg = b, 则 9 是 双 射 (一 一 映 上 ). 例如 , n 一 n+1 是 
Z 一 2 的 双 射 . 还 有 , 对 任意 整 环 D,a 一 a 是 D 一 DD 的 双 射 . 双 射 8:4 一 B 也 
称 为 (4 到 B 上 的 ) 一 一 对 应 , 而 不 是 单 射 的 对 应 称 为 多 一 对 应 . 
二 元 运算 数 对 的 运算 出 现在 很 多 方面 一 - 两 个 整数 的 加 法 , Zn。 中 两 个 剩余 类 的 
加 法 , 两 个 实数 的 乘法 , 一 个 整数 减 去 另 一 个 整数 的 减法 , 等 等 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 
称 这 些 运算 为 二 元 运算 . 一 般 地 , 元 素 abc…. 的 集合 S 上 的 二 元 运算 “o” 是 这 样 
规定 : 它 对 5 中 每 个 有 序 元 素 对 a 和 4b 给 出 同一 集合 5 中 唯一 确定 的 第 三 个 元 素 
c= aob. 这 里 我 们 用 “唯一 ”表示 代 换 性 质 


由 a=a' 和 5= 凡 推出 aob= ooth (22) 


同 交换 环 的 唯一 性 公设 中 所 说 的 一 样 . 

为 方便 起 见 , 把 所 有 有 序 元 素 对 (a,5)( 其 中 es Se 7 了 ) 的 集合 记 作 5 x T， 
这 称 为 S 和 了 的 符 卡 儿 (Cartersian) 积 (或 简称 “ 积 ” ). 我 们 又 把 集合 同 自身 的 积 
S x 5 记 作 52, 那么 二 元 运算 同 函 数 。: 32 一 9 一 样 . 
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两 个 已 知 整 数 之 间 可 以 有 多 种 关系 , 例如 “4a ==b”, “a < b”, “a 三 b(mod 7)”， 
或 “alb”, 上 述 每 个 语句 都 表示 a 和 5 之 间 的 某 个 “二 元 关系 ”. 我 们 可 以 容易 地 
斤 述 其 他 类 型 的 数学 对 象 之 间 的 许多 别 的 关系 , 也 有 像 人 与 人 之 间 的 “是 … 的 兄 
弟 ” 这 样 一 类 的 非 数 学 的 关系 . 为 一 般 地 讨论 关系 , 我 们 引进 符号 R 来 表示 任何 关 
系 (“R” 代表 “<”,“=” 或 “|”, 等 等 ). 形式 上 , 如 果 已 知 集合 5 中 的 两 个 元 素 a 
和 几 不 是 a 与 有 关系 R( 记 号 为 aRb), 就 是 a 与 上 没有 关系 RR( 记 号 为 aR'b), 那 
么 “R” 就 表示 集合 9 上 的 二 元 关系 . 

数学 中 特别 重要 的 是 考虑 像 同 余 和 相等 那样 在 集合 S$ 上 满足 下 列 定 律 的 关系 
R: 

自 反 律 aRa, 对 5 中 一 切 a; 

对 称 律 ”由 aRb 可 推出 bRa, 对 5 中 一 切 a,b; 

传递 律 由 aRb 和 bRe 可 推出 aRe, 对 5 中 一 切 @&,b,c. 
满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 称 为 等 价 关系. 例如 , 平面 上 三 角形 之 间 的 全 
等 关系 就 是 这 样 的 等 价 关 系 . 


习 题 


- 


. 下 列 整 数 a 和 b 的 二 元 运算 aob 中 , 哪些 满足 结合 律 ? 哪些 满足 交换 律 ? 
a—b, a+b, 2(a+b), —a—b. 


“ 自 反 律 >“ 对 称 律 ” 和 “传递 律 ”三 种 性 质 中 , 哪 一 种 适用 于 下 列 整 数 a 和。 之 间 的 
所 有 关系 ? 


» 


agb, a<b, alb，a+a= 甩 +b a< | 小 

ee 的 父亲 ”,“ 是 …… 的 兄弟 ”， 
“是 …… 的 朋友 ”,“ 是 ……… 的 叔 权 ”,“ 是 ……… 的 子孙 ”. 如 果 这 些 关系 被 限定 
只 用 于 一 切 男人 的 分 类 , 那么 你 的 回答 中 哪些 会 有 变化 ? 

"4. 关系 “是 -….…… 的 叔叔 ”与 关系 “是 ……: 的 兄弟 ” 和 “是 …… 的 父亲 ”是 怎样 联系 
的 ? 你 能 叙述 一 下 由 两 个 已 知 关系 做 出 新 关系 的 类 似 的 一 般 法 则 吗 ? 

5. 如 果 关 系 R 由 aRb 和 bRe 推出 cRa, 则 称 RR 为 循环 的 . 证 明 ; 关系 丸 是 自 反 的 和 循 
环 的 当 且 仅 当 它 满 足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 , 

*6. 下 面 由 关系 R 的 对 称 律 和 传递 律 推出 自 反 律 的 “证 明 *” 其 错误 是 什么 ? 

“根据 对 称 律 , aRb 推出 bRa; 根据 传递 律 , aRb 和 bRa 推出 aRa. ” 

下 列 法 则 中 , 每 一 个 都 定义 一 个 函数 了 : Z 一 Z. 对 每 种 情况 详细 说 明 其 像 , 以 及 函数 


Se 
上 
| 
li 
以 
涝 
和 
二 
名 
> 
符 
站 
姜 
六 
并 
Ed 
矶 
Lad 
wD 
中 


| 


是 否 是 单 射 . 
(aja 一 lol+1， (ba 一 oa2， 
(oa 一 2a+5， (da 一 gcd.(a, 6). 


» 


用 正 整 数 的 集合 Z+ 代替 Z, 做 习题 7. 
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9. 对 什么 样 的 整数 n, 函数 z -一 6z+7 在 Z。 上 是 双 射 ? 对 什么 样 的 n, 函数 z -一 6z+7 
在 Zs 上 是 满 射 ? 
10. 证 明 : 集合 5 上 任何 关系 RR 都 可 以 看 作 函 数 f: 5S? 一 {0, 1}. 


1.12 ” 同 构 与 自 同 构 


近世 代数 最 重要 的 概念 之 一 是 同 构 的 概念 .我 们 现在 对 交换 环 如 下 定义 这 个 
概念 : 
定义 ”两 个 交换 环 及 和 R' 之 间 的 同 构 是 玉 的 元 素 a 与 尼 的 元 素 a! 的 一 一 对 应 
aa', 并 对 所 有 元 素 a 和 5b 满足 条 件 


(a+b)’=a’+b’, (ab) = a’b’. (23) 


如 果 两 个 环 忆 和 忌 之 间 存 在 这 样 的 对 应 , 则 称 它们 是 同 构 的 . 

基于 规律 (23), 我 们 可 以 说 , 同 构 a ** o “保持 和 与 积 ”. 粗略 地 说 , 两 个 交换 
环 当 它们 的 元 素 仅 仅 区 别 于 记号 时 , 它们 是 同 构 的 . 一 个 恰当 的 例子 是 “偶数 ”和 
“奇数 ”的 代数 ( 像 1.10 节 所 讨论 的 那样 ) 同 整 环 Z2 比较 . 一 一 对 应 


偶数 一 0 奇数 一 1 


是 这 两 个 整 环 之 间 的 同 构 , 这 是 因为 它们 的 对 应 元 素 是 按照 相同 的 法 则 (参看 (18) 
式 ) 相 加 和 相 乘 的 . 
许多 整 环 具有 同 它们 自身 的 同 构 , 这 样 的 同 构 是 很 重要 的 , 它 称 为 自 同 构 . 类 
似 于 几何 图 形 中 的 对 称 性 (参看 6.1 节 ). 例如 , 考虑 整 环 Z[V 引 , 在 1.1 节 中 它 表示 
所 有 数 m+nV2 的 集合 , 其 中 m 和 在 整数 环 Z 中, 在 非 平 凡 的 对 应 m+nvV3 
m 一 nV2 之 下 , Z[V 引 与 它 自身 同 构 . 这 种 对 应 是 同 构 , 因为 对 任意 a = m 十 nV2 和 
5 二 miniV2, 有 
(ab)’= [(m +nV2)(mi 十 maV3)] 
= [(mm1 + 2nni) + (mni+ mn) Val 
= (mmi + 2nn1) ~ (mn + mn)Va, 
al = (和 一 mV3(ma — niva) 
= (mmi + 2nmnl) — (mn + min)v2. 
类 似 地 有 
(a+b) =a +b. 


任何 同 构 a a' 不 仅 保持 和 与 积 , 而 且 保持 差 . 根据 定义 , a 一 5 是 方程 b+z = a 
的 解 ,所 以 b+(a 一 5) = a. 因为 对 应 保持 和 , 所 以 + (a 一 0)' = a', 这 就 是 说 , (a 一 5)' 
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是 方程 多 +z = o 的 (唯一 解 ), 或 者 说 
(a—b)’=a—V. 


另 一 个 法 则 是 
以 二 市 ds (~a)’ = ~—(a)). (24) 

总 之 , RR 的 零 (单位 元 素 ) 对 应 于 R' 的 零 (单位 元 素 ). 

后 面 我 们 将 看 到 , 同 构 的 概念 普遍 应 用 于 代数 系统 . 我 们 甚至 可 以 说 , 抽象 代 
数 是 研究 代数 系统 那些 在 同 构 之 下 仍 保持 不 变 的 性 质 . 

在 把 整数 系 描述 为 有 序 整 环 (其 中 每 个 正 整 数 集合 具有 最 小 元 素 ) 时 我 们 曾 要 
求 : 对 于 所 有 的 数学 意义 , 这 些 公设 完整 地 描述 了 全 体 整 数 . 现在 我 们 可 以 把 它 叙 
述 得 更 确切 (将 在 2.6 节 中 证 明 ). 任意 有 序 整 环 当 它 所 包含 的 全 体 正 元 素 集合 是 良 
序 的 , 它 就 同 构 于 整数 环 Z. 2Z 的 “精确 到 同 构 ” 的 这 个 特征 是 最 完全 的 了 , 它 可 用 
我 们 已 用 过 的 任何 形式 的 公设 系 得 到 , 因为 一 般 地 , 显然 , 如 果 系 统 5 满足 这 样 的 
公设 系 , 而 且 8' 是 另 一 个 同 构 于 3 的 系统 , 那么 8' 也 必 满 足 这 些 公设 . 因此 , 如 果 
5 满足 加 法 交换 律 , 则 对 3 中 一 切 a 和 b,a+b=b 十 a. 由 于 在 已 知 同 构 之 下 , 它们 
的 对 应 元 素 必 相等 , 所 以 (a +5)' = (5 十 a)". 因为 同 构 保持 和 , 所 以 o 十 以 = 以 十 of 
这 就 断言 : 交换 律 在 R' 中 也 成 立 . 这 种 论证 具有 一 般 性 , 可 应 用 于 我 们 的 一 切 公设 . 


习 题 


. 证 明 : 性 质 (24) 对 任意 同 构 都 成 立 . 
, 设 ZIV 引 是 所 有 数 m + nV3(m,n e 2) 的 整 环 . 列 出 Z[V 引 的 一 个 非 平凡 自 同 构 . 
. 证 明 : 对 应 m 十 nV2 m++nV3 不 是 整 环 ZIV3 和 ZIV3] 之 间 的 同 构 . 
，(a) 证 明 ; 在 任意 同 构 之 下 , 满足 方程 > = 1+1 的 元 素 > 必 对 应 于 满足 方程 = 并 二 
的 元 素 y. 
(b) 利用 (a) 证 明 : Z[V3 和 Z[V 引 之 间 不 可 能 有 同 构 . 
5. 证 明 : 整数 环 Z 没有 非 平凡 的 自 同 构 . 
“6. 证 明 : 只 含有 三 个 元 素 的 整 环 必 同 构 于 Z3. 
7. 证 明 , 同 构 是 等 价 关系 ( 即 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 ). 


风 中 
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2.1 域 的 定义 


全 体 有 理 数 组 成 的 整 环 Q 和 全 体 实数 组 成 的 整 环 R, 具有 整数 环 Z 所 不 具备 
的 极 重要 的 代数 特征 : 在 它们 之 中 , 任何 方程 az = Ma 关 0) 是 可 解 的 . 具有 这 个 性 
质 的 交换 环 称 为 域 . 我 们 现在 证 明 , 在 任何 交换 环 中 , 如 果 所 有 非 零 元 素 有 乘法 逆 ， 
那么 除法 是 可 能 的 , 并 具有 一 些 熟知 的 性 质 . 
定义 ”如 果 瓦 是 一 个 交换 环 , 并 且 对 每 个 元 素 & 天 0, 它 都 包含 一 个 “ 北 ” 元 素 a-1 
满足 方程 do-la = 1, 那么 已 是 域 . 

容易 证 明 , 在 任何 域 中 , 1.1 节 的 消去 律 (ix) 是 成 立 的 . 这 是 因为 如 果 c 关 0, 且 
ca = cb, 那么 


a=1:a=(c lo)a=c (ca)=c (cb) = (cc)b = 15=b. 


换 句 话说 , 每 个 域 是 一 个 整 环 . 更 一 般 地 , 是 域 的 子 整 环 (根据 相同 的 理由 ). 相反 地 ， 
我 们 将 在 本 节 和 下 一 节 中 指出 , 任何 整 环 能 够 按照 唯一 的 最 小 路 径 被 扩张 成 域 . 我 
们 通过 把 分 数 表 为 整数 之 商 的 标准 表示 法 来 说 明 扩张 的 方法 . 
定理 1 在 任何 域 中 , 除法 ( 堆 除 外 ) 是 可 能 的 而 且 是 唯一 确定 的 . 
证 明 ”我 们 来 证 明 , 在 域 中 , 对 给 定 的 e 关 0 和 也 方程 az = 在 已 中 有 唯一 解 
Z, 如 果 a 大 0, 可 以 用 逆 o-: 来 构造 一 个 元 素 x = a-1b, 代入 方程 可 以 验证 它 就 是 
az = 的 解 . 这 个 解 是 唯一 的 , 因为 根据 前 面 证 过 的 消去 律 , 当 a 关 0 时 , 由 az = 
和 oy =6 可 以 推出 z= 证 毕 
我 们 用 2(a 除 5 所 得 的 商 ) 表示 az = 5 的 解 , 特别 地 ， i =a-l. 
在 被 看 作 整 环 的 域 中 , 1.2 节 中 列举 的 所 有 代数 运算 法 则 都 成 立 . 通常 的 商 的 
运算 法 则 也 可 以 由 域 的 公设 来 证 明 . 
定理 2 在 任何 域 中 , 商 遵循 下 列 法 则 (这 里 5 头 0,d 了 0): 


A g 二 :ac_ ad 土 pc 

名 方 一 可 当 且 仅 当 ad 一 bc 后 二 土 3= 页 ， 
a c ac ,a a 

(ii) a= (iv) 5+(-8)=0, 
ab a 

(WF i= bs#0 
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证 明 “(i) 假设 条 件 $= 5 意味 着 ob = cd :+, 由 此 得 
ad = a(b-1b)d = cd-l(bd) = cd-lab = pc. 


反 过 来 , 如 果 ad = bc, 那么 
$=bla=b odd! =b bd! cd! = 9, 


即 所 要 证 的 . 


的 注意 到 > = 针 和 y= 5 分 别 表示 bz =a 和 dy =c 的 解 ,这 些 方程 还 可 以 


组 合成 
dbr=da, bdy=bc, bd(z+y)=ad+bc. 


于 是 z 土 了 是 方程 ldz = ad 土 bc 的 唯一 解 z= 2 二 多 . 


(过) 如 上 所 述 , 方程 bx = a 和 dy = ec 可 组 合成 
(bd)(zy) = (bz)(dy) = ac, 


因此 


zy= 


(i) 在 ti 中 用 下 代 答 我 们 有 


4 
殉 . 


站 


(0) 在 (0) 中 用 之 代 莹 我 人 有 多 2 = 他, 而 人 是 方程 toz = ob 的 唯一 


解 . 显然 让 此 名 = 


用 类 似 于 刚 用 过 的 那些 论证 ， 可 刁 明 下 列 其 他 可 悉 的 定律， 


(bd) =ad bY, (b=), bdz#0. 
b_actb b_ab 


a 0 当 c #0. 
ac _ad a a Q 
3/2= Ke: 5/e= 元， 1=%® 当 妨 cd 天 0 


其 证 明 将 留 给 读者 作 习题 . 


证 毕 


(1) 
(2) 
(3) 
多 
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存在 各 种 各 样 的 域 . 例如 , 对 任意 素数 p, 1.10 节 中 所 构造 的 整 环 Zr 是 一 个 域 . 
这 由 1.9 节 定 理 16 的 推论 可 以 得 到 . 再 有 , 如 果 我 们 假定 全 体 实 数 构成 一 个 域 , 那 
么 我 们 利用 子 域 的 概念 可 以 容易 地 构造 出 其 他 域 的 例子 . 
定义 ”如 果 一 个 给 定 的 域 天 的 子 集 在 玉 中 的 加 法 和 乘法 运算 之 下 构成 一 个 域 , 那 
么 称 这 个 子 集 为 域 天 的 子 域 . 

只 要 问题 中 的 运算 能 够 进行 , 那么 所 有 在 F 中 成 立 的 恒等式 ( 即 交 换 律 、 结 合 
律 和 分 配 律 ) 在 下 的 任何 子 集 中 自然 成 立 . 因此 在 检验 下 的 子 集 5 是 否 是 子 域 时 ， 
我 们 可 以 不 管 那些 恒等式 的 公设 , 而 只 须 检 验 那 些 包含 某 个 “存在 性 ”的 公设 , 比 
如 , 逆 元 素 的 存在 性 . 这 就 给 出 下 面 的 结果 : 
定理 3 ”如 果 域 的 子 集 9 包含 着 F 中 的 替 元 素 和 单位 元 素 , 5 在 加 法 和 乘法 之 
下 是 封闭 的 , 9 中 每 个 @ 在 3 中 有 它 的 负 元 素 和 它 的 逆 元 素 a-1( 假 定 a 关 0), 那么 
5 是 子 域 . 

现在 用 定理 3 可 以 证 明 , 所 有 形 如 a 十 bV3 的 实数 的 集合 是 实数 域 的 一 个 子 域 ， 
其 中 系数 a 和 6b 是 有 理 数 . 这 个 子 域 通常 记 作 Q(V3), 这 里 Q 表示 有 理 数 域 . 可 以 
应 用 定理 3 是 因为 , Q(V2) 中 任意 两 个 数 的 和 是 另 一 个 同样 形式 的 数 , 类 似 地 , 两 
个 数 的 积 是 

(a+bV2)(c+ dv2) = {ac+ 2bd) + (be + ad)V2. 


再 有 , Q(V2) 包含 0= 0+0V5 1= 1+0V2, 并 且 如 果 它 包含 a 十 bV3, 则 也 包含 
—(a+bV2) = —a— bvV2. 
最 后 , 任何 非 零 元 素 的 逆 元 素 (a +bV2)-! 可 以 通过 “分 母 有 理化 ”来 求 出 ， 


下 a-bV2\_ a b 

a+bv2 atbVi\(a-bvi) a—20 a2—20 

新 的 分 母 a? -~ 2b? 不 会 是 零 (在 3.6 节 中 将 给 出 证 明 ), 求 得 的 逆 元 素 具有 所 要 求 的 
形式 o + WV3, 其 中 系数 


pa 


V3. 


2 
a2 一 202 


是 有 理 数 . 我 们 容易 验证 , 这 个 逆 元 素 确实 满足 方程 


之 
02 一 202， Ve 
(a + BVI)(a+bV2) =1. 


类 似 地 , 所 有 实数 a+ bY5+cY35 的 集合 Q(85) 是 一 个 域 , 其 中 a,b,c 是 有 理 
数 . 几乎 同 Q(V3) 一 样 , 在 这 个 集合 中 , 加 法 、 减 法 和 乘法 可 以 进行 , 这 里 用 到 这 样 
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一 个 事实 : (35)3 = 5 是 有 理 数 . 最 后 , 由 于 方程 式 
(a+bY5+eYa5)(r +yYS+ 2Y25) =1+035+0855 


等 价 于 一 个 联 立 线性 方程 组 , 而 方程 组 总 是 能 够 解 出 z,y 和 2z, 除非 a= b= c= 0， 
于 是 (a+0 光 ++cY35)-! 可 以 计算 出 来 . 
如 果 我 们 假定 存在 一 个 由 所 有 复数 a + 5i 构成 的 域 , 其 中 i = V1, a 与 b 是 实 
数 , 那么 我 们 还 可 以 构造 其 他 子 域 . 二 次 方程 
w+w+1=0 


在 复数 中 有 根 w= 二 一 一 +; (注意 因为 


wl1=(w— lw +wt+1)=0, 


所 以 w 是 一 个 “ 虚 ” 的 单位 立方 根 !) 所 有 数 e+ bw(a,b 为 有 理 数 ) 构成 复数 域 的 一 
个 子 域 Q(w), 这 是 因为 
(a+bw)+(ct+dw)= (a+c) + (b+d)w, 
(a+bw)(c+ dw)= act (be+ ad)w + bdw? 
= (ac— bd) + (be+ ad— bd)w, 


这 里 用 了 等 式 w? = -w 一 1 来 去 掉 w? 项 . 进一步 , 对 任意 a+ bw 地 0, 它 在 这 个 集 
合 中 有 一 个 道 元 素 , 这 是 因为 


—b-atbo)] om~abth 
(tt) [二 全 区 | Tat- 
这 个 道 元 素 中 的 分 母 a? 一 ab 十 名 决 不 会 是 零 , 因为 


a2 一 ab 十 刀 一 


az 十 好 (a—b)? 
2 全 2 
一 定 是 正 的 , 除非 a=b=0. 
习 题 


1. 从 域 的 公设 出 发 证 明 公式 (1) 至 公式 (4). 
2. 在 Za 中 , 对 每 个 c 关 0, 列 出 c-: 的 表 . 
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名 


如 果 假 定 实数 集合 是 一 个 域 , 下 列 实数 子 集中 哪 一 个 是 域 ? 
(a) 全 体 正 整数 . 
(b) 全 体形 如 a 十 bV3 的 数 , 此 处 a,5b 是 有 理 数 . 
(QO) 全 体形 如 e+535 的 数 , 此 处 a,b 是 有 理 数 . 
(d) 全 体 不 是 整数 的 有 理 数 . 
(e) 全 体 数 a 十 bvV5, 此 处 a,b 是 有 理 数 . 
证 明 : 在 定理 3 中 , 条 件 “0e S 和 1 e 5” 可 用 条 件 “5 至 少 包含 两 个 元 素 * 代替 ( 提 
示 : 考 虚 ar = a. ) 
. 证 明 : 由 1.1 节 中 的 公设 Q), (ii) 和 (iv)~ (vi 以 及 下 面 的 (viii’), 可 以 推出 定律 
a+b=b+a. 
(viii’) 对 RR 中 每 个 a, 方程 a+z=0 和 y+a=0 在 中 有 解 z 和 vy. 
6， 每 个 与 域 同 构 的 整 环 本 身 是 域 吗 ? 为 什么 ? 
7. 证 明 : 有 理 数 域 Q 的 唯一 的 子 域 是 Q 本 身 . 
8. 对 于 子 整 环 , 叙述 并 证 明 类 似 于 定理 3 的 定理 . 
9. 证 明 : Q(V3) 的 子 域 或 者 是 Q 本 身 , 或 者 是 整个 域 Q(V3). 
10. 如 果 5S 和 5' 是 给 定 的 域 F 的 两 个 子 域 , 证 明 S 和 8' 公共 元 素 的 集合 也 是 一 个 子 域 
11. 你 能 叙述 关于 Z( 以 及 Z,) 的 可 能 子 整 环 的 一 般 性 定理 吗 ? 
“12. 构造 四 元 素 域 的 加 法 表 和 乘法 表 , 假定 这 四 元 素 域 满足 1+1=0( 加 法 是 模 2 的 ), 并 且 
存在 元 素 z, 使 得 zz = z 十 1 
*13. 找 出 习题 12 的 域 的 所 有 子 域 . 
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在 第 1 章 中 假定 了 全 体 整 数 的 良 序 整 环 Z 的 存在 , 现在 我 们 将 严格 地 证 明 , 有 
理 数 域 Q( 有 序 的 ) 能 够 由 Z 构造 出 . 实际 上 , 更 一 般 地 , 我 们 将 证 明 , 类 似 的 构造 可 
以 应 用 到 任何 整 环 上 去 . 

仅仅 由 全 体 整数 不 能 构成 域 , 由 整数 构造 有 理 数 在 本 质 上 恰 是 构造 了 包含 全 体 
整数 在 内 的 域 ， 显 然 , 这 个 域 还 必须 包含 所 有 方程 bx = a 的 解 , 其 中 系数 ob 关 0 
都 是 整数 . 为 了 从 这 些 方程 的 解 抽象 地 构造 “有 理 数 ”, 我 们 简单 地 引入 某 些 新 记 
号 (或 称 数 偶 ) = (a,5), 每 个 记号 代表 一 个 方程 yz = a 的 解 . 为 此 我 们 必须 说 明 ， 
这 些 新 记号 完全 像 域 中 的 商 ? 那样 可 以 相 加 、 相 乘 和 相等 (定理 2 的 (i)~(ii)). 

不 管 我 们 从 整数 环 Z, 还 是 从 其 他 一 些 整 环 D 出 发 , 上 述 的 说 明 是 很 有 意义 的 . 
这 可 以 确切 地 描述 如 下 : 
定义 设 姜 为 任意 整 环 . 万 的 商 域 Q(D) 是 由 所 有 数 偶 (a,b) 组 成 , 其 中 a,bED 
并 且 5 关 0. 这 种 数 偶 的 “相等 ”由 下 面 约 定 来 确定 : 


> 


Ed 


(@,b) = (a/,b) 当 且 仅 当 ol = ob， (5) 
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而 数 偶 的 和 与 积分 别 由 下 列 约定 来 确定 : 


(@,b) + (8) = (ab’ + a’b, bb'), (6) 

(@,b) ob) = (aa bb'). 0) 

注意 , 因为 D 不 包含 “ 零 因子 ”(1.2 节 定 理 1), 在 (6) 和 (7) 中 的 乘积 bb’ 冯 0， 
所 以 Q(D) 在 加 法 和 乘法 之 下 是 封闭 的 . 


我 们 希望 数 偶 之 间 的 “ 同 余 ” 关系 “= ”与 相等 关系 一 致 . 由 于 这 个 关系 不 是 正 
式 的 恒 等 关系 ((a,5b) 与 (a', 久 ) 恒 等 的 意思 是 a = a,b = 区 ), 所 以 我 们 必须 证 明 , 这 
个 同 余 具 有 1.2 节 中 列举 的 相等 的 性 质 (对 于 正式 的 恒 等 , 这 些 性 质 将 是 显然 的 ). 
首先 我 们 通过 直接 的 论证 可 以 证 明 “= ”满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 其 次 , 和 与 
积 在 同 余 意义 下 是 唯一 确定 的 . 例如 , 由 (ob) 三 (a, 久 ) 可 推出 (ob + (a”, bY) 三 
(ob) + (ea”, 如 ). 上 面 结论 中 的 每 个 和 用 (6) 式 那样 的 公式 给 出 , 而 且 所 得 的 这 两 
个 数 偶 在 (5) 式 的 意义 下 是 同 余 的 当 且 仅 当 


(ab” + a"b)bb” = (a'b’ + a"b’)bb’. 


而 这 个 等 式 是 由 假设 条 件 (a,5) = (o ,的 ( 即 ob = ob) 得 出 . 类 似 地 , 对 于 乘积 的 唯 
一 性 断言 也 是 成 立 的 . 我 们 得 出 结论 , 由 (5) 式 定义 的 相等 具有 所 要 求 的 性 质 . 

现在 可 以 验证 8(D) 中 的 各 种 代数 定律 . 例如 分 配 律 , 根据 定义 (6) 和 定义 (7)， 
按照 下 面 的 方法 我 们 可 以 一 步 一 步 地 化 简 定 律 的 每 一 边 . 设 ”" 和 m 是 任意 三 个 
数 偶 ， 


rm 十 7) ter 

(a, b)[(a’, b’) + (a”, b")] (a,b)(a’,b) + (a, b)(a”, b') 
(a, b)(a'b” + arb, bo") (aa’, bb') + (aa”, bb”) 
(aa'b” + aa”b, bb'b”) (aa'bb” + aa”bb’, bb/bb”). 


最 后 一 行 的 两 边 给 出 了 在 (5) 的 意义 下 相等 的 数 偶 , 这 是 因为 右边 与 左边 的 差别 只 
是 在 右边 所 有 项 中 多 出 现 一 个 非 零 因子 b, 在 数 偶 中 这 样 一 个 额外 因子 使 数 偶 总 保 
持 相等 , 即 (bz, by) = (z,y), 因为 根据 (5) 式 这 个 等 式 相 当 于 恒等式 bzy = byz. 

Q@(D) 中 这 个 分 配 律 的 清楚 的 证 明 只 作为 例证 . 同样 , 我 们 可 以 直接 运用 D 中 
的 定义 和 定律 证 明 结合 律 和 交换 律 . 加 法 单位 元 素 ( 零 ) 是 数 偶 (0, 1), 因为 


(0,1) + (a,0) = (0.6+1.4,1:0) = (a,b). 


同样 , 消去 律 也 成 立 , 并 且 数 偶 (1, 1) 是 乘法 单位 元 素 . (a,5) 的 负 元 素 是 一 (a,5) = 
(~0,0). 这 就 验证 了 1.1 节 中 所 列 的 关于 整 环 的 一 切 公设 . 
定理 4 对 任意 整 环 DD, 商 域 8(D) 是 一 个 域 . 
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证 明 剩 下 只 须 证明 每 个 方程 rz = 1( 其 中 7 关 0) 在 Q(D) 中 有 一 个 解 . 也 就 是 说 ， 
对 每 个 + 承 0, 在 Q(D) 中 存在 r 的 道 元 素 . 这 是 容易 证 明 的 . 更 一 般 地 , 任意 方程 


(a,b)(z,y) 三 (c,d)， 其 中 (a,8) 才 (0,1), (8) 


由 (3) 式 给 出 一 个 解 , 即 
(z,y) = (bc, ad). (8") 


这 是 因为 , 把 z,y 的 值 直接 代入 方程 后 有 
(a, b)(bc, ad) = (abc, bad). 


又 因为 abcd = bade, 所 以 (abc bad) = (c,d). 假设 条 件 (a 如 关 (0,1) 保证 了 a #0 
因此 (z,y) 的 第 二 项 ad 不 为 零 , 正如 有 理 数 定义 所 要 求 的 那样 证 毕 

我 们 现在 希望 证 明 , 8(D) 实际 上 包含 着 原来 的 整 环 D 作为 它 的 子 整 环 , 换 句 
话说 , 9(D) 实际 上 是 D 的 扩张. 严格 说 来 , 这 是 不 可 能 的 , 因为 数 偶 (a,5) 不 像 D 
中 那样 的 元 素 . 不 过 我 们 可 以 把 每 个 ae D 与 (a,1) 联系 起 来 , 在 相等 、 加 法 和 乘法 
之 下 , (a,1) 具有 的 性 质 完全 像 a 一样 , 如 下 所 示 : 


(a +(6,1)= (01+6.1,1.1) = (a+b,1), 
(a,1) (6,1) = (ab,1:1) = (0b, 1), 
(a,1) 三 (b,1) 当 且 仅 当 a=%b. 


我 们 可 以 断定 , 一 一 对 应 a。 ** (a,1) 是 给 定 的 整 环 D 到 域 Q(D) = 下 的 子 整 环 
上 的 一 个 同 构 ， 此 外 , 方程 (8) 和 (8') 表明 , 任何 数 偶 > = (a,5) & Q(D) 是 方程 
(Dr= (ol 或 者 如 = a 的 解 , 因此 7 = (0,5) 是 商 了 ,这 就 证 明了 
定理 5 任何 整 环 DD 能 够 同 构 地 党 入 域 Q(D) 中 , Q(D) 的 每 个 元 素 是 万 中 两 个 
元 素 的 商 . 

特别 地 , 把 定理 5 用 到 整数 环 Z 上 . 事实 上 在 上 述 论证 中 始终 想到 DD = 2 这 
一 特殊 情形 , 因此 Q(D) = Q(Z) 是 全 体 普通 分 数 的 集合 . 所 以 我 们 有 
推论 ”整数 环 避 可 以 作为 子 整 环 岩 入 域 Q = Q(Z) 中 , 域 Q 的 每 个 元 素 是 整数 的 
商 a/b, 其 中 天 0. 

我 们 现在 指出 , 有 理 数 域 Q = Q(Z) 实际 上 已 通过 前 面 的 论述 被 精确 地 表征 出 
来 (精确 到 同 构 ). 因为 Z 是 由 它 的 公设 所 定义 ( 仅 精确 到 同 构 ), 所 以 这 像 我 们 所 希 
望 的 那样 是 完备 的 表征 . 事实 上 , 我 们 将 证 明 , 任何 整 环 D 都 有 类 似 的 结果 . 
定理 6。 设 整 环 刀 作为 子 整 环 包含 在 任意 一 个 域 中 ,那么 中 所 有 形 为 (其 
中 a,be 万 8 关 0) 的 元 素 组 成 的 集合 是 已 的 一 个 子 域 9, 并且 在 对 应 个 (o, 中 之 
下 这 个 子 域 5 与 Q(D) 同 构 . 
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注 ”两 个 域 尺 和 F' 之 间 的 同 构 是 指 , 把 和 F' 看 作 交 换 环 时 它们 之 间 的 同 构 . 
特别 地 , 它 是 已 和 F" 之 间 满 足下 列 性 质 的 一 一 对 应 , 即 如 果 z 一 和 2 他 2 落 那 
么 

(Z+W) (2+Y) 和 (2 一 (72) 


证 明 ” 域 王 包含 商 &, 这 个 商 是 方程 bz = 的 解 ,其 系数 和 8 关 0 在 刀 中 ,所 有 
这 些 商 的 集合 5 包含 所 有 整数 4 = a. 根据 定理 2 中 的 法 则 , 5 在 加 法 、 减 法 、 乘 
法 和 除法 之 下 是 封闭 的 , 于 是 , 在 的 这 些 运算 之 下 , 5 可 以 描述 成 D 的 闭 包 . 总 
之 , 5 是 一 个 域 (定理 3). 

这 些 商 以 定理 2 的 ()~(ii) 所 描述 的 方式 进行 相 加 、 相 乘 以 及 表示 相等, 完 
全 相同 的 法 则 用 到 数 偶 (o, 纺 上 , 因此 对 应 (a, 及 是 妃 的 闭 包 5 到 Q(D) 上 的 
一 个 同 构 . 证 毕 

特别 注意 , 这 个 对 应 把 DD 中 每 个 a 映 上 到 了 ~ (a,1) = 

联合 定理 6 和 前 面 的 推论 我 们 得 到 
定理 7 整数 环 Z 可 以 按照 一 种 且 只 有 一 种 方式 被 党 入 域 Q = Q(Z) 中 , 使 得 Q 
的 每 个 元 素 是 两 个 整数 的 商 . 

这 就 完成 了 由 整数 环 2 构造 有 理 数 域 Q. 


习 题 


上 


详细 证 明 : 数 偶 乘 法 的 交换 律 和 结合 律 

证 明 : 由 (5) 所 定义 的 “相等 " 关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 

设 2 是 所 有 复数 a 二 5 的 集合 , 这 里 a 和 6 为 整数 记 = 一 1. 

(a) 清楚 地 叙述 两 个 这 样 的 数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 . 

(b) 证 明 它们 构成 一 个 整 环 . (o) 描述 它 的 商 域 

模 6 整数 环 Ze 能 够 峡 入 一 个 域 吗 ? 为 什么 ? 

描述 模 5 整数 环 Zs 的 商 域 

域 Q 的 商 域 是 什么 ? 把 它 一 般 化 . 

证 明 , 在 两 个 域 之 间 的 任何 网 构 了 六 之 下 ,由 oohb 一 和 omc (假定 c 关 0) 
可 推出 cto! 和 二 2 六 ( 见 1.12 节 习 题 二 

证 明 , 对 应 a+6V7 ad 十 re 5 为 有 理 数 ) 不 是 同 构 . 

证 明 : 形 为 a+bV7 的 数 构成 的 域 Q(V7) 与 形 为 + bVIT 的 数 构成 的 域 Q(VIT) 之 
间 不 存在 同 构 (at 为 有 圣地 (上 示 ， 证 明 没 有 元 素 能 与 7 对应-) 

10. 关于 从 同 构 的 整 环 D 和 D 产生 的 & 和 所 构成 的 商 域 , 你 能 说 些 什么 ? 并 证 明 你 
的 命题 


已 淹 沁 


0 


Sm 
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. 证明: 既 不 是 0 也 不 是 十 1 的 任何 有 理 数 可 以 唯一 地 表示 成 士 Bf …Pf" 的 形式 , 其 中 
Pi 是 正 素数 , 适合 pl < pa < ps < .… < pr, 指数 ei 是 正 整数 或 负 整数 
“12. 证 明 : 任何 有 理 数 了 关 0 可 以 唯一 地 表示 成 


* 
过 
已 


TT bo ,bs bn 
7 三 如 二 可 于 宣 和 二 入 


的 形式, 其 中 为 适当 的 整数 , 每 个 br 是 整数 , 适合 0< br < 名 车 上 > 1 并 且 bn 六 0. 

13, 设 为 固定 的 素数 , 证 明 : 适合 n 与 了 互 素 的 所 有 有 理 数 亚 的 集合 Zt) 是 一 个 整数 
Zw) 与 它 的 商 域 是 一 致 的 . 

14, 找 出 Q 中 包含 有 理 数 和 3 的 最 小 子 整 环 

“15. 描述 Q 的 所 有 可 能 的 子 整 环 

16. 证 明 ， 任何 恰 有 两 个 元 素 的 域 与 Z2 同 构 . 

17 设 昧 环 Z[V 引 是 由 所 有 数 e+ bVS 组 成 ,其 中 a 和 4 为 台数 , 证 明 这 个 整 环 有 -个 商 
域 , 它 同 构 于 所 有 了 形 为 "+ sVS 的 实数 组 成 的 集合 , 其 中 > 和 是 有 理 数 , 并 得 到 一 个 
明显 的 同 构 
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一 个 域 不 一 定 由 通常 的 “ 数 ” 组 成 , 比如 , 如 果 p 为 素数 , 则 所 有 模 p 的 整数 就 
构成 一 个 只 包含 有 限 多 个 不 同 ( 即 不 同 余 ) 元 素 的 域 . 整 环 Z, 是 域 这 个 事实 是 下 面 
定理 的 推论 . 
定理 8 ”任何 有 限 整 环 万 是 一 个 域 
证 明 DD 是 有 限 的 这 个 假设 意味 着 D 的 元 素 全 部 可 以 列 出 来 , 排 成 bi,bo,… ,bw 
此 外 为 某 正 整数 (一 般 有 限 集 的 讨论 见 第 12 章 ). 为 证 明 D 是 域 , 我 们 只 须 证 明 
DD 的 任意 指定 的 元 素 a 关 0 在 D 中 有 一 个 逆 元 素 . 考察 所 有 的 乘积 


Qab1, ab2，…,abn(b1, b2，,…, bn 为 DD 中 元 素 ). (9) 


这 给 出 D 中 几 个 全 不 相同 的 元 素 , 因为 不 然 , 如 果 对 某 i 头 了 有 ab = abj, 则 根据 
消去 律 , 消去 a 留 下 bi = by, 这 与 假定 bi(i = 1,2,…,n) 是 不 同 元 素 相 违背 . 因为 
忆 中 的 全 部 元 素 都 列 在 表 (9) 中 , D 的 单位 元 素 1 也 必 出 现在 表 中 某 个 位 置 上 , 比 
如 1 = abi, 那么 相应 的 元 素 bi 就 是 所 要 求 的 元 素 a 的 逆 元 素 . 证 毕 

根据 上 述 证 明 , 为 在 Ze 中 精确 地 找 出 逆 元 素 , 可 以 对 Zp 中 所 有 可 能 的 数 bi 进 
行 试验 来 得 到 . 逆 元 素 还 可 以 直接 算出 , 这 是 因为 Zz 中 方程 az = 1( 其 中 4 关 0) 只 
不 过 是 同 余 方 程 cr = 1(mod p)( 其 中 a 关 0) 的 另 一 种 形式 , 而 且 后 者 可 以 根据 1.9 
节 定 理 16 所 述 的 欧 几 里 得 算法 求 出 整数 解 z. 
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值得 注意 : 联 立 线性 方程 的 整个 理论 应 用 到 一 般 域 上 . 例如 考虑 两 个 联 立 方程 


ar+by=e, 


10 
cr+dy=, (09) 


其 中 字母 a,…, 了 表示 域 F 的 任意 元 素 . 第 一 个 方程 乘 以 d, 第 二 个 方程 乘 以 六 然 
后 相 减 , 我 们 得 到 (ad 一 bc)z = de 一 bf; 第 二 个 方程 乘 以 a, 第 一 个 方程 乘 以 c, 然后 
相 减 , 得 到 (ad 一 be)y = af 一 ce, 因此 , 如 果 我 们 定义 (10) 的 系数 行列 式 (参见 第 10 
章 ) 为 


A=| |=0d-be, 
c 


当 人 A 关 0 时 , 则 方程 (10) 有 解 


== i y= i (A = ad ~ be), (10) 
而 且 没 有 其 他 解 . 但 是 当 A = 0 时 , 方程 (10) 或 者 没有 解 或 者 有 很 多 解 (后 者 仅 当 
c 二 ka,d 二 kb,f= ke 时 才 发 生 , 也 就 是 两 个 方程 是 “成 比例 ”的 ). 

高 斯 (Gauss) 消去 法 ”前面 消 去 法 的 方法 可 以 推广 到 形 为 


QT1 + Q1272 十 … 十 alnZn = bi, 
C2121 十 Q2272 + 十 C2nZn = ba, 
(11) 


QmlZ1 + Gam272 十 … 十 QmnTn = bm 


的 n 个 未 知 数 z1,…,zn 的 m 个 联 立 线性 方程 , 这 里 不 仅 已 知 系数 aij, bi, 而 且 未 知 
数 z; 都 被 限制 在 指定 的 域 上 . 为 求 出 已 知 方程 组 的 全 部 解 , 我 们 现在 将 叙述 称 为 
高 斯 消去 法 的 一 般 方法 , 其 想法 是 用 简单 的 方程 组 代替 已 知 方程 组 , 这 个 简单 的 方 
程 组 等 价 于 已 知 方程 组 , 即 它 们 是 同 解 方程 组 . (例如 , 退化 方程 0. z1 十 … 十 0. zn = 
4 与 0 = bi 等 价 , 而 0 = bi 是 不 一 定 能 满足 的 .) 

采用 缩写 记号 , 我 们 只 写 下 第 i 个 方程 ,并 把 它 表示 成 样本 项 aijz; 对 j = 1,…,n 
求 和 , 即 写 成 


Dri=b i=l…,m; 所 有 aij ER (11) 
#4=1 


我 们 分 两 种 情况 对 未 知 数 的 个 数 n 用 归纳 法 进行 论证 . 
情况 1 每 个 ua = 0. 那么 显然 方程 组 (11') 等 价 于 n 一 1 个 未 知 数 z2,…,z 的 
m 个 方程 的 一 个 “ 较 小 的 ”方程 组 ; 对 于 较 小 的 方程 组 的 任何 解 来 说 , z1 是 任意 的 . 
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情况 2 某 一 个 ail 六 0. 通过 两 个 方程 的 调换 (如 果 必 要 的 话 ), 我 们 得 到 等 价 的 方 
程 组 , 使 得 ml 关 0. 当 第 一 个 方程 乘 以 ait 时 , 我 们 则 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 , 其 
中 on = 1. 然后 , 依次 从 第 i 个 方程 (i = 2,…,m) 减 去 新 的 第 一 个 方程 的 oa 倍 ， 
我 们 便 得 到 形 如 
T1+ Qi2T2 + a13T3 十 … 十 anzZn = 01, 

02272 + ab3T3 十 … 十 aonzZn = by, (12) 

Qhn2T2 十 afn3Z3 十 … 十 GonZn = b, 
的 等 价 方程 组 . 例如 , 在 域 Z11 上 , 方程 组 

37+ 5y+7z=6, 


5z+9y+6z 三 7， 
27 +Yy+42=3. 
用 这 个 方法 将 化 为 
T+9y+6z=2, 
8y + 9z= 8, 
5y + 3z= 10. 
这 里 所 有 方程 都 理解 成 是 模 11 的 . 


对 m 用 归纳 法 进行 论证 , 我 们 得 到 
定理 9 任意 nn 个 未 知 数 m 个 方程 的 联 立 线性 方程 组 (11) 可 化 为 一 个 等 价 的 方 
程 组 , 这 个 等 价 方程 组 的 第 i 个 方程 具有 形式 


Ti 十 Cit1Titl + Chit2Tit2 + '** + cinZn = di, (13) 


这 里 i 属于 {1,2,…,m} 中 7 个 数组 成 的 某 个 子 集 ， 然后 再 加 上 m 一 r 个 形 为 0 = dk 
的 方程. 
证 明 如果 总 是 出 现 情况 2, 则 我 们 得 到 形 为 (12) 的 m 个 方程 , 并 且 称 原 方程 组 
是 相 容 的 . 如 果 出 现 情况 1, 则 我 们 可 以 得 到 形 为 0 = di 的 一 组 退化 方程 . 如 果 所 
有 的 di = 0, 则 可 以 不 必 考 虑 0 = di 的 那些 方程 , 如 果 有 一 个 di 了 0, 则 原 方程 组 
(11) 是 不 相 容 的 (没有 解 ). 证 毕 
详细 写 出 方程 组 (13) 如 下 
Z1 士 Cl272 十 Cl137Z3 十 … .十 clnzn = di, 
Z2 十 cz373 十 … 十 Conzn = d2, 


Zr 十 … 十 crnzn 一 四 (rgm), 
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可 称 为 梯形 方程 组 . 

任何 梯形 方程 组 (13) 的 解法 是 容易 描述 的 . 逐次 考虑 zn,zn-1,…,T1， 如 
果 在 该 序列 中 出 现 的 ri 是 方程 组 (13) 中 某 个 方程 的 第 一 个 变量 , 那么 它 可 通过 
zn,"…, Ti+l 由 下 面 关 系 确定 出 来 


Ti = di — Cit1Titl — Cit2Tit2 —*** — CinZn. (13) 


否则 , 这 个 zi 可 以 取 任 意 值 . 这 就 证 明了 
推论 ”在 定理 9 所 说 的 相 容 情况 下 , (11) 的 全 部 解 确定 如 下 . 不 出 现在 (13) 各 式 首 
位 的 m 一 7 个 变量 zk 可 以 任意 取 值 (它们 是 自由 变量 ). 任意 选取 这 些 Th 之 后 , 代 
入 (13') 式 便 可 逐步 地 算出 剩 下 的 变量 zi- 

在 前 面 举 出 的 具体 例子 中 , 首先 8y + 9z = 8(mod 11) 可 化 为 y+8z = 1(mod 
11), 这 个 方程 乘 以 5 后 去 减 方程 5y + 3z = 10(mod 11), 我 们 得 7z = 5(mod 11), 因 
此 z 三 7(mod 11). 于 是 已 知 方程 组 的 梯形 方程 组 是 


z+9y+6z 三 2 
y+8z=1 (mod 11). 
基本 这 


我 们 解 得 y =1-8z=0(modl1) 和 z 三 2 一 9%y -6z=4(mod 11). 将 z=4,y= 
0,z = 了 代入 原 方程 , 可 以 验证 它 是 原 方程 的 解 . 

如 果 (11) 右边 的 常数 六 全 都 为 零 , 则 称 方程 组 为 齐 次 的 . 这 类 方程 组 总 有 ( 平 
风 ) 解 zl = za =…= zn =0. 它 可 能 不 存在 非 平凡 解 , 但 是 如 果 变量 的 个 数 超过 
方程 的 个 数 , 那么 方程 组 (13) 的 最 后 一 个 方程 总 还 包含 可 任意 取 值 的 自由 变量 . 此 
外 , 对 于 齐 次 方程 组 来 说 , 决 不 会 出 现 可 以 矛盾 的 方程 0 = di, 因此 有 
定理 10 nn 个 变量 m 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 当 m < n 时 , 总 有 非 全 为 零 的 解 . 


习题 
1. 解 下 列 联 立 同 余 式 ， 
3z 十 2y 三 1 
ao{ Pu 
2z+7y=3 TZ-—-2y+z=5 
(b) 4 3z+4z=6 (mod11); (co) 4 2z+2y=7 (mod 13). 
47+7y 二 zx 三 0 5z 一 3 十 4z 三 1 


2. 删 去 习题 1(a) 和 (b) 方程 中 的 模 , 在 有 理 数 域 Q 中 求解. 
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» 


在 Q(V3) 中 解 联 立方 程 


(1+V2)z+(1— Vy=2, 
(2— VD)z+(3— VDy=1. 


心 


. 求 出 下 列 联 立 同 余 式 的 全 部 非 同 余 解 : 


{ z+y+z=0 


(mod 5). 
37+2y+4z=0 


a 


. 求 出 下 列 联 立 同 余 式 的 全 部 非 同 余 解 : 


z+2y—z+5t=4 汪汪 1 

zr 2 三 

(a) 4 2z+5y+z+2t=1 (mod7); o{ Sd (mod 5). 
T+3y+2z+6t=2 


.证 明 : 两 个 方程 


EE 


Q121 十 … 十 anZn 一 C bzl 十 … 十 bnzn 一 dd 


总 有 解 , 这 里 系数 在 给 定 的 域 中 , 并 假定 不 存在 常数 上 夭 0 和 m 关 0 使 得 对 于 i = 
1,…,n, 有 ka; = mbi. 

7. 证 明 : 如 果 (z1,…,zn) 是 齐 次 线性 方程 组 的 任意 解 , 那么 (xz1,…, -zn) 是 另 一 个 
解 . 关于 这 两 个 解 的 和 能 说 些 什 么 ? 

"8.(a) 证 明 : 三 个 联 立方 程 


artbyt+cz=d, artbyt+cz=d, az 十 六 十 cz 一 网 
在 任意 域 F 上 有 唯一 解 , 这 里 3 x 3 行列 式 
A=abe +ab ct+a’bc 一 avbc 一 aibc' ~ ab’c #0. 


(b) 写 出 (a) 中 计算 z 的 公式 , 并 用 它 证 明 z = 4 是 (12) 式 下 面 列 出 的 Za 上 三 个 联 
立 线性 方程 的 解 . 


2.4 有 序 域 


如 果 域 F 包含 “ 正 ” 元 素 集 合 P, 1.3 节 中 所 列 的 加 法 律 、 乘 法 律 和 三 分 律 成 
立 , 则 称 域 已 是 有 序 的 . 换 名 话说 , 当 把 一 个 域 看 作 整 环 时 , 如 果 它 是 一 个 有 序 整 环 ， 
则 这 个 域 是 有 序 域 . 根据 经 验 知道 , 全 体 有 理 数 就 构成 这 样 的 有 序 域 , 现在 我 们 从 
构造 有 理 数 为 整数 偶 出 发 来 证 明 这 一 点 , 并 进一步 指出 , 这 种 “自然 ”排序 的 方法 ， 
是 把 有 理 数 域 作 成 有 序 域 的 唯一 方法 . 
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首先 回忆 一 下 , 任何 有 序 整 环 中 , 非 零 元 素 b 的 平方 六 总 是 正 的 . 如 果 商 ? 是 
正 的 , 则 乘积 (2 ) P= ab 也 必 为 正 的 , 反之 亦 真 . 因此 , 在 任意 有 序 域 中 ， 
>0 当 上 且 仅 当 ob > 0， (14) 
而 有 理 数 (a,6) 的 意思 是 表示 商 £, 因此 我 们 定义 有 理 数 (a,4) 是 正 的 当 且 仅 当 在 
2 中 乘积 ab 是 正 的 . 
定理 11 如果 定 义 (a,b) > 0 意味 着 整数 ab 是 正 的 , 则 全 体 有 理 数 构成 一 个 有 序 
城 
证 明 ”我 们 按 前 面 的 习惯 定义 了 相等 之 后 , 必须 证 明 与 正 元 素 相等 的 元 素 是 正 的 : 
由 (a, 如 >0 和 (a, 如) 三 (c,d) 推出 (c,d) > 0. 这 是 正确 的 , 因为 cd 与 jzcd 同 号 , ab 
与 ojd2 同 号 , 根据 假设 ad = bc 有 abd? = bzcd. 所 需 的 加 法 律 、 乘 法 律 和 三 分 律 也 
成 立 . 例如 , 两 个 正 的 数 偶 (a,5) 与 (c,d) 的 和 是 正 的 , 这 是 因为 , 由 ab > 0 和 ed > 0 
推出 好 ab > 0 和 如 cd > 0, 因此 


bd(ad +bc) = d?ab + bcd > 0， 


这 就 是 说 , 和 (ad + bc,bd) 是 正 的 . 最 后 , 分 数 “ 正 ” 元素 的 定义 同 表示 整数 的 特殊 分 
数 (a,1) 的 自然 顺序 是 一 致 的 , 这 是 因为 , 根据 定义 (14), 只 有 当 a 1 > 0 时, (a,1) 
才 是 正 的 . 证 毕 
因为 定理 11 的 证 明 中 只 用 到 “全 体 整 数 是 有 序 整 环 ” 的 假定 , 所 以 它 实际 上 建 
立 了 下 面 更 一 般 的 结果 ， 
定理 12 在 约定 “DD 的 元 素 a,b 的 商 是 正 的 当 且 仅 当 ab 是 正 的 ”之 下 , 有 序 整 环 
万 的 商 域 Q(D) 是 有 序 的 . 只 有 按 这 种 方法 可 以 扩张 D 的 次 序 使 @ 成 为 有 序 域 . 
存在 很 多 其 他 有 序 域 : 实数 域 、 形 为 a + bV3 的 域 Q(V3)( 见 2.1 节 ) 和 实数 
域 的 其 他 子 域 , 在 任何 这 样 的 域 中 , 绝对 值 可 按 1.3 节 那 样 定义 , 在 那里 所 建立 的 不 
等 式 的 性 质 在 这 里 同样 成 立 . 在 任何 有 序 域 上 , 除 任意 有 序 整 环 上 成 立 的 法 则 之 外 ， 
我 们 还 可 以 证 明 ， 


0 < 二 当 上 是 仅 当 a > 0， (15) 
< 了 当 且 仅 当 abd? < tcd， (16) 
由 0<a<b 可 推 则 0<t<1， (17) 

b a 
由 a<5b<0 可 推 则 0>1>1， (18) 
a ob 


Qa2+3+…+a2 >0. (19) 
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(17) 和 (18) 两 个 法 则 在 不 等 式 除法 中 是 常见 的 . 法 则 (19), 即 平方 和 永远 非 负 (1.3 
节 定理 2), 是 特别 有 用 的 . 例如 , 若 a 关 如 则 (a 一 )? > 0, 于 是 oz 一 20 十 刀 > 0, 由 
此 得 出 2 十 品 > 2ab. 由 此 令 了 = a2,y == 态 , 并 且 两 边 除 以 2, 那么 

> Va (e+. 


这 表明 , 两 个 不 同 实数 的 算术 平均 值 大 于 见 何平 均值 Vzy. 


习 题 


号 


假定 全 体 整 数 构成 一 个 有 序 整 环 , 证 明 两 个 正 有 理 数 的 乘积 是 正 的 . 
类 似 地 证 明 : 设 DD 是 有 序 整 环 , 如 果 (a,5) 关 0, 那么 (a,5) > 0 和 一 (a,5) > 0 两 种 情况 
中 , 恰 有 一 种 情况 在 8(D) 中 成 立 . 


3. 证 明 
lzz + yy SVGz2+a2)(z2 二 2) 
在 任何 有 序 域 中 成 立 , 该 域 中 所 有 正 元 素 都 有 平方 根 ，( 提 示 ， 两 边 平方 ) 
证 明正 文中 的 公式 (15) 至 公式 (19). 
5. 设 n 为 正 整数 , a 和。 为 正 有 理 数 , 证 明 全 地 外 > ( 竺 


,a=r+db=r-d) 


6，(a) 证 明 : 任何 有 序 域 的 子 域 是 有 序 域 . 
(b) 有 序 域 的 任何 子 整 环 是 有 序 整 环 吗 ? 
.对 全 体 有 理 数 (或 者 更 一 般 地 , 在 任何 有 序 域 中 ) 证 明 : 如 果 a < 6. 则 存在 无 穷 多 个 = 
满足 a<z< 忆 
证 明 : 在 序 域 中 ， 正 元 素 不 能 构成 一 个 良 序 集 . 
在 算术 中 常常 发 生 的 错误 是 把 人 人 二 二 2 计算 成 Er 


(a) 证 明 , 在 任何 域 中 , 由 2+2= 机 扒 出 。 一 0 或 者 太 二 e+ = 
(b) 证 明 ， 在 一 个 有 序 城中 由 它 可 推出 a = 0. 


SD 


ba 


?) .HE 令 2 = nd= 


-1 


” 


名 
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虽然 我 们 用 了 全 体 整 数 的 整 环 Z 作为 我 们 考察 基本 数 系 的 出 发 点 , 但 是 这 一 
过 程 实际 上 很 不 严格 , 因为 它 假定 负数 存在 . 本 章 余 下 部 分 我 们 将 指出 怎样 仅 由 我 
们 熟悉 的 正 整数 的 事实 导出 负 整 数 及 其 性 质 , 由 此 我 们 指出 , 负数 存在 性 的 假定 如 
何 可 以 避免 . 

@ 加 “*” 号 的 节 可 以 略 去 , 这 并 不 影响 连贯 性 . 
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为 一 致 起 见 , 我 们 从 列举 所 有 正 整 数 系 Z+ 的 一 些 基 本 性 质 开 始 , 这 些 性 质 容 
易 从 第 1 章 的 结果 推出 . 
定理 13 ZZ 中 所 有 正 整 数 条 Z+, 具 有 下 列 性 质 : 

(i) 在 所 定义 的 加 法 和 乘法 二 元 运算 之 于 ,2Z+ 是 封闭 的 , 这 两 个 运算 满足 结合 
律 、 交 换 律 和 分 配 律 . 

人 ii) 在 Z+ 中 存在 乘法 单位 元 素 1 适合 对 Z+ 中 一 切 m 有 mm:1=m. 

( 道 ) 此 外 , 在 Z+ 中 , 下 面 的 消去 律 成 立 ; 


若 mz=nz， 则 m=n. (20) 


(iv) 再 有 , 对 Z+ 中 任意 两 个 元 素 mn 和 nn 下 面 三 种 可 能 性 中 恰 有 一 个 成 立 : 或 
者 mm 二 n, 或 者 m 十 z= 二 n 在 Zt 中 有 一 个 解 7 或 者 m 二 n+Y 在 Z+ 中 有 一 个 解 
y. 

(v) 最 后 , 在 Z+ 中 数学 归纳 法 原理 成 立 : Z+ 的 任意 子 集 ， 如 果 和 包含 1, 并 且 当 
它 包 含 n 时 也 包含 几 十 1, 那么 这 个 子 集 包 含 Z+ 中 每 个 元 素 . 

我 们 把 Z+ 的 这 些 性 质 的 证 明 留 作 习题 . 

相反 地 , 如 果 把 这 个 定理 中 指出 的 性 质 (i)~ 性 质 (v) 看 作 公设 , 在 下 述 意义 下 ， 
它们 完整 地 描述 了 正 整 数 : 我 们 先前 定义 过 的 正 整数 系 具 有 这 些 性 质 , 并 且 可 以 证 
明 任何 其 他 满足 这 些 公设 的 系统 与 这 个 正 整数 系 同 构 ， 特 别 注意 , 在 Z+ 中 如 果 


人 刀 十 z 一 mi 那么 
ntz=(m+z)+z=m+(z+2) =m+ (+0) = (m+2)+z, 


因此 , 由 (iv) 知 m+z=n 十 z 是 不 可 能 的 . 类 似 地 ,n=m+y 同 m+z=n+z 也 
是 不 相 容 的 . 因此 , 第 三 次 利用 性 质 (iv), 我 们 得 到 


若 m+z=n+z， 则 m=n. (21) 


而 且 , 方程 m+z =n 的 三 种 可 能 性 代替 了 正 整 数 系 的 那些 序 的 性 质 . 
从 由 这 些 公设 给 出 的 正 整 数 系 出 发 , 我 们 可 以 重新 构造 整数 系统 Z. 构造 的 目 
的 是 为 了 得 到 一 个 比 Z+ 大 的 系统 , 在 这 个 系统 中 减法 总 是 可 能 的 . 因此 , 作为 新 元 
素 , 我 们 引进 某 正 整数 偶 (m,n), 这 里 每 个 数 偶 表示 方程 mn+z= m 的 解 (如 果 是 解 
的 话 ). 这 个 构造 的 详细 过 程 类 似 于 由 整数 环 构造 有 理 数 域 (2.2 节 ). 
定义 ”一 个 整数 定义 为 正 整 数 m 和 n 的 一 个 数 偶 (m,n). 数 偶 的 “相等 ” 榨 约 定 
定义 为 
(msm) = (ms) 意味 着 m+s=n+7 (22) 
而 和 与 积分 别 定 义 为 
(m,n) + (ms) = (m+7,n+ ss), {23) 
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(m,n) {r,s) = (mr + ns,ms + nr). (24) 


最 后 , (m,n) 是 “ 正 ” 的 当 且 仅 当 对 某 正 整数 工 有 nn 十 = 二 mm 

由 这 些 定义 引进 的 数 偶 实际 上 满足 我 们 已 给 出 的 所 有 关于 整数 的 公设 .我 们 
首先 必须 验证 , 由 (22) 引进 的 “相等 ” 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 在 这 个 相等 
意义 下 , 分 别 由 (23) 和 (24) 给 出 的 和 与 积 是 唯一 确定 的 . 把 定义 (23) 和 (24) 系统 
地 应 用 到 整 环 的 各 种 形式 的 定律 上 , 那么 这 些 定律 对 于 数 偶 也 成 立 , 这 同 有 理 数 的 
讨论 几乎 一 样 . 特别 地 , 对 刚刚 定义 的 系统 ，(2, 1) 是 单位 元 素 , (1, 1) 是 零 元 素 , 并 
且 加 法 逆 元 素 存在 , 这 是 因为 


(mm) + (mn) = (1 1)， 对 所 有 (m,n). 


数 偶 的 乘法 消去 律 证 起 来 较 难 些 , 证 明 时 用 到 定理 13 的 条 件 (iv). 证 明 完 消 去 律 之 
后 , 我 们 就 知道 全 体 数 偶 构 成 整 环 . 

由 定理 13 的 公设 (iv), 每 个 数 偶 恰好 可 写成 下 面 三 种 形式 之 一 : (mm), (n 十 
0), (mm 十 z)， 第 一 种 形式 的 那些 数 偶 等 于 零 元 素 (1, 1); 第 二 种 形式 的 数 偶 
+ z,m) 是 正 的 数 偶 . 并 且 可 以 证 明 , 数 偶 具 有 有 序 整 环 的 定义 (1.3 节 ) 中 所 要 求 
的 加 法 律 、 乘 法 律 和 三 分 律 . 此 外 ， 


(m+Zz,m) 三 (n 十 y,n) 当 且 仅 当 z=y. 


因此 , 如 果 把 “ 同 余 ” 的 数 偶 实际 上 看 成 同一 偶 , 那么 对 应 > 一 ; (n + zim) 是 从 全 
体 给 定 的 正 整 数 z 的 集合 到 全 体 新 的 正 数 偶 (n + zx,n) 的 集合 的 一 个 单 射 . 它 甚至 
是 一 个 单一 同 态 , 这 因为 由 定义 (23) 和 (24)， 


(m+z,m) + (nt+y,n)=(m+nt+z+y,m+n), 
(m+z,m): n+y,n)= mnt+my +nz+mnt zy,mnt+ ngt+ mn + my). 


因此 新 的 “ 正 ” 数 偶 满足 数学 归纳 法 原理 . 于 是 我 们 就 粗略 地 给 出 了 下 面 结果 的 一 
个 证 明 . 

定理 14 ”通过 定义 Z 的 任意 元 素 为 Z+ 中 两 个 正 整数 之 差 这 种 方式 , 正 整 数 杀 
Z+ 可 以 嵌入 较 大 的 系统 名 中 ,在 呈 中 减 去 是 可 能 的 . 这 样 构造 的 系统 加 是 一 个 有 
序 整 环 , 它 的 正 元 素 满足 数学 归纳 法 原理 . 

由 1.5 节 习题 8, 这 个 结果 蕴含 着 良 序 原则 . 值得 注意 的 是 , 上 面 粗略 的 证 明 只 
涉及 Z+ 的 公设 , 反 过 来 , 在 包含 Z+ 的 任意 整 环 中 , Z+ 的 元 素 之 差 (a - 中 必须 满 
足 定义 (22)~(24)( 参 见 1.2 节 习 题 5). 这 就 证 明了 
定理 15 包含 条 统 Z+ 的 任意 整 环 包含 一 个 与 整数 环 2 同 构 的 子 整 环 , 
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习 题 


. 证 明 : 由 (22) 定义 的 关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 


证 明 , 如 果 (m,n) = (m,n), 则 对 所 有 的 (7, s) 有 
(m,n)+(r,s)= m,n)+(r,s), 和 (m,n): (r,s)= m,n). (r,s). 


证 明 : 由 (23) 定义 的 “加 法 ”满足 交换 律 和 结合 律 . 

证 明 : 由 (24) 定义 的 “乘法 ” 满足 交换 律 和 结合 律 . 

证 明 : 对 所 有 的 m, (mn) 是 同一 个 元 素 , 并 且 是 加 法 零 元 素 . 证 明 第 一 个 命题 可 由 第 
二 个 命题 推出 . 

证 明 : (m + 1,m) 是 乘法 单位 元 素 . 

证 明 分 配 律 . 

证 明 乘法 消去 律 . 

习题 1~ 习题 8 中 用 到 Z+ 哪些 性 质 ? 像 由 定理 5 得 出 定理 7 那样 , 叙述 一 个 与 定理 
14 和 定理 15 有 关 的 定理 . 


. 证 明 , 对 于 数 偶 (m,n)“ 正 性 ”的 任何 不 同 于 (24) 式 后 面 一 段 叙 述 的 定义 , 定理 14 都 


不 成 立 . 


. 详细 证 明定 理 13， 
证 明 : 定理 13 的 公设 (iv), 可 以 用 条 件 “ 对 Z+ 中 每 个 m,m +1 头 1” 来 代替 .( 这 实质 


上 是 皮 亚 诺 (Peano) 公设 (ii), 如 定理 16 所 述 .) 


. 在 Z+ 中 定义 m < n 意味 着 对 某 个 ze Z+ 有 mm 十 z =n. 证 明 : 


(a) 由 m<n 和 n<r 可 推出 m<r. 

(b) 不 存在 mn 使 m < m 成 立 . 

(0) 由 m <n 可 推出 对 所 有 的 7m 十 7 < n+7. 
(d) 由 m <n 可 推出 对 所 有 的 7,mr < nr. 


证明; 习题 13 的 结论 (c) 和 (d) 可 以 用 来 代替 Z+ 的 公设 中 的 消去 律 (20) 和 (21). 
. 证 明 : 由 Z1+ 得 到 Z 所 用 的 方法 并 不 能 产生 2 的 新 扩张 , 你 能 推广 这 个 结果 吗 ? 


*2.6 皮 亚 诺 公设 
在 正 整 数 集合 P = Z+ 上 , 如 果 把 加 法 和 乘法 当 作 未 定义 的 运算 , 我 们 可 以 用 


后 继 函数 


S(n)=n+1 (25) 


来 定义 它们 . 
定理 16 正 整 数 集合 已 和 后 继 函 数 9 具有 下 列 性 质 ， 


(1e P; 
(这 车 me 忆 则 Sn e Pi; 
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(ii) 在 忆 中 没有 一 个 nn 使 S(n)= 1 

(iv) 对 忆 中 mm 和 n, 由 5(n) = S(m) 可 推出 n=m; 

(v) 忆 的 一 个 子 集 如 果 包 含 1, 并 且 当 它 包含 nn 时 ,也 包含 5(n), 那么 这 个 子 集 
必 等 于 PP. 
证 明 ”这 些 性 质 直 接 从 定理 13 得 到 . 特别 注意 , (v) 是 数学 归纳 法 原理 . 证 毕 

性 质 (i)^ 性 质 (v) 称 为 正 整 数 集合 的 皮 亚 诺 公 设 . 正如 下 面 将 要 指出 的 那样 ， 
它们 足以 证 明正 整数 集 的 所 有 性 质 . 我 们 现在 用 它们 证 明 , 原来 的 整数 公设 可 确定 
整数 集合 (精确 到 同 构 ). 
定理 17 在 任意 有 序 整 环 DD 中 , 存在 唯一 的 子 集 P' 满足 关于 单位 元 素 1 和 后 继 
函数 5'(a) = a 十 1 的 皮 亚 诺 公设 . 
注 ”直观 地 , 显然 由 2 = 1 十 1,3’ = 1 十 1 十 1,… 定义 的 序列 11,2',3',… 就 是 这 
样 一 个 子 集 . 不 过 , 我 们 希望 一 个 以 有 序 整 环 公设 为 依据 的 正式 的 证 明 . 
证 明 D 的 所 有 正 元 素 的 集合 D+ 显然 包含 1, 并 且 满 足 (i) 和 (过 .现在 令 忆 是 
D+ 的 所 有 子 集 了 T 组 成 的 类 , 而 具有 P 中 性 质 (i) 和 ( 记 ), 我 们 定义 已 是 所 有 这 
些 集 合 了 的 交集 , 即 ae P' 当 且 仅 当 a 属于 每 一 个 这 样 的 集合 工 . 

由 定义 , 对 于 P', (i) 和 (ii) 成 立 . 因为 P' 只 包含 正 元 素 , 所 以 (这 ) 成 立 ; 因为 
4 十 1 =b+1 意味 着 a =b, 所 以 (iv) 成 立 . 为 证 明 (v), 令 4 是 P' 的 子 集 , 它 包 
含 1 并且 当 它 包 含 a 时 也 包含 5'(@). 那么 4 是 前 面 用 到 的 集合 7 中 的 一 个 , 于 
是 已 包含 在 4 中 , 因此 已 = 4. 对 P', 这 就 证 明了 (v), 同时 (v) 表明 P' 是 唯一 
可 能 的 这 样 的 集合 , 因为 P' 满足 (i) 和 (说 . 
定理 18 定理 17 的 子 集 已 对 于 加 法 、 乘 法 和 序 而 言 , 它 同 构 于 正 整 数 集合 书 . 
注 ” 非 正式 地 , 显然 1 一 1,2 一 2,… 产生 所 要 求 的 同 构 . 因为 <1+1 < 
1 十 1 十 1 <…, 所 以 这 个 对 应 将 保持 次 序 . 
证 明 首先 , 令 8(n) 是 如 下 命题 : P 中 整数 1< z < n 和 已 中 元 素 如 (z) 之 间 存 
在 唯一 的 对 应 z 一 加 (z), 在 这 对 应 下 : 


Gn(l) =1, Gn(S(z))=S(Gn(7), 对 1<z<n. (26) 
显然 Q(1) 成 立 . 已 知 Q(n) 成 立 , 因此 有 一 个 加, 我 们 可 以 通过 令 
pnt1(7) = Gn(7), 对 1<7I<n 和 Gnn(nt+1)= 5 (Gn(n)), 


构造 唯一 的 pnr1, 因此 由 Q(n) 成 立 推出 Qtn+ 1) 成 立 . 由 归纳 法 这 就 证 明了 Q@(n) 
成 立 . 

再 有 , 如 果 1 < z < n < m, 对 z 用 归纳 法 , 我 们 可 以 证 明 pn(z) = Gm(z), 因此 
当 z < n 时 ,Gn(z) 是 不 依赖 于 nn 的 . 令 9(z) 表示 已 的 元 素 , 这 就 给 出 已 到 P' 的 
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对 应 z 一 9(z), 它 具 有 性 质 : 
$1D)=1,  $(5(z)) = 5"(9(7)). (27) 


书 的 每 个 元 素 是 P 的 某 个 元 素 z 的 对 应 元 素 p(x). 因为 元 素 9(z) 的 集合 包含 1 
并 且 包含 任何 $(z) 也 一 定 包含 g(z) 的 后 继 , 因此 根据 P' 的 性 质 (v), 这 个 集合 就 
是 整个 书 . 

在 两 个 集合 已 和 P' 中 , 我 们 有 


n+l1l= 5S(n), n+S(m)= S(n+m), (28) 
nl=n, nS(m)=n.mt+n. (29) 
从 这 些 方程 和 (27) 式 , 对 m 用 归纳 法 , 我 们 可 以 容易 地 证 明 
pntm)= Gn)+Gm) 和 pn m)= $n) Gm). 


换 句 话说 , $ 关于 加 法 和 乘法 是 一 个 同 构 . 
其 次 , $ 保留 次 序 , 即 由 m < n 可 推出 $(m) < 8(n). 实际 上 , 由 定义 , m < n 意 
味 着 n 一 m 是 正 的 , 即 


m<n 当 且 仅 当 n= m++k， 对 P 中 某 个 k. (30) 


因此 由 mm <n 得 出 n=m+k, 所 以 8(n) = 9(m) +9(k). 因为 p(k) 在 DD 中 是 正 的 ， 
所 以 这 就 证 明了 8(m) < 8(n), 正如 所 要 求 的 那样 . 
最 后 , $ 是 号 到 P' 的 双 射 . 因为 我 们 已 经 知道 , %z) 的 集合 包含 整个 已, 所 以 
只 须 证 明 , 由 n 关 m 可 推出 9(n) 关 9(m). 但 是 n 关 m 的 意思 是 , 比如 说 是 m < n， 
于 是 %m) < 9(n), 因此 
Gn) # blm). 


为 概括 我 们 的 结论 , 我 们 定义 两 个 有 序 整 环 之 间 的 序 - 同 构 , 即 保留 次 序 的 同 构 . 
鉴于 定理 15, 我 们 从 定理 18 得 出 下 列 推论 : 
推论 1 ”任意 有 序 整 环 包 含 一 个 与 马 序 同 构 的 子 整 环 . 

这 个 结果 同 定理 6 和 定理 7 结合 起 来 , 我 们 有 
推论 2 ”任意 有 序 域 包含 一 个 与 有 理 数 域 Q 序 - 同 构 的 子 域 . 

这 个 结果 给 出 作为 最 小 有 序 域 的 有 理 数 域 的 一 个 抽象 特征 . 

最 后 , 在 D 中 全 体 正 元 素 集合 是 良 序 的 情况 下 , 可 以 容易 地 证 明 , 定理 17 的 集 
合 P' 是 由 DD 的 所 有 正 元 素 组 成 . 这 就 证 明了 : 
推论 3 ”在 序 同 构 意义 下 , 只 存在 一 个 有 序 整 环 Z, 它 的 正 元 素 构成 良 序 集合 . 
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这 就 证 明了 , 在 同 构 意义 下 , 整数 公设 唯一 地 确定 整数 集合 . 

可 以 不 从 良 序 整 环 公设 开始 论述 整数 集合 , 而 是 从 皮 亚 诺 公 设 开始 . 其 要 点 是 
注意 到 可 用 递归 方程 (28) 和 (29) 定义 完备 的 加 法 表 和 乘法 表 . 同 定理 15 的 证 明 
中 几乎 一 样 , 我 们 可 以 正式 地 证 明 存在 唯一 的 满足 (28) 的 二 元 运算 一 一 加 法 , 类 
似 地 , 存在 唯一 的 满足 (29) 的 乘法 . 那么 定理 13 中 列举 的 各 种 性 质 可 用 归纳 法 证 
明 , 然后 , 从 皮 亚 诺 公设 出 发 , 2.5 节 中 给 出 的 数 偶 构 造 产生 全 体 整数 . 


习 题 


在 下 列 习 题 中 , 只 假定 皮 亚 诺 公设 , 并 由 方程 (28) 和 方程 (29) 定义 了 加 法 和 乘法 . 
1. 用 归纳 法 证 明 n+1= 1+n. 
2. 利用 习题 1 证 明 , 加 法 满足 交换 律 . 
3, 证 明 : 加 法 满足 结合 律 . 
4. 证 明 : 乘法 满足 结合 律 . 
5, 证 明 , 分 配 律 成 立 . 
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3.1 多项式 形 式 


设 DD 为 任意 整 环 , 设 > 是 较 大 的 整 环 的 任意 元 素 , D 作为 已 的 子 整 环 包含 
在 台中 .在 中 ,我 们 能 作 z 同 DD 的 元 素 或 同 z 本 身 的 和 、 差 与 积 . 
反复 进行 这 些 运 算 , 明显 得 到 下 面 形式 的 一 切 表达 式 


ao 十 al 十 … 十 anz" (a0,.**,an € D;an#0, 当 n>0), (1) 
这 里 z"(n 为 任意 整数 ) 定义 为 n 个 因子 的 乘积 zz.…z. 而 反 过 来 , 只 用 整 环 公设 ， 


我 们 可 对 形 为 (1) 的 任意 两 个 表达 式 进 行 加 、 减 与 乘 ， 得 到 第 三 个 这 样 的 表达 式 . 
例如 , 如 果 D 是 整数 环 , 则 根据 一 般 分 配 律 、 交 换 律 和 结合 律 , 有 


f(z) = (0+1.z+(-2)z2)(2+3.z) 
=0.:2+0.3.7+1.7.:2+1:7.3.7 
十 (-2)z2 .2 十 (-2)z2 .3.z 
=0+0.z+2z+3z2 十 (一 4)z2 十 (一 6)z3 
=0+(0+2)z+(3+(-4))z? + (-6)z3 
=0+2z+(-1)z?+(-6)z3. 
这 个 论证 可 以 一 般 化 . 事实 上 , 设 


p(T) = ao 十 alZ 十 十 amzmm 
和 9q(z)= 加 十 DZ 十 … 十 加 Zn 


是 形 为 (1) 的 任意 两 个 表达 式 . 如 果 m > n, 那么 我 们 有 
pz) 士 q(z) = (ao 士 b) 十 … 十 (an 士 如 )zm 十 antHlznt 十 十 amzm (2) 


如 果 m < n, 可 得 出 类 似 的 公式 . 再 有 , 根据 分 配 律 ， 


P(7)g(7) = bs > aa 


i=0 j=0 
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然后 把 指数 相同 的 项 集中 在 一 起 , 并 将 系数 相 加 , 我 们 有 
D(z)g(z) = aobo 十 (aobl 十 albo)z 十 … 十 ambnzmtn. (3) 
在 这 个 公式 中 , z* 的 系数 显然 是 和 


> Qibk—i, 


这 里 是 对 满足 0< i< m 和 0<k 一 i gn 的 所 有 i 求 和 , 见 图 3-1. 


于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 结果 : 
定理 1 假设 存在 一 个 整 环 媚 , 包含 一 个 与 给 定 整 环 刀 同 构 的 子 整 环 , 并 有 元 素 了 
不 在 DD 中 . 那么 关于 这 个 元 素 7 的 多 项 式 (1) 根据 公式 (2) 和 公式 (3) 相 加 、 相 减 
和 相 乘 , 构成 书 的 子 整 环 . 

为 了 证 明 这 样 的 整 环 总 是 存在 的 , 需要 建立 下 面 的 定义 . 
定义 整 环 刀 上 关于 z 的 多 项 式 是 指 形 为 (1) 的 表达 式 . 整数 n 称 为 多 项 式 (1) 
的 次 数 . 两 个 多 项 式 相 等 是 指 它们 具有 相同 的 次 数 , 而 且 对 应 的 系数 都 相等 . 

因为 关于 符号 xz 没有 给 出 什么 假定 , 所 以 表达 式 (1) 也 常 称 为 多 项 式 形式 (这 
里 把 它 同 多 项 式 函数 加 以 区 别 , 见 3.2 节 ), 符号 z 本 身 称 为 未 定 元 . 
定理 2 ”如 果 加 法 和 乘法 分 别 由 公式 (2) 和 公式 (3) 定义 , 那么 整 环 刀 上 关于 z 的 
全 体 不 同 的 多 项 式 形式 构成 一 个 包含 DD 在 内 的 新 整 环 D [2z]. 
证 明 ”由 公式 (3) 推出 没有 零 因 子 (乘法 消去 律 ), 这 是 因为 , 两 个 非 零 多 项 式 形式 
乘积 的 首 项 系数 ambn 是 它 相 应 因子 的 非 零 首 项 系数 om 和 ba 的 乘积 ( 非 零 的 ).0 
和 1 的 性 质 及 加 法 逆 元 素 的 存在 性 不 难 从 公式 (2) 和 公式 (3) 得 出 . 
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为 了 证 明 交 换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 , 引进 “ 哑 "” 零 系数 是 方便 的 , 这 使 (2) 和 (3) 
变 成 简单 形式 


bp akzt 十 Dbz = Dax + bg)zE, (20) 
k=0 k=0 k=0 
(Su) CE ne) = 汪 ( > oo] y (3") 
k=0 k=0 k=0 \i+i=k 


这 里 除了 有 限 多 个 系数 外 全 都 是 零 . 那么 任何 一 个 定律 , 比如 分 配 律 , 只 要 把 定律 
的 两 边 按照 法 则 (2) 和 (3) 乘 起 来 就 可 以 验证 , 因为 ， 


(Fee) (Fo +t) -并 | Ta 加 ab 


k liti=k 


(EE) (EE 
Fa) (Eo 


并 证 明 这 两 个 等 式 右边 的 z 的 每 个 舌 2* 的 系数 相等 . 根据 整 环 D 的 分 配 律 , 两 个 
表达 式 中 z 的 大 次 宕 的 系数 是 相同 的 . 类 似 的 论证 可 证 其 余 定律 , 从 而 完成 定理 2 
的 其 他 证 明 . 

现在 回忆 一 下 2.2 节 的 定理 7, 我 们 会 看 到 , 如 果 我 们 定义 D 上 关于 未 定 元 x 
的 有 理 形式 为 带 有 非 零 分 母 多 项 式 形 式 的 形式 商 

p(7) _ 0 十 0Z 十 十 amzm 

qd(Z) 加 十 Diz 十 …… 十 bnZP 
并 由 2.2 节 的 定义 (5),(6) 和 (7) 来 分 别 定义 有 理 形式 的 相等 、 加 法 和 乘法 , 这 样 我 
们 便 可 得 到 一 个 域 . 
推论 ”任意 整 环 刀 上 关于 未 定 元 的 有 理 形式 构成 一 个 域 . 这 个 域 记 作 D(z). 


(qi,b; 在 D 中 ; om 天 0, 当 mm> 0;b, #0)， 


习 是 


1. 把 下 列 各 式 化 成 形式 (1): z2 一 5z(3z 十 7)?， 
(cz+5z dtc2 — 27 +3), (se 二 7 一 3) (m3+1). 
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9 


La 


a9 


类 似 习题 1, 计算 (3z? + 5z 一 当 (4z3 一 z 十 3), 其 中 系数 是 mod 7 的 整数 


.3 十 57 一 4 是 (1) 的 形式 吗 ? 把 它 化 成 形式 (1). 把 


(1+z+27?+3r3)— (0+Zz+z?+3r’) 
化 成 形式 (1), 指出 每 一 步 用 什么 公设 
人 a) 3+3.23 + 5z 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 形式 吗 ? 


(b) 在 系数 属于 Zs 的 多 项 式 形式 整 环 上 , 为 什么 23 .x4 不 等 于 x2? 
讨论 下 列 命题 : 

(a) 两 个 多 项 式 形式 乘积 的 次 数 等 于 这 两 个 因子 的 次 数 之 和 . 

(b) 两 个 多 项 式 形式 之 和 的 次 数 等 于 被 加 数 的 次 数 较 大 者 . 


. 证 明 : 在 DIz] 中 , 加 法 结合 律 和 乘法 结合 律 成 立 . 
,， p(z) = ao 十 alz 十 … 十 anzn" 的 “形式 导数 ”定义 为 m(z) = al 十 20zz 十 … 十 nanzn-1， 


证 明 : 在 任意 整 环 上 ， 
(a) (cp) = cp'(c 为 常数 )，(b) (p+q) =p + 
(¢) (pg) = pq’ 十 pg (d) (p") = np” 


: 设 p(y) 和 9(z) 分 别 是 关于 未 定 元 y 和 z 的 多 项 式 形式 , 证 明 : 把 y = g(z) 代入 p(y), 产 


生 一 个 多 项 式 p(g(z)). 根据 习题 7 中 定义 的 形式 导数 , 证 明 : [p(qa(2))] = p'(aq(z))-q(z). 
对 于 给 定 的 整 环 D 指出 , 怎样 构造 由 关于 符号 t 的 全 体 “ 形 式 ” 的 无 穷 吞 级 数 ao 十 
qt 十 a2 好 十 …( 其 中 系数 ai 在 D 中 ) 组 成 的 整 环 D{t}. 


(a) 设 DD 为 一 个 有 序 整 环 , 证 明 : 如 果 规 定 多 项 式 形式 p(z) > 0 是 指 p(z) 的 第 一 个 非 


零 系数 ok 是 正 的 (在 D 中 ), 那么 多 项 式 形式 (1) 构成 有 序 整 环 DIz]. 
《b) 证 明 : 如 果 我 们 规定 p(x) > 0 是 指 在 形式 (1) 中 on > 0, 那么 Dlz] 也 是 有 序 整 环 . 


. 在 习题 10(b) 中 , 令 D = 2, 证明; 1 是 Z[z] 中 最 小 “ 正 ， 多 项 式 , 虽然 Z[z] 并 不 满足 


良 序 原则 . 


3.2 多项式 函数 
如 前 所 述 , 设 D 为 任意 整 环 , 又 设 


jz) = ao +alz 十 .十 amz 生 


是 D 上 关于 z 的 任意 多 项 式 形式 . 如 果 未 定 元 > 用 一 个 元 素 c e DD 代替 , f(z) 就 
不 再 是 一 个 虚 的 表达 式 , 它 可 以 看 作 DD 中 一 个 确定 元 素 


Go 十 aic 十 …: 十 amcm. 
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换 句 话说 , 如 果 z 被 看 作 在 微 积分 学 的 意义 下 的 一 个 独立 变量 ,而 不 是 看 作 DD 外 
面 的 抽象 符号 , 那么 f(z) 就 成 为 普通 的 函数 :“ 如 果 z 已 知 ( 值 为 c), 那么 f(z) 就 
被 确定 了 ( 值 为 f(c))”. 我 们 把 它 抽象 化 , 一 般 地 定义 变量 在 刀 上 的 “函数 " / 是 
一 个 规则 : 它 给 D 上 每 个 元 素 z 确定 一 个 “ 值 ”f(z), 这 个 值 也 在 D 中 . 我 们 定 
义 两 个 这 样 的 函数 相等 ( 记 作 f = g) 当 生 仅 当 对 所 有 的 z, f(z) = 9(z)， 两 个 函 
数 的 和 hh = f+g, 差 9 = f 一 g 及 积 p = jg 分 别 通过 对 所 有 的 z 计算 hz) = 
f(z) + g(z), a(z) = f(z) 一 g(z) 和 p(z) = f(z)g(z) 来 定义 的 . 常 值 函数 是 取 值 与 z 
无 关 的 函数 ; 恒 等 函 数 是 函数 j, 它 满足 对 所 有 zx,j(7) = 7. 

定义 多项式 函数 是 可 以 写成 形式 (1) 的 函数 ， 

因为 推导 公式 (2) 和 (3) 时 所 用 的 法 则 在 任何 整 环 中 都 是 成 立 的 , 所 以 不 管 未 
定 元 z 取 什 么 值 ?c( 在 D 中 ), 公式 (2) 和 (3) 都 成 立 . 也 就 是 说 , 它们 是 恒等式 , 因 
此 多 项 式 函 数 的 和 与 积 也 可 以 通过 公式 (2) 和 (3) 来 计算 . 正如 3.3 节 将 要 说 明 的 
那样 ， 按 1.1 节 的 定义 , D 上 全 体 多 项 式 函 数 构成 一 个 交换 环 . 

根据 定义 , 每 个 形式 (1) 都 确定 一 个 唯一 的 多 项 式 函数 , 每 个 多 项 式 函数 至 少 
由 一 个 这 样 的 形式 来 确定 . 因此 无 疑 存在 一 个 保持 和 与 积 的 映射 , 它 把 任意 给 定 整 
环 D 上 的 全 体 多 项 式 形式 的 集合 映射 到 全 体 多 项 式 函数 的 集合 .( 这 样 的 对 应 称 为 
映 上 同 态 或 满 同 态 , 见 3.3 节 .) 

如 果 可 以 确定 映射 是 一 一 的 ， 我 们 就 知道 它 是 一 个 同 构 . 因此 , 从 抽象 代数 的 
观点 来 看 , 我 们 可 以 忽略 多 项 式 形式 与 多 项 式 函数 之 间 的 差别 . 可 惜 情况 并 非 如 此 . 
事实 上 ， 在 模 3 整数 域 Z3 上 , f(z) = z3 一 z 和 g(z) = 0 这 两 个 不 同 的 形式 确定 
了 同一 个 函数 一 一 这 个 函数 恒 等 于 零 . 根据 费 马 定理 (1.9 节 定 理 18), 在 Z, 上 ， 
2 一 x 与 0 是 相同 的 . 因此 , 在 任意 Zz 上 , 多 项 式 函数 相等 实际 上 不 同 于 多 项 式 形 
式 相等 . 

我 们 现在 将 指出 , 在 上 述 例子 中 , 由 于 系数 所 在 的 整 环 是 有 限 的 , 发 生 这 一 事实 。 
并 不 奇怪 . 在 有 理 数 域 上 , 我 们 并 不 能 构造 出 一 个 这 样 的 例子 . 我 们 在 说 明 此 事 之 前 
先 回忆 一 些 基本 定义 . 所 谓 非 零 形式 (1) 的 次 数 , 我 们 指 的 是 它 的 最 大 指数 , 即 n. 
最 高 次 项 anz" 称 为 它 的 首 项 , an 称 为 它 的 首 项 系数 , 如 果 an = 1, 多 项 式 则 称 为 
首 一 多 项 式 . 
定理 3 整 环 DD 上 的 一 个 多 项 式 形式 r(z) 可 被 一 a 整除 当 且 仅 当 r(a] = 0. 

这 里 “r(z) 可 被 z 一 a 整除 ”这 句 话 的 意思 是 r(x) = (z a) . s(z), 其 中 s(z) 
是 D 上 的 某 一 个 多 项 式 形式 . 

证 明 设 r(z)=co+ctz+… 二 cnzn(cn 天 0). 对 每 个 ao， 由 中 学 代数 公式 ， 我 们 


@ 实际 上 , 通过 设 “z 为 未 知 量 ” 解 方程 的 根据 是 : 在 = 上 所 允许 的 每 个 运算 ,对 于 每 个 可 能 的 z 
值 都 必须 是 正确 的 - 
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n n n 
Dy erz* 一 cko 3 ck 一 a*) 
k=0 k=0 


k=0 
= Doll 一 a)(zk-1 + rea+ +a)]. 
k=0 
因此 r(z) - r(a) = (z 一 a)s(z), 其 中 s(z) 是 n 一 1 次 多 项 式 形式 ， 反之, 如果 
r(z) = (z 一 a)s(z) 中 用 a 代替 z, 则 得 r(a) = 0. 
推论 ” 整 环 D 上 的 nn 次 多 项 式 r(z) 在 万 中 至 多 有 灵 个 零点 . 

(r(z) 的 零点 是 指 方程 r(z) = 0 的 根 ， 即 元 素 ce DD 使 得 r(o) = 0.) 

证 明 ”如果 a 是 一 个 零点 , 那么 根据 定理 有 r(z) = (z 一 a) .s(z), 其 中 s(z) 的 次 数 
为 nn 一 1. 由 归纳 法 , s(z) 至 多 有 7n 一 1 个 零点 , 可 是 根据 1.2 节 定 理 1 知 , r(z) = 0 
当 且 仅 当 xz = a 或 s(z) =0, 因此 r(z) =0 至 多 有 7 个 零点 . 

定理 4 如 果 整 环 DD 是 无 限 的 ， 那么 DD 上 定义 同一 个 济 数 的 两 个 多 项 式 形式 具 
有 相等 的 系数 . 

证 明 像 (1) 那样 , 设 p(z) 和 9(z) 是 两 个 给 定 的 关于 未 定 元 z 的 多 项 式 形式 . 
如 果 它 们 确定 同一 个 函数 , 那么 对 于 D 中 选取 的 每 个 元 素 a 都 有 p(a) = q(a); 然 
而 我 们 所 希望 的 结论 则 是 p(z) 和 4(z) 的 次 数 相等 , 对 应 的 系数 相同 ， 如 果 用 差 
7(Z) = p(7Z) 一 q(z) 来 表示 , 这 就 是 说 ,对 DD 中 一 切 a,7(4a) = cot+cia+… 二 cna” =0 
可 推出 co = ci = …= cn = 0. 这 个 结论 可 由 定理 3 推出 , 因为 如 果 系 数 ci 不 全 为 
零 , 那么 , 在 D 中 至 多 有 个 z 使 多 项 式 r(z) 为 零 ,因为 DD 是 无 限 的 , 所 以 还 剩 下 
一 些 z 值 使 r(z) 关 0, 这 与 >(z) 在 D 上 为 零 相 矛 盾 . 

于 是 , 如 果 D 是 无 限 的 , 则 多 项 式 函 数 和 多 项 式 形式 这 两 个 概念 是 等 价 的 (用 
代数 学 的 术语 就 是 , 多 项 式 函 数 环 同 构 于 多 项 式 形式 环 )， 

另 一 方面 , 如 果 D 是 包含 元 素 a1,4a2,… ,an 的 有 限 整 环 , 则 定理 4 一 定 不 成 立 . 
例如 , 在 这 种 情况 下 , n 次 首 一 多 项 式 形式 (z 一 a1)(z 一 a2)…(z 一 an) 同形 式 0 确 
定 了 同一 个 函数 . 

因为 同 构 于 整 环 的 任意 系统 本 身 也 是 一 个 整 环 , 所 以 定理 4 蕴含 着 下 面 的 推 
论 : 
推论 ” 任 启 无 限 整 环 上 全 体 多 项 式 函数 构成 一 个 整 环 . 

如 果 为 无 限 域 , 则 不 同 的 有 理 形式 确定 不 同 的 有 理 函 数 , 所 以 D 上 全 体 有 
理 函 数 构成 一 个 域 ，( 留 心 , 一 个 有 理 函 数 不 是 在 一 切 点 上 都 有 定义 , 只 是 在 那些 使 
分 母 不 为 零 的 点 上 才 有 定义 . 因此 , 如 果 DD 是 一 个 域 , 那么 在 除 有 限 个 点 外 的 全 部 
点 上 它 是 有 定义 的 .) 

我 们 常常 希望 找 出 一 个 次 数 最 小 的 多 项 式 p(z), 使 它 在 域 中 的 n+1 个 已 知 
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点 ao,a1,…,an 上 分 别 取 下 中 给 定 的 值 yo,y,… ,yn, 即 
plai)=% (i=0,1,.…,n;ai #0;, Bi#D). 


这 称 为 多 项 式 插值 问题 . 
为 了 解决 这 个 问题 , 考虑 多 项 式 


gi(z) = TI -0)= (2-00) (zs — oi)(z— oi+1) (7 — an). 


I¥i 
显然 车 j 关 qi(0;) = 0, 而 
Gi= (0) = TI- 0) #0. 


Ji 


因此 Ci 存在 , 并 且 下 面 这 个 次 数 为 n 或 低 于 n 的 多 项 式 


» auTIc-o) 
ps 二 j#i 
Pp(z) = 2 Yiqi(7) 乞 Ta-ay 


Ti 
满足 方程 (4). 公式 (5) 称 为 拉 格 明 日 (Lagrange) 插值 公式 


(4) 


(5) 


由 定理 3 知 , 至 多 有 一 个 n 次 或 低 于 n 次 的 多 项 式 能 够 满足 方程 (4): 因为 两 
个 这 样 的 多 项 式 之 差 有 n+ 1 个 零点 , 于 是 它 必 为 零 多 项 式 形式 . 这 就 证 明了 下 面 


的 结果 : 


定理 5 存在 一 个 而 且 只 存在 一 个 nn 次 或 低 于 n 次 的 多 项 式 形式 , 在 nn 十 1 个 不 同 


点 上 取 给 定 的 值 . 
习 题 


Es 


. 在 整 环 Zs 上 找 出 另 一 个 多 项 式 形式 同 z? 一 zz 十 1 确定 同一 个 函数 
2. 证 明 : z? 一 1 在 Zis 上 有 四 个 零点 . 为 什么 这 与 定理 3 的 推论 不 矛盾 ? 


名 


线 插值 公式 
p(z) = + Sw -wn) (所 2)+ jn — 2y + yo) (2 于) 


给 出 . 


A 


. 证 明 : 如 果 ao = a1 一 haz = a1 十 h,1 二 1 关 0, 那么 (4) 式 当 n= 2 时 的 解 可 由 抛物 


用 以 下 方法 求 满足 f(0) = 0, 了 (1) = 1,f(2) = 0, 7(3) = 1 的 三 次 多 项 式 f(z) = e+bz 十 


cz?+dz3. 把 a,b,c,d 当 作 四 个 方程 的 未 知 数 , 其 中 最 后 一 个 方程 是 a+3b+9c+27d = 1. 


(这 就 是 待定 系数 法 .) 
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用 插值 公式 (5) 证 明 : 任何 有 限 域 (如 Zp) 上 的 每 个 函数 等 于 某 个 多 项 式 函数 . 
"6. 设 DD 是 具有 n 个 元 素 a1,a2,…,an 的 有 限 整 环 , 又 设 mm(z) 表示 固定 的 多 项 式 形式 
(2 —a1) (7 — an). 
(a) 证 明 : 如 果 两 个 多 项 式 形式 f(z) 和 g(z) 确定 同一 个 函数 , 那么 m(z) 是 形式 f(z) 一 
9(z) 的 因子 . 
(b) 对 整 环 Zs 和 Zs 求 出 m(z). 
(©) 证 明 : 在 D = Zr 的 情况 下 , m(z) = zx? 一 z.( 提 示 : 用 费 马 定理 .) 
证 明 : 在 一 个 无 限 域 上 , 确定 同一 个 函数 的 不 同 的 有 理 形式 在 2.2 节 的 意义 下 , 它们 形 
式 上 是 相等 的 . 
， (3) 设 D 和 D' 是 同 构 的 整 环 , 证 明 Dlz] 与 D'fyj 同 构 , 这 里 DIz] 和 D'lyj 分 别 是 DD 
和 D' 上 关于 未 定 元 = 和 y 的 多 项 式 形式 的 整 环 . 
(b) 关于 D(z) 和 D'(y) 有 什么 结论 ? 
. 设 Q 是 整 环 D 的 商 域 (2.2 节 定 理 4), 证 明 : 域 D(z) 与 域 Q(z) 同 构 . 
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设 DD 为 任意 给 定 的 整 环 , 又 设 D(z) 表示 D 上 的 多 项 式 函数 集合 . 对 所 有 
7 € D, f(z) + g(x) =g(z) + f(z),0 + f(z) = f(z),1: f(z) = f(z), 等 等 . 因此 , 加 
法 和 乘法 满足 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 ; 加 法 和 乘法 的 单位 元 素 存在 ; 并 且 加 法 逆 
元 素 存在 . 概括 起 来 , D(z) 除 乘法 消去 律 外 满足 整 环 的 所 有 公设 . 当 DD 为 有 限 整 环 
时 , 消去 律 不 成 立 , 这 因为 存在 非 零 因 子 的 乘积 (z 一 a1) . (z 一 a2)… (z 一 an) 为 零 . 

换 句 话说 , 在 1.1 节 的 定义 下 , D(z) 是 一 个 交换 环 . 为 方便 起 见 , 我 们 在 此 重 述 
这 个 定义 . 
定义 ”交换 环 在 称 为 加 法 和 乘法 的 两 种 二 元 运算 之 下 封闭 的 集合 , 这 两 种 运算 满 
足 交换 律 和 结合 律 , 并 且 进 一 步 有 : 

(i) 满足 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ; 

(让 存在 加 法 单位 元 素 ( 堆 )0, 并 且 存在 加 法 这 元 素 ; 

( 阁 ) 存在 乘法 单位 元 素 1.@ 

回忆 一 下 , 我 们 已 经 证 明了 1.2 节 所 列 的 法 则 1~ 法 则 9 对 任意 交换 环 都 成 立 . 
另外 , 1.10 节 的 定理 19 构造 了 一 类 有 趣 的 有 限 交 换 环 Zr. 

任意 整 环 D 上 的 全 体 函 数 构成 的 系统 D*, 为 我 们 提供 了 另 一 个 交换 环 的 例 
子 , 这 里 加 法 和 乘法 像 3.2 节 里 那样 定义 .其 至 于 定义 在 无 限 整 环 D 上 的 全 体 函 
数 集合 D* 中 也 存在 零 因 子 . 例如 , 如 果 为 任意 有 序 整 环 , 我 们 定义 f(z) = |z| 十 
7,9(Z) = |z| 一 z 那么 .9 = hh,h(z) = zj? 一 z2 = 0, 对 一 切 zx 成立 但 是 
”“ @ 一 些 作者 在 定义 交换 环 时 去 掉 条 件 (iii). 非 交换 环 将 在 第 13 章 讨论 . 


名 


党 


oo 


E33 
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了 了 0,9 关 0. 另 一 方面 , D* 具有 整 环 定义 中 所 有 其 他 性 质 . 我 们 只 要 在 每 步 证 明 的 
右边 简单 写 上 “对 一 切 z”, 根据 D 的 定律 便 可 得 到 D* 的 相应 定律 的 证 明 . 例如 ， 
f(z)+g(z) = g(z)+f(z) 对 一 切 z, 这 就 意味 着 f+g = g+f. 再 有 , 如 果 我 们 定义 e 为 
一 个 常 值 函数 , 即 对 一 切 z, e(z) = 1, 那么 对 一 切 z 和 f, e(z)f(z) = 1:f(z) = f(z), 
因此 对 一 切 f, ef = f, 于 是 e 是 D* 的 乘法 单位 元 素 . ( 想 一 想 乘法 消去 律 为 什么 不 
能 按 这 种 方法 证 明 .) 因为 上 面 没有 一 处 用 到 乘法 消去 律 , 所 以 我 们 可 以 断言 : 
引 理 1 任意 交换 环 4 上 的 全 体 函 数 构成 一 个 交换 环 . 

现在 让 我 们 定义 交换 环 4 的 子 环 (类 似 于 子 整 环 ) 为 4 的 这 样 的 子 集 : 如 果 它 
包含 任意 两 个 元 素 f 和 9, 则 它 包含 了 士 9 和 fg, 并 且 还 包含 着 4 的 单位 元 素 . 

由 定理 1, 任意 整 环 D 上 多 项 式 函数 集合 D(z), (i) 它 是 D 上 所 有 函数 环 D* 
的 子 环 , (ii) 它 包含 所 有 常 值 函数 和 恒 等 函 数 , (ii) 它 包含 在 任何 其 他 满足 (i) 的 D* 
的 子 环 之 中 . 按 这 种 意义 D(z) 是 由 常 值 函 数 和 便 等 函数 生成 的 D* 的 子 环 . 这 给 
出 多 项 式 函 数 概念 的 一 个 简单 的 代数 特征 . 

下 面 将 同 构 的 概念 一 般 化 , 可 以 更 深刻 地 认识 交换 环 . 

定义 一 个 画 数 8 :a 一 > ap, 它 把 交换 环 电 映射 到 交换 环 R',$ 称 为 同 态 当 
且 仅 当 它 满足 下 列 条 件 : 对 所 有 a,bE R, 有 


(a+b)¢ =ap+ bg, (6) 


(ab)¢ = (agp) (bp), (7) 


并 且 把 忌 的 单位 元 素 映射 到 R' 的 单位 元 素 . 

这 些 条 件 表明 , 同 态 保持 加 法 和 乘法 . 它们 是 按照 1.11 节 和 1.12 节 中 简洁 的 
记号 写 出 来 , 其 中 ap 表示 用 $ 变换 a. 如 果 我 们 写 9(a) 代替 ag, 则 (6) 和 (7) 分 别 
变 成 wa+ 昌 =%(o)+4O) 和 9(ab) = 9(a)9(0). 显然 , 一 个 同 构 恰 是 一 个 双 射 的 同 
态 . 

我 们 容易 验证 , 从 ”到 包含 n 的 剩余 类 (对 任意 固定 模 m) 的 函数 是 一 个 同 态 
也 一 Zm, 它 把 整数 环 Z 映 上 到 1.10 节 定 理 19 的 环 Zm. 我 们 现在 证 明 另 一 个 容易 
的 结果 . 

引 理 2 设 由 是 从 交接 环 RR 到 交换 环 R' 的 同 态 , 那么 0g 是 RR 的 替 元 素 ， 并且 对 
所 有 a,beRR 有 (a 一 bp=ap— bgp. 

证 明 由 (6) 式 , 06 = (0+0% = 09+09, 这 就 证 明了 09 是 六 中 的 零 元 素 . 类 
似 地 , 如 果 z =a 一 b 在 民 中 ,那么 b+z=a, 并 且 agp = (b+z)9 = bgp+zx9, 于 是 
X98=ap-b9 在 Re 中. 

定理 6 从 任意 整 环 DD 上 的 多 项 式 形式 整 环 Dz] 到 DD 上 多 项 式 函 数 环 D(z) 的 
对 应 p(z) 一 > f(z) 是 一 个 同 态 . 
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证 明 ”对 中 任意 元 素 z, D 中 的 元 素 p(z) 和 q(z) 的 加 法 和 乘法 必须 遵循 恒 等 
式 (2) 和 (3), 因为 在 3.1 节 中 这 些 恒等式 的 推导 只 用 到 整 环 公设 . 


- 


定理 4 的 结果 指出 , 如 果 DD 是 无 限 的 , 那么 定理 6 的 同 态 就 是 一 个 同 构 . 
习 题 


. (a) 证 明 : 在 域 22 上 只 存在 四 个 不 同 的 函数 , 并 写 出 这 个 函数 环 的 加 法 表 和 乘法 表 . 


(b) 把 这 些 函 数 中 的 每 一 个 表示 成 多 项 式 函 数 . 
(c) 这 个 函数 环 与 模 4 整数 环 同 构 吗 ? 


2. 在 模 整数 环 Z。 上 有 多 少 不 同 的 函数 ? 


名 


名 性 


下 列 函 数 集合 是 含有 单位 元 素 的 交换 环 吗 ? 

(a) 整 环 D 上 满足 f(0) = 0 的 所 有 函数 f. 

(b) 整 环 D 上 满足 f(0) = f(1) 的 所 有 函数 f. 

(0) 整 环 D 上 满足 f(0) 关 0 的 所 有 函数 了. 

(d) Q 上 (Q 为 有 理 数 域 ) 满足 -7 < f(z) < 7( 对 一 切 z) 的 所 有 函数 f. 

(e) Q 上 满足 f(z + D) = f(z)( 对 一 切 z) 的 所 有 函数 f( 这 样 的 函数 是 周期 的 ). 


. 在 习题 3 的 那些 例子 之 外 , 再 构造 两 个 函数 交换 环 . 
. 设 D* 如 前 文中 所 定义 的 , 证 明 : D” 中 的 加 法 与 乘法 的 结合 律 成 立 . 


6，(a) 设 D 和 D' 是 同 构 的 整 环 , 证 明 : D(z) 和 D'(z) 也 是 同 构 的 . 


mm 


名 


(b) 对 于 D* 和 D” 有 什么 结论 ? 


证明: 我 们 不 能 把 Zp 上 所 有 多 项 式 函 数 的 环 Zp(z) 伐 入 一 个 域 中 . 


证 明 : 如 果 同 态 $ 把 交换 环 R 映 上 到 交换 环 尼 , 那么 尺 的 单位 元 素 通过 $ 映射 到 RE 
的 单位 元 素 . 

证 明 : 如 果 5 : RR 一 RR 是 环 的 任意 同 态 , 那么 R 中 那些 映 成 R' 的 零 元 素 的 元 素 构 
成 的 集合 KK 是 R 的 一 个 子 环 . 


"3.4 ”多 元 多 项 式 
3.1 节 ~3.3 节 的 讨论 只 涉及 单 变量 (未 定 元 )z 的 多 项 式 . 但 是 很 多 结果 不 难 扒 


广 到 多 变量 (未 定 元 )z1,…, zn 的 情形 . 
定义 整 环 D 上 关于 未 定 元 ZT1,…,Zn 的 多 项 式 形式 可 递 推 地 定义 为 整 环 
DIz1,…,zZn-1] 上 关于 变量 zn 的 多 项 式 形式 , 而 Dv1,…,zn-1] 是 DD 上 关于 变量 


1 


…Zn-l 的 多 项 式 形式 组 成 的 整 环 (简单 地 说 , D[z1,…, zn] = Diz zol 


[zn]). 整 环 DD 上 关于 变量 21，…,zn 的 多 项 式 函 数 是 由 常 值 函 数 f(T1,……， zn) 一 
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和 郊 个 恒 等 函 数 户 (Z1 ,Zn) = Tili = 1,…,n) 通过 加 法 、 减 法 和 乘法 构造 出 来 
的 . 
例如 , 在 两 个 变量 z,y 的 情况 下 ， 


p(T,y) = (3+72)+0:y+ (27 — 23)y 
是 一 个 这 样 的 形式 一 一 通常 把 它 写成 更 顺 的 形式 
3 +z2 + 2zg2 一 zy. 


根据 定理 4 对 n 用 归纳 法 得 
定理 7 如 果 丫 是 无 限 的 , 那么 DD 上 关于 变量 1,… ,zn 的 每 个 多 项 式 函 数 可 按 一 
种 且 只 有 一 种 方法 表示 为 多 项 式 形式 .不管 DD 是 无 限 的 还 是 有 限 的, D[z1,:… ,zn] 
是 一 个 整 环 . 

从 定义 明显 看 出 , 变量 下 标的 每 个 置换 , 引导 出 关于 D(z1,…,zn) 的 一 个 自然 
的 自 同 构 , 其 中 D(z1,…,zn) 是 n 个 变 基 多 项 式 函 数 的 交换 环 . 如 果 DD 是 无 限 的 ， 
由 定理 7 得 到 , 上述 结论 对 多 项 式 形式 也 是 正确 的 (这 些 定义 对 于 变量 不 是 对 称 的 ). 
现在 我 们 证 明 , 这 个 结论 对 任意 整 环 D 都 是 正确 的 . _ 
定理 8 ”变量 下 标的 每 个 置换 ,引导 出 D[z1,…,zn] 上 的 不 同 自 同 构 . 

证 明 ”考虑 两 个 未 定 元 z,y 的 情况 . Dly,z] 的 每 个 形式 


p(y, 7) = > (Pe)s, 


可 以 根据 Dly,z] 中 的 分 配 律 、 交 换 律 和 结合 律 重新 排列 得 出 一 个 形 为 
p(y,7) = > (Fe) 
i i 


的 表达 式 . 根据 这 个 表达 式 的 形式 , 似乎 可 以 把 它 解释 为 整 环 Dz,yj( 先 x 后 y) 中 
的 多 项 式 p'(z,y). 这 样 建立 的 对 应 p(y,z) 一 p'(z,y) 是 一 一 的 一 一 每 个 非 零 元 
素 oz 的 有 限 集合 恰好 对 应 了 D[y,z] 中 一 个 元 素 , 也 恰好 对 应 DIz,y] 中 一 个 元 素 . 最 
后 , 因 加 法 和 乘法 的 法 则 (2) 和 (3) 可 以 从 整 环 的 公设 推出 , 而 Dly,z] 和 D[z,y] 都 
是 整 环 , 所 以 我 们 看 到 这 个 对 应 保持 了 和 与 积 . 

人 % 个 未 定 元 的 情况 可 以 用 更 复杂 更 一 般 的 记号 类 似 地 处 理 , 或 者 从 两 个 变量 的 
情况 出 发 用 归纳 法 推导 出 . 

于 是 Dfz1,…,zn] 事实 上 对 称 地 依赖 于 z1,… ,zn， 这 就 启发 我 们 构造 一 种 
DIz1,…,zn] 的 定义 , 从 这 定义 对 称 性 是 一 目 了 然 的 . 在 n = 2 情况 下 对 于 整 环 
D” = D[z,yl, 可 以 粗略 地 说 明 如 下 . 第 一 , D” 是 由 z,y 和 DD 的 元 素 生成 的 (D” 的 
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每 个 元 素 可 以 由 z,y 和 D 的 元 素 反 复 进行 求 和 与 求 积 运算 而 得 ). 第 二 , 生成 元 = 
和 wy 是 D 上 并 立 未 定 元 (或 者 是 在 D 上 代数 独立 的 ). 这 就 意味 着 , 系数 oz 在 DD 
上 的 有 限 和 省 aijz*y? 可 以 为 零 当 且 仅 当 所 有 系数 ai 全 为 零 . 这 两 个 性 质 以 对 称 


的 方式 ( 见 下 面 的 习题 9 ) 唯一 确定 整 环 D[z,]. 


- 


习 题 


把 下 列 各 式 表示 成 系数 在 D[z] 上 关于 y 的 多 项 式 ， 
(a) p(z,2) = yz 十 (z2 — ry)?, 
(b) gq(z,9) = (z 十 一 3yz(z2 十 并 一 1 


2. 计算 整 环 Z。 上 关于 两 个 变量 z,y 的 所 有 可 能 的 函数 的 数目 . 


ES 名 


PAP 


» 


， 重 写 下 列表 达 式 为 关于 z 的 多 项 式 , 其 系数 是 关于 y 的 多 项 式 ( 像 定理 8 的 证 明 中 那 


样 )， 
(3z2 +2z 十 Dya + (ze + 2)y + (27 — By + 7 一 3z2 二 27. 


“ 设 DD 为 任意 整 环 , 证 明 : 把 p(z) 映射 到 p(-z) 的 对 应 是 D[z] 的 一 个 自 同 构 . 它 也 是 


D(z) 的 自 同 构 吗 ? 


对 应 plz) 一 p(z 十 c)( 此 处 c 为 常数 ) 是 D[z] 的 自 同 构 吗 ? 用 数 的 例子 加 以 说 明 . 


设 下 为 域 , 证 明 : 对 任意 常数 过 0, 对 应 p(z) 一 p(az) 是 Flz] 的 一 个 自 同 构 . 

除了 定理 8 中 所 氢 述 的 外 , 列 出 D[z,y] 上 的 自 同 构 . 

证 明定 理 7， 

(a) 对 n=2，  (b) 对 任意 m. 

(a) 详细 证 明 ， 整 环 D[z,y]( 先 z 后 y) 确实 是 由 两 个 并 立 未 定 元 > 和 y 在 D 上 生 
成 的 . 

(b) 设 D' 和 D” 是 两 个 整 环 , 它们 分 别 是 由 两 个 并 立 未 定 元 z',y 和 2",y" 在 D 上 生 
成 的 , 证 明 : 在 “z' 映射 到 z”, y/ 映射 到 y", DD 的 每 个 元 素 映 射 到 它 自身 ”的 对 
应 之 下 , D' 和 D” 同 构 . 

(©) 对 n= 2, 利用 (a) 和 (b) 给 出 定理 8 一 个 另外 的 证 明 . 


3.5 ”加 转 相 除法 
多 项 式 馈 转 相 除法 (有 时 称 为 “多 项 式 长 除法 ” ) 为 下 面 多 项 式 相 除 提供 了 一 


个 标准 形式 : 用 一 个 多 项 式 a(z) 去 除 另 一 个 多 项 式 b(z) 以 便 得 到 商 式 g(z) 和 余 
式 r(z),r(z) 的 次 数 低 于 除 式 a(z) 的 次 数 . 我 们 现在 将 证 明 , 这 个 轰 转 相 除 法 , 虽然 
通常 是 在 有 理 系数 多 项 式 上 进行 的 , 但 实际 上 对 于 系数 在 任意 域 上 的 多 项 式 都 是 可 
行 的 . 
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定理 9 如果 玉 为 任意 域 , a(z) 天 0 和 bfz) 是 严 上 的 任意 多 项 式 ,那么 我 们 可 以 
找到 媚 上 的 多 项 式 g(z) 和 r(z), 使 得 
bz) = qg(z)a(z) + 7(7) (8) 


成 立 , 这 里 r(z) 或 者 为 震 或 者 它 的 次 数 低 于 a(z) 的 次 数 . 

证 明 概 要 从 5(z) 中 减 去 除 式 a(z) 与 适当 的 单项 式 cz* 的 乘积 , 逐步 消去 被 除 式 
b(z) 的 最 高 项 . 如 果 a(z) = ao + aiz 十 … 二 amzm(amn 天 0),b(z) = bo 二 biz 十 … 十 
bnz™(bn 天 0), 并 且 b(z) 的 次 数 n 不 低 于 a(z) 的 次 数 m, 则 我 们 可 以 做 差 


bi(z) =b(z)— 如 gr-ma(z) 
=0.0+ (0 re ) r+ (9) 
bi(z) 的 次 数 低 于 nn 或 者 为 零 . 然后 我 们 可 以 重复 这 一 过 程 直到 余 式 的 次 数 低 于 m 
为 止 . 
加 转 相 除法 的 正式 证 明 可 以 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 , 如 1.5 节 中 所 描述 的 


那样 . 设 m 是 a(z) 的 次 数 . 任何 次 数 n < m 的 多 项 式 Hz) 可 表示 成 b(x) = 
0.a(z) +b(z), 其 商 式 q(z) = 0. 对 次 数 n> m 的 多 项 式 , 由 (9) 式 得 到 


b(z) = bi(z)+ 这 smal) (10) 


其 中 bi(z) 的 次 数 上 <n, 除非 bi(z) = 0, 由 数学 归纳 法 第 二 原理 我 们 可 以 假定 , 表 
达 式 (8) 对 于 一 切 次 数 大 < 的 多 项 式 都 成 立 , 于 是 我 们 有 
ba(z) = qi(z)a(z) +r(z)， (11) 


其 中 r(z) 的 次 数 低 于 m, 除非 r(z) = 0. 把 (11) 式 代入 (10) 式 中 , 我 们 得 到 所 要 求 
的 方程 (8) 


un) = [a + Es" | ls) +70) 


特别 是 , 如 果 多 项 式 a(z) = z 一 c 是 线性 首 一 的 , 那么 (8) 中 的 余 式 是 一 个 常数 
7= bz) 一 (Zz 一 c)q(z), 如 果 我 们 令 z = c, 这 个 方程 给 出 > = b(c) 一 04(c) =b(o). 因 
此 我 们 有 
推论 用 z 一 ec 去 除 多 项 式 p(z), 其 余数 是 p(c) ( 称 为 余数 定理 ) 

当 (8) 中 的 余 式 是 零 时 , 我 们 就 称 5b(z) 可 被 a(z) 整除 . 更 确切 地 说 , 如 果 a(z) 
和 b(z) 是 整 环 D 上 的 两 个 多 项 式 形式 , 那么 , 在 D 上 (或 在 D[z] 中 )b(z) 可 被 
a(z) 整 除 当 且 仅 当 存 在 某 个 多 项 式 形式 q(z) < D[z], 使 得 b(z) = q(z)a(z). 
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习 题 


证 明 : 在 (8) 式 中 对 于 给 定 的 a(z) 和 b(z),q(z) 和 r(z) 是 唯一 的 . 

设 bz)=25 一 23 十 37 一 5, a(z)=z2 二 7, 计算 aq(z) 和 r(z). 

设 a(z) 分 别 为 z 一 2,2 十 2,Z3 十 Zz 一 1,b(z) 同 习题 2 一 样 , 计算 q(z) 和 r(z). 

(a) 对 域 Zs 做 习题 2. (b) 对 域 Zs 做 习题 3. 

在 域 F 中 给 出 不 同 的 数 ao, a1,…,an, 令 a(z) = 让- 2). 证 明 : FP 上 任意 多 项 式 


f(z) 被 a(z) 除 所 得 的 余 式 r(z), 确 是 f(z) 在 这 些 点 上 的 拉 格 朗 日 插值 . 
在 Zs, 2Z5, Zr 中 任何 一 个 整 环 上 zs + z2 +z+I 可 被 zz+3z+2 整 除 吗 ? 
找 出 所 有 可 能 的 环 Zn, 在 其 上 zs - 10z + 12 可 被 zz + 2 整除 . 
(a) 设 任意 整 环 上 一 个 多 项 式 f(z) 有 f(a) = 0 = f(b), 其 中 a 取 b, 证 明 : f(z) 可 被 
(z 一 a)(z 一 5) 整除 . 
(b) 推广 这 个 结果 . 
. 在 应 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 加 转 相 除 法 时 ,P(n)( 见 1.5 节 ) 确切 的 含义 是 什么 ? 
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我 们 可 以 得 到 关于 多 项 式 的 完全 类 似 于 算术 基本 定理 的 定理 (或 称 为 唯一 因子 
分 解 定理 ). 在 这 个 类 比 中 ,“ 不 可 约 多 项 式 ” 扮演 素数 的 角色 , 它 的 定义 如 下 . 
定义 ”一 个 多 项 式 形 式 如 果 它 可 以 分 解 出 系数 在 下 上 次 数 较 侈 的 多 项 式 因子 , 则 
称 它 为 下 上 可 约 多 项 式 ; 否则 称 它 为 尺 上 不 可 约 多 项 式 . 

例如 , 多 项 式 z2 +4 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 如 果 不 然 , z??+4 = (z 十 ao)(z 十 人 
令 z= 一 b 代 入 上 式 得 (-9)?+4=(-b+a)(-b+b) = 0, 因此 (-60)?= -4. 这 显 
然 是 不 可 能 的 , 因为 在 这 个 域 中 一 个 数 的 平方 不 可 能 是 负 的 . 因为 在 任意 有 序 域 中 ， 
同样 的 论证 也 成 立 , 所 以 我 们 得 出 结论 : 在 实数 域 或 其 他 任意 有 序 域 上 , z2 + 4 也 
是 不 可 约 的 . 

为 了 阐明 不 可 约 多 项 式 和 素数 之 间 的 类 似 , 我 们 现在 对 任意 整 环 D 来 定义 某 
些 整 除 性 的 概念 , 例如 对 多 项 式 环 Q[z]、 整数 环 或 者 别 的 整 环 来 定义 . 

忆 的 元 素 a 可 被 b 整 除 ( 记 作 bla) 的 定义 是 , 在 D 中 存在 某 个 c, 使 a= cb. 如 
果 bla 而 且 al 则 称 两 个 元 素 a 和。 是 相伴 . 单位 元 素 1 的 相伴 称 为 单位 . 因为 对 
一 切 a, 有 1la, 所 以 u 是 D 中 的 单位 当 且 仅 当 它 在 D 中 有 乘法 逆 元 素 u-1, 使 得 
1 = wu-1. 具有 这 个 性 质 的 元 素 也 称 为 可 这 元 素 . 

如 果 a 和 0 是 相伴 , a = cb 并且 b= ca, 因此 o = cca. 由 消去 律 得 1 = co, 于 
是 < 和 % 都 是 单位 . 反 过 来 , 如 果 忌 是 单位 , 则 a = wb 是 5 的 相伴 . 因此 两 个 元 素 
是 相伴 当 且 仅 当 其 中 每 一 个 可 以 从 另外 一 个 乘 以 单位 因子 而 得 到 . 


TA- 


0 
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例 工 在 城中 , 每 个 a 关 0 痢 是 单位 
例 2 “在 整数 环 Z 中 , 单位 只 有 +1, 因此 任何 a 的 相伴 是 a. 
例 3 “在 未 定 元 = 的 多 项 式 环 Do] 中 , 乘积 f(z) .9(2) 的 次 数 是 这 两 个 因子 的 次 
数 之 和 . 因此 任何 元 素 b(z) 如 果 有 多 项 式 道 ( 即 afz)i(z) = 1), 它 必 须 是 零 次 多 项 
式 bx) = b. 这 样 常数 多 项 式 有 逆 仅 当 在 D 中 有 逆 因此 Dz] 的 单位 都 是 古 
的 单位 

如 果 是 起 那么 多 项 式 环 Fa] 的 单位 恰 是 的 非 零 常数 , 因此 两 个 多 项 式 
f(s) 和 gle) 在 Fla] 中 相伴 当 且 仅 当 每 一 个 是 另外 一 个 的 常数 信 . 
例 4 在 一 切 数 a+bV3(a,6 为 整数 ) 构成 的 整 环 Z[vV 避 中 ,由 (a+bV3)(z-yV3) 一 1 
得 出 4 = 二 p51V 一 历 一 35 一 这 些 都 是 整数 当 且 仅 当 ?2 1. 于 是 
1 土 V3 和 3 土 2V3 是 Z[V3 习 中 的 单位 , 而 2+ V3 不 是 Z[V 习 中 的 单位 . 

任意 整 环 D 的 元 素 5 可 被 它 的 一 切 相伴 整除 , 还 可 被 一 切 单位 整除 . 这 些 相伴 
和 单位 称 为 5 的“ 候 因子 ”. 不 是 单位 也 不 具有 真 因子 的 元 来 称 为 D 中 素 元 素 或 称 
它 在 DD 中 是 不 可 约 的 . 
例 5 在 任意 域 上 ,线性 多 项 式 az+ Ma #0) 是 不 可 约 的 , 这 是 因为 它 的 因子 只 
是 常数 (单位 ) 或 是 它 本 身 的 常数 偿 (相伴) 
例 6 考虑 “高 斯 整数 " 环 ZIVT, 它 是 由 所 有 形 为 a+bV-I( 其 中 wb Z) 的 数 
组 成 .如果 a+bVT 是 单位 ,那么 对 菜 个 c+ dV 我 们 有 


1=(a+bV-i)(c+dV-i) = (ac—bd) + (ad+bovV-L. 
因此 ac 一 bd = 1,ad + bc = 0, 并 容易 验证 


1=(ac—bd)? + (ad+bc)? = (a? 十 妇 )(cz + d?). 


因为 2 十 六 ,+ 由 都 是 非 负 整数 , 所 以 我 们 推断 a? 十 刀 = c + 只 = 1; 于 是 只 可 
能 是 : 1, 一 1, VI 和 , 一 Vl, 给 出 四 个 单位 . 

引 理 ”在 任意 整 环 万 中 , 关系 “a 和 日 是 相伴 ”是 一 个 等 价 关系 

证 明 将 留 给 读者 (还 见 下 面 的 习题 1 ~ 习题 3). 


习 是 


1. 在 任意 整 环 D 中 , 证 明 ， 
(a) 关系 “ila” 满足 自 反 律 和 传递 律 . (b) 如 果 e 关 0, 那么 bla 当 且 仅 当 bclac. 
(oc) 任意 两 个 元 素 有 公 因 子 和 公 倍 数 . (qd) 如 果 alb 和 alc, 那么 al(b 土 o). 

2. 证 明 : Zm 的 单位 都 是 与 m 互 素 的 整数 . 
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名 


SS oA 


在 任意 落 环 中 , 设 “a ~ b” 的 含意 是 “a 和 相伴 ”, 证 明 ， 

(a) 如 果 a ~ 那么 cla 当 且 仅 当 clb. 

(b) 如 果 a ~ 5b, 那么 alc 当量 仅 当 ble. 

(c) 如 果 alc 当 且 仅 当 ble, 那么 a ~ 6. 

(d) 如 果 p 为 素 元 素 并 且 p ~ a, 那么 4 也 是 素 元 素 

证 明 : 如 果 a ~ a 且 b~ ,那么 ab~ ob 而 一 般 来 说 ,a+b~af+ 是 不 对 的 . 
证 明 广义 消去 律 : 如 果 az ~ by,a ~.b 并 且 a 关 0, 那么 z ~y. 

列 出 吕 + 2z 一 1 在 zs 中 的 所 有 相伴 . 

找 出 两 个 未 定 元 的 多 项 式 环 D[z,y] 中 的 全 部 单位 . 

对 于 整 环 D 中 哪些 元 素 a, 使 得 对 应 p(z) 一 * plaz) 是 DIz] 的 自 同 构 ? 

找 出 整 环 DD 中 的 全 部 单位 , 这 里 刀 是 由 所 有 有 理 数 卫 组 成 , 其 中 m 和 n 为 整数 , 并 
且 n 不 能 被 7 整除 . 


当 a 二 a 十 bV5, 定义 N(a) = a? - 352, 证 明 : 


(a) N(aa') = N(a)N(a'). 
(b) 如 果 a 是 ZIV 引 中 的 单位 , 那么 N(a) = 士 1， 


, 设 Z[v 引 是 由 一 切 数 a = a 十 bV5(a,b 为 整数 ) 组 成 的 整 环 , 目 令 N(a) = a? - 502. 


(a) 证 明 : 9 + 4V5 是 这 个 整 环 中 的 单位 (参见 习题 10). 

(b) 证 明 , 1 - V5 和 3 + V5 是 相伴 , 但 不 是 单位 . 

(c) 证 明 : 一 般 地 , a 是 单位 当 且 仅 当 N(a) = 士 1. 

(d) 设 N(a) 是 Z 中 的 素 元 素 , 证 明 : a 是 Z[v 引 中 的 素 元 素 . 

(e) 证 明 : 4+ V5 和 4 一 V5 是 素 元 素 . 

(f) 证 明 , 2 和 3 + V5 是 素 元 素 . (提示 : 对 任何 x e Z,z? = 2(mod5) 是 不 可 能 的 .) 
(g) 利用 2.2=(3 + V5)(3 - V5) 证 明 : Z[V 引 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 ( 见 3.9 节 ). 


.详细 证 明正 文中 的 引 理 . 


3.7 不 可 约 多 项 式 
多 项 式 代数 中 的 一 个 基本 问题 是 寻求 判断 给 定 域 上 多 项 式 可 约 性 的 有 效 方法 ， 


这 种 判断 自然 完全 依赖 于 所 考虑 的 域 F. 例如 , 在 复数 域 C 上 , 多 项 式 z? + 1 分 解 
为 z2+1= (C+V=T.(z- V=T. 事实 上 , 正如 5.3 节 中 将 要 指出 的 , Clz] 中 只 有 
线性 多 项 式 是 不 可 约 的 . 而 z? + 1 在 实数 域 及 上 是 不 可 约 的 . 


再 有 , 因为 2? 一 28 = (z 一 V28)(z + V38), 所 以 多 项 式 z? - 28 在 实数 域 上 是 可 


约 的 . 但 是 , 这 个 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 后 面 我 们 将 严格 证 明 它 . 

引 理 ”一 个 二 次 或 三 次 多 项 式 p(z) 在 域 下 上 是 不 可 约 的 , 除非 对 某 个 ce FP, 有 
p(¢) = 0. 

证 明 把 p(z) 任意 分 解 成 次 数 较 低 的 多 项 式 , 其 中 一 个 因子 必 是 线性 的 , 这 因为 多 
项 式 乘积 的 次 数 等 于 全 体 因 子 的 次 数 之 和 - 
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定理 10 设 p(z) = aoz?" +alizn-1 十 … 十 an 是 整 系数 多 项 式 . 方程 p(z) = 0 的 任 

何 有 理 根 二 必 满足 rlan 和 slao. 

证 明 ”假设 对 某 个 分 数 >= 上 满足 plz) = 0. 约 掉 和 < 的 最 大 公 因子 后 ， 
我 们 可 以 把 志 表示 成 两 个 互 素 整数 > 和 s 的 商 车, 把 它 代入 p(z) 得 


o=sp( 二 ) 一 aorn" 十 alrn -15 十 … 十 ansn， (12) 


因此 


一 aor” = s(Q1r™-! + a2r™ ?28+ .+ ans™!), 


所 以 slaor". 但 是 (s,r) = 1, 因此 逐次 应 用 1.7 节 定 理 10 得 slaor"-1,…,slao. 类 
似 地 , 因为 
—ans" = 7T(Q0r™ 1 + + Qan-15"-!), 

所 以 有 rlan. 
推论 整 系数 首 一 多 项 式 的 任意 有 理 根 都 是 整数 . 

现在 容易 证 明 z? 一 28 在 Q 上 是 不 可 约 的 . 根据 推论 , z? = 28 意味 着 z = 了 是 
一 个 整数 . 但 是 , 当 lz| 26 时 zx? 一 28 > 0, 当 jz| < 5 时 z? 一 28 <0, 因 此 没有 一 个 
整数 可 能 是 z? - 28 = 0 的 根 , 所 以 (由 引 理 )z? 一 28 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 

有 理 数 域 Q 上 多 项 式 的 不 可 约 性 的 一 般 判 别 法 (容易 的 ) 是 没有 的 (特殊 情形 
的 判别 见 3.10 节 ). 


习 题 


. 检验 下 列 方程 是 否 有 有 理 根 : 
(a) 3zs 一 7z =5, (b) 5z3 +z2 十 z 王 4， 
(c) sz5+3z2 =17，  (d) 6zs - 3z = 18. 
, 证明; 30z"” = 91( 整 数 ”> 1) 没有 有 理 根 . (提示 : 利用 算术 基本 定理 .) 
.对 哪些 有 理 数 zx, 3z? 一 7z 为 一 整数 ? 找 出 充分 必要 条 件 . 
0 和 250 之 间 有 哪些 整数 a, 使 得 对 于 某 个 n > 1 方程 30z”= a 有 有 理 根 ? 
2 十 1 在 Zs 上 是 不 可 约 的 吗 ? 在 Zs 上 呢 ? 对 z3 +z 十 2 结果 如 何 ? 
找 出 有 限 域 使 得 
(a) z2? 一 2 在 其 上 是 可 约 的 . 
(b) zx? 一 2 在 其 上 是 不 可 约 的 . 
找 出 域 Zs 上 所 有 二 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
找 出 域 Z3 上 所 有 三 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
证 明 : 如 果 ao + a1z 十 a27? 十 … 十 anz" 是 不 可 约 的 , 那么 os +an_iz 十 ,…+aozn 也 
是 不 可 约 的 . 


吕 


mp 
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10. 分 别 在 下 列 各 个 域 上 , 把 多 项 式 z* 一 5z? + 6 分 解 成 不 可 约 因子 之 积 ， 
(a) 有 理 数 域 上 ， (b) 2.1 节 的 域 Q(V3 上 . (c) 实数 域 上 . 
*11. 证 明 , 如 果 4ac > 刀 , 那么 az? + bz +c 在 任何 有 序 域 上 是 不 可 约 的 . 


3.8 ”唯一 因子 分 解 定理 


整个 这 一 节 中 我 们 将 研究 整 环 Flz] 上 的 因子 分 解 , F[z] 是 由 域 上 关于 未 定 
元 z 的 多 项 式 形成 组 成 . 主要 结果 是 : 因子 分 解 (分 解 成 不 可 约 ( 素 ) 因子 ) 是 唯一 
的 , 其 证 明 类 似 于 算术 基本 定理 (第 1 章 ), 实际 上 是 形式 上 的 重复 . 这 个 类 比 包含 
着 下 面 基 本 概念 , 这 个 概念 将 在 第 13 章 里 作 系统 讨论 . 
定义 ”交换 环 尽 的 非 空子 集 C 称 为 理想 是 指 CO 满足 : 由 aEC 和 bEC 可 推出 
a+tbe0C, 由 aECO 和 reRR 可 推出 ra€. 
注 ” 对 任意 ae R, a 的 所 有 倍数 ra 的 集合 是 一 个 理想 , 这 因为 对 7,sE RR 有 


ra 士 sa=(r 土 sja 和 s(ra) = (sr)a. 


这 样 的 理想 称 为 主 理想 . 我 们 将 指出 , 任何 FIz] 中 的 所 有 理想 都 是 主 想 理 . 
定理 11 ”在 任何 域 玉 上 , F[z] 的 任何 理想 C, (i) 或 者 仅 由 零 组 成 , (ii) 或 者 由 任何 
次 数 最 低 的 非 堆 元 素 a(zZ) 的 倍数 q(z)a(z) 的 集合 组 成 . 
证 明 如 果 c 关 {0}, 则 CC 包含 一 个 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 a(z), 其 次 数 记 作 d(a)， 
C 还 包含 a(z) 的 所 有 倍数 a(z)a(z). 这 种 情况 下 , 如 果 b(z) 是 C 的 任 一 多 项 式 , 则 
根据 定理 9, 有 某 个 r(z) = Mz) 一 a(z)a(z) 的 次 数 小 于 d(a). 但 是 根据 假设 , C 包 
含 7(z), 由 C 的 构造 知 C 不 包含 次 数 小 于 d(a) 的 非 零 多 项 式 , 因此 r(z) = 0, 所 以 
bz) = 9(z)a(z), 这 就 证 明了 定理 . 

现在 设 a(z) 和 b(z) 是 任意 两 个 多 项 式 , 考虑 以 任意 多 项 式 s(z) 和 tz) 作为 系 
数 的 a(z) 和 blz) 所 有 “线性 组 合 ”s(z)a(z) + tz)b(z) 构成 的 集合 C. 这 个 集合 C 
显然 是 非 空 的 , 并 且 包 含 着 该 集 元 素 的 任意 和 、 差 或 倍数 , 这 是 因为 (用 缩写 记号 ) 


(sa+tb) + (sat+tb) = (st s)a+t (t+#)b, 
gq(sa+ tb) = (qs)a + (gt)b. 


此 集合 C 是 一 个 理想 , 根据 定理 11, 它 是 由 某 个 次 数 最 低 的 多 项 式 d(x) 的 倍数 
组 成 . 

这 个 多 项 式 d(z) 将 整除 a(z) = 1-a(z)+0:b(z) 和 bz) =0.a(z)+1.bz), 并 
且 可 被 a(z) 和 b(z) 的 任意 公 因子 整除 , 这 因为 d(z) = so(z)a(z) 十 to(z)b(z). 我 们 
的 结论 是 
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定理 12 在 下 lz] 中 , 任意 两 个 多 项 式 a 和 日 具有 最 大 公 因 子 了 满足 (i)dla 和 dlb， 
人 由 cle 和 cb 可 推出 cld, 并 且 (id 是 a 和 的 “线性 组 合 ”d 一 sa 十 地 . 

我 们 注意 , 可 用 1.7 节 中 详细 描述 的 欧 几 里 得 算法 , 由 a 和 明确 地 计算 出 da. 
(这 就 是 上 面 轧 转 相 除 法 可 用 来 明显 地 计算 多 项 式 的 余数 的 原因 .) 

还 有 , 如 果 4 满足 (i), (i') 和 ( 记 ), 那么 d 的 一 切 相伴 也 满足 (i), (iY) 和 (). 附 
带 一 名 ,由 (i) 和 ( 罗 可 推出 ( 记 . 

最 大 公 因 子 d(z) 除 单位 因子 外 是 唯一 的 . 这 因为 , 如 果 d 和 d’ 都 是 多 项 式 a 
和 的 最 大 公 因子 , 那么 由 (i) 和 (i, 有 dld 和 "ld, 因此 d 和 4’ 确 是 相伴 . 反之 ， 
如 果 d 是 最 大 公 因子 , 那么 d 的 每 个 相伴 也 是 最 大 公 因 子 . 有 时 为 方便 起 见 , 把 与 d 
相伴 的 唯一 的 首 一 多 项 式 说 成 最 大 公 因 子 . 

两 个 多 项 式 o(z) 和 b(z), 如 果 它 们 的 最 大 公 因 子 是 单位 及 其 相伴 , 则 称 它们 互 
素 , 这 就 意味 着 多 项 式 互 素 当 和 且 仅 当 它 们 的 公 因子 只 能 是 下 的 非 零 常数 ( 整 环 FIz] 
的 单位 ). 
定理 13 如 果 p(7T) 是 不 可 约 的 , 则 由 p(zjla(z)b(z) 可 推出 p(z)la(z) 或 者 p(x)|b(z). 
证 明 ”因为 p(z) 是 不 可 约 的 , 所 以 p(z) 和 a(z) 的 最 大 公 因 子 或 者 是 p(z) 或 者 是 
单位 元 素 1. 在 前 一 种 情况 , 有 p(z)jla(z), 在 后 一 种 情况 , 我 们 可 写 

1=s(z)p(z) + t(z)a(z), 

因此 

bz) = 1. 8(7) = s(z)p(z)b(z) + t(z){a(z)b(z)]. 
因为 p(z) 整除 乘积 a(z)b(x), 所 以 p(x) 整除 上 式 右边 两 项 , 因此 整除 b(z). 正如 定 
理 所 要 求 的 那样 . 
定理 14 Fl[z] 中 任意 非常 数 多 项 式 a(z) 可 表示 成 一 个 常数 c 乘 以 某 些 首 一 不 可 
约 多 项 式 的 乘积 . 这 种 表示 除 因 于 出 现 的 次 序 外 是 唯一 的 . 
证 明 首先, 这 样 的 因子 分 解 是 可 能 的 . 如 果 a(z) 是 常数 或 不 可 约 , 那么 定理 显然 
成 立 . 否则 , a(z) 是 低 次 多 项 式 的 乘积 az) = Mz)y(z). 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 
我 们 可 以 假定 


bz) = cpl(7) pm(z)， 8(z) 一 cpi(z) 了 (zh)， 


因此 
a(z) = (ce )p1 (7) …pm(z)pi(z) 了 (2)， 
其 中 cc' 是 一 常数 , pi(z) 和 py(z) 是 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
为 了 证 明 唯 一 性 , 假设 a(z) 可 能 有 两 个 这 样 的 “ 素 ” 因子 分 解 


az) = cpl(z) pm(z) = cq1(7) :gn(7)- 
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显然 c= 是 a(z) 的 首 项 系数 (因为 a(z) 的 首 项 系数 是 其 因子 首 项 系数 之 积 ) 再 
有 , 因为 pi(z) 整除 Cq1(z) …gn(z) = a(z), 所 以 根据 定理 13 它 必 上 整 除 某 个 (非常 数 ) 
因子 gi(z); 因为 qi(z) 是 不 可 约 的 , 所 以 商 式 2 必 为 常数 ; 又 因 Pi(z) 和 gi(z) 
都 是 首 一 多 项 式 , 所 以 常数 必 为 1. 因此 mm(z) = gi(z). 消去 之 后 , pz(z)…'pm(z) 等 
于 qn(k 关 引 的 乘积 , 并 且 乘积 的 次 数 低 于 afz) 的 次 数 . 因此 再 根据 数学 归纳 法 第 
二 原理 , py(z)(j 六 1) 与 qk( 关 让 成 对 地 分 别 相 等 , 这 就 完成 了 证 明 . 

一 个 推论 是 (参考 1.8 节 最 后 一 段 ), 作为 a(z) 的 因子 而 出 现 的 每 个 首 -不 可 约 
多 项 式 pi(z) 的 指数 e; 是 由 a(z) 唯一 确定 的 , 并 且 它 是 使 得 pi{z]j*lafz) 的 最 大 的 


€. 


如 果 像 定理 14 那样 , 多 项 式 a(z) 分 解 成 不 可 约 因 子 pi(z) 的 积 , 但 pi(z) 不 必 
是 首 一 多 项 式 , 那么 , 这 些 因子 不 再 是 唯一 的 了 . 然而 , 每 个 因子 pi(z) 被 它 的 首 项 
系数 来 除 而 得 出 唯一 的 首 一 不 可 约 因 子 , 因此 在 F[z] 上 pi(z) 是 这 个 不 可 约 因子 的 
相伴 .所 以 , 任意 两 个 这 样 的 因子 分 解 只 要 重新 排序 , 并 由 适当 的 相伴 因子 代替 每 
个 因子 , 就 可 做 到 彼此 一 致 综 上 所 述 , Flz] 中 的 多 项 式 的 因子 分 解 , 除了 相差 次 序 
和 单位 因子 外 (或 者 说 除了 相差 次 序 和 用 相伴 因子 替换 外 ) 是 唯一 的 . 


习 题 


证 明 , 如 果 4 是 由 交换 环 R 到 交换 环 R' 的 任意 一 个 同 态 , 那么 R 的 加 法 零 元 素 的 

原 像 构成 R 中 的 一 个 理想 . 

(a) 在 Q 中 求 出 rz -1 和 z4 + za 十 2z2 +z 十 1 的 最 大 公 因 子 . 

(b) 把 最 大 公 因 子 表示 成 已 知 多 项 式 的 线性 组 合 d(z) = s(z)a(z) 十 t(z)b(z). (注意 系 
数 不 一 定 是 整数 .) 

(中 对 zB 一 1 和 z3 一 1 做 (a) 和 (b). 

. 在 Q 中 求 出 2z? + 6z? 一 Zz 一 3 和 z* 十 4z3 十 3z? 十 z+ 十 1 的 最 大 公 因 子 . 

. 假定 多 项 式 的 系数 是 在 Za 中 , 做 习题 3. 

证 明 : z3 +z 二 1 是 模 5 不 可 约 . 

在 Zs 中 对 下 列 多 项 式 进行 因子 分 解 : 

(a) zz +z 十 1 (b) z3 十 z 十 2， (c) 273 十 272 +z 十 1 

(d) z4 +z3 十 z 十 1 *(e) z4 + zs 二 zz 十 2. 

在 有 理 系数 多 项 式 环 中 列 出 2 一 1 的 全 部 因子 (相伴 除外 ). 证 明 , z4 ~ 1 的 每 个 因子 

与 你 所 列 出 的 某 个 因子 相伴 . 

分 别 对 ze -1 和 zx 一 1 做 习题 7. 

9. 证 明 : Z 上 两 个 多 项 式 形式 g(z) 和 r(z) 表示 Z。 上 同一 个 函数 当 且 仅 当 


(7? —z) | [etz) —7(2)]. 
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(提示 : 利用 3.2 节 习题 6.) 


10. 证 明 : 域 上 多 项 式 的 任意 有 限 集合 有 一 个 最 大 公 因子 , 它 是 已 知 集合 中 所 有 多 项 式 的 


20. 


S 


线性 组 合 . 


(a) 证 明 : 域 上 任意 两 个 已 知 多 项 式 的 所 有 公 倍 数组 成 的 集合 是 一 个 理想 . 


(b) 证 明 多 项 式 有 最 小 公 倍数 ; 通过 求 zz + 3z + 2 和 (z + 1)? 的 最 小 公 倍数 加 以 
说 明 . 

设 给 定 已 上 的 多 项 式 p(z) 具有 性 质 , p(z)la(z)b(z), 总 可 以 推出 或 者 p(z)la(z) 或 者 

2(z)lb(z), 证 明 p(z) 在 下 上 是 不 可 约 的 . 

证 明 : 如 果 已 知 多 项 式 p(z) 适合 : 任何 其 他 多 项 式 或 者 与 p(z) 互 素 或 者 可 被 p(z) 整 

除 , 那么 p(z) 是 不 可 约 的 . 

设 m(z) 是 不 可 约 多 项 式 的 等, 证 明 : 由 m(z)la(z)b(z) 可 推出 或 者 m(z)|a(z), 或 者 对 

某 个 e, 有 mz)|(6(z))*. 

设 h(z) 与 f(z) 和 9(z) 两 个 多 项 式 互 素 , 证 明 : h(z) 与 f(z)g(z) 互 素 . 


. 证 明 : 如 果 h(z) 与 f(z) 互 率 , 并 且 h(z)|f(z)g(z), 则 h(x)lg(z)- 


证 明 : 如 果 f(z) 和 g(z) 是 Flz] 中 互 素 的 多 项 式 , 并 且 F 是 K 的 子 域 , 那么 f(z) 和 
g(z) 在 K[z] 中 也 是 互 素 的 . 


. 证 明 : 如 果 两 个 有 理 系数 多 项 式 具 有 公共 实 根 , 那么 它们 具有 非常 数 公 因子 (也 是 有 理 


系数 多 项 式 ). 


. 下 面 给 出 有 理 系数 多 项 式 的 某 些 集合 . 这 些 集合 中 哪 一 些 是 理想 ? 当 集 合 是 理想 时 , 找 


出 该 集合 中 次 数 最 低 的 多 项 式 . 

(a) 满足 b(3) = 5(5) = 0 的 所 有 b(z); 

(b) 满足 b(3) 关 0 和 6(2) = 0 的 所 有 5b(z); 

(c) 满足 M3) = 0,5(6) = b(7) 的 所 有 b(z); 

(d) 使 得 b(z) 的 某 个 短 可 被 (z 二 1)“(z + 2) 整除 的 所 有 6b(z). 

设 S 是 F 上 多 项 式 的 任意 集合 , 它 包含 其 中 任意 两 个 元 素 之 差 , 并 且 当 它 包含 任意 
bz), 就 必 包 含 zb(z) 和 ab(z), 这 里 a 是 下 中 任意 常数 , 证 明 5 是 一 个 理想 . 


“3.9 ”其 他 唯一 因子 分 解 整 环 
考虑 有 理 数 域 Q 上 关于 两 个 未 定 元 的 多 项 式 形 式 构成 的 整 环 Q[z,y]. a(z,y) = 


Zz 和 b(z,y) = 妇 +z 的 公 因 子 只 能 是 1 及 其 相伴 , 但 是 不 存在 多 项 式 s(z,y) 和 
t(z, 引 ), 满足 关系 式 zs(z,y) + (2 + zjt(z,g) = 1, 这 因为 不 管 怎样 选取 s 和 加 多 项 
式 zs+ (好 二 zi 总 没有 非 零 常数 项 . 类 似 地 , 在 整 系数 多 项 式 环 Z[z] 中 , 2 和 z 的 
最 大 公 因 子 为 1, 而 关系 式 2s(z) + zt(z) = 1 无 解 . 于 是 这 两 个 整 环 中 定理 12 都 不 
成 立 . 


然而 我 们 可 以 证 明 , 上 述 两 种 情况 分 解 成 素 因子 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 (定理 


14 成 立 ). 
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定义 ”满足 下 列 条 件 的 整 环 称 为 唯一 因子 分 解 整 环 (有 时 称 为 高 斯 整 环 )， 

(i) 非 单位 的 任意 元 素 可 分 解 成 素 因 于 ; 

(ii 除了 相差 次 序 和 单位 因子 外 , 这 种 因子 分 解 是 唯一 的 . 

我 们 的 主要 结果 是 , 如 果 G 是 任意 唯一 因子 分 解 整 环 , 那么 G 上 任意 多 项 式 形 
式 的 整 环 Glz1,… ,zn] 同样 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 对 n 用 归纳 法 , 显然 可 把 问题 归 
结 为 关于 单个 未 定 元 的 Glz] 的 情形 , 我 们 将 考虑 这 种 情形 . 

首先 , 我 们 把 G 嵌入 下 中, FF = Q(G) 为 G 的 形式 商 构成 的 域 (2.2 节 定理 5)， 
并 同 Glz] 一 起 考虑 Flz]. 我 们 可 以 典型 地 把 G 想象 为 整数 环 , 相应 地 把 下 想象 为 
有 理 数 域 . 

其 次 , FIz] 的 多 项 式 如 果 满足 下 列 条 件 , 我 们 就 称 它 为 本 原 多 项 式 : (i) 它 的 系 
数 在 G 中 ( “整数 " ), (i) 它 的 所 有 系数 没有 除 G 中 单位 外 的 公 因子 , 例如 3 - 5z2 
是 本 原 多 项 式 , 3 - 6z2 就 不 是 . 

引 理 1( 高 斯 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 是 本 原 多 项 式 . 


证 明 记 
Derr = Daiz: . Dol, 
大 上 了 
如 果 它 不 是 本 原 多 项 式 , 那么 G 中 某 素 元 素 p 将 整除 每 个 ck. 设 am 和 如 分 别 是 
zr’ 和 5b;z7 中 第 一 个 不 能 被 p 整除 的 系数 (它们 确实 存在 , 因为 这 两 个 多 项 
1 了 
式 都 是 本 原 的 ). 那么 乘积 的 系数 cn+n 的 计算 公式 (3) 给 出 
Qmbn = cm+n — [aobm+n 十 :… 十 am-lbn+l 十 am+libn-l 十 … 十 am+nbo]， 


因为 上 式 右边 所 有 项 都 能 被 p 整除 , 所 以 乘积 ambn 能 被 p 整除 . 这 就 推出 p 必 出 
现在 om 或 者 bn 的 唯一 因子 分 解 式 之 中 , 这 与 选取 am 和 加 为 不 能 被 p 整除 相 矛 


盾 . 
引 理 2 Flz] 的 任意 非 零 多 项 式 f(z) 可 以 写成 flz) = cyf*(7z), 其 中 cr 在 已 中 ， 
J*(z) 是 本 原 多 项 式 . 此 外 , 对 于 给 定 的 f(z), 常数 cf 和 本 原 多 项 式 f*(z) 除了 相 
差 一 个 可 能 的 G 的 单位 因子 外 是 唯一 的 . 
证 明 ”首先 记 

六 


办 人 二 和 十 下 和 yn, qi,bi € G(“ 整 数 ”)， 
设 c= 二 二， 我 们 有 f(x) = cg(z), 其 中 g(z) 的 系数 都 在 G 中 . 现在 令 以 是 
9(z) 的 所 有 系数 的 最 大 公 因子 (这 是 存在 的 , 因为 G 中 唯一 因子 分 解 定理 成 立 ). 显 
然 , 广 () = 2 是 本 原 的 , 并且 f(z) = (co)7(o), 取 of = cc 这 就 是 引 理 中 的 第 
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一 个 结论 

为 了 证 明 cr 和 f* 的 唯一 性 , 只 须 证 明 f* 除了 相差 G 的 单位 因子 外 是 唯一 
的 . 为 此 假定 广 (z) = cg*(z), 其 中 f*(z) 和 g*(z) 都 是 本 原 多 项 式 , 并 且 ce 五. 记 
c= ,其 中 以 ve G 并 且 互 素 , 因此 ug*(z) = vf*(z). 那么 就 是 ug*(z) 的 所 有 
系数 的 公 因子 因为 和" 互 素 , 所 以 v 整除 g*(z) 的 每 个 系数 但 是 g*(z) 是 本 原 
的 , 因此 v 是 G 的 单位 . 由 对 称 性 , u 也 是 一 个 单位 , 所 以 一 5 2 是 G 的 单位 . 这 就 完 
成 了 证 明 . 

引 理 2 的 常数 cr 称 为 f(z) 的 容 度 , 除 相差 G 中 相伴 元 素 外 它 是 唯一 的 . 

引 理 3 如 果 在 G[z] 中 或 者 甚至 在 FIz] 中 有 f(z) = g(z)h(z), 那么 cj ~ coch 并 

且 扩 (Z) ~ g*(Z)h*(z), 这 里 “~v” 表 示 GIz] 中 的 相伴 关系 . 

证 明 ”根据 引 理 1, g*(z)h*(z) 是 本 原 多 项 式 , 显然 它 还 是 f*(z) 的 某 常数 倍 . 根据 

引 理 2, 两 者 仅 相差 G 的 一 个 单位 因子 u( 所 以 两 者 是 相伴 ), 因此 cy = wu-1cgch. 
证 毕 

这 个 引 理 的 一 个 推论 是 , 如 果 f(z) 在 G[z] 中 , 并 且 它 在 Flz] 中 是 可 约 的 , 那 
么 f(z) = ucyg*(Z)h*(Z). 这 就 给 出 下 面 关于 定理 10 的 推论 的 一 个 推广 . 
定理 15 ”如 果 一 个 整 系数 多 项 式 能 分 解 成 有 理 系 数 多 项 式 之 积 , 那么 它 一 定 能 分 
解 成 同 次数 的 整 系数 多 项 式 . 

更 重要 的 是 , 由 引 理 3, 在 G[z] 中 任意 f(z) 的 因子 分 解 式 分 离 成 两 个 独立 的 

部 分 : 一 个 是 它 的 “ 容 度 ” cy 的 分 解 , 一 个 是 它 的 “本 原 部 分 ”f*(z) 的 分 解 , 前 者 
相当 于 G 的 因子 分 解 , 因此 根据 假设 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 . 根据 引 理 3， 
后 者 本 质 上 等 价 于 Fl[z] 中 的 分 解 , 由 定理 14, 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 . 这 
就 提出 了 
引 理 4 如 果 G 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 那么 Glz] 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 
证 明 由 引 理 2, 任何 多 项 式 f(z) 可 分 解 成 f(z) = cyf*(z), 因此 G[z] 中 的 素 元 
素 f(z) 必然 有 因子 cy 或 者 f* 中 的 一 个 是 G[z] 的 单位 . 于 是 Glz] 的 素 元 素 分 为 
两 种 类 型 : 一 类 是 G 的 素 元 素 p, 一 类 是 本 原 不 可 约 多 项 式 , 它 不 仅 在 Glz] 中 而 且 
在 Iz] 中 都 是 不 可 约 的 (定理 15). 

现在 考虑 G[z] 中 任意 多 项 式 f(z). 它 在 F(z) 中 有 一 个 因子 分 解 , 因而 它 与 
Gl[z] 的 某 些 本 原 不 可 约 多 项 式 的 乘积 相伴 , 记 作 f(z) ~ qi(z)… gqm(z). 于 是 f(z) = 
dqi(7).…qm(z), 其 中 G 的 元 素 d 可 分 解 成 G 的 素 因 子 pi 的 积 , 总 之 , f(z) 可 分 解 
成 


f(z) = pi1:…prgi(7) .qm(z), 


其 中 每 个 p; 是 G 的 素 元 素 , 每 个 w(z) 是 Glz] 的 本 原 不 可 约 多 项 式 . 
出 现在 这 个 因子 分 解 式 中 的 多 项 式 gj(z) 除 相差 G 的 单位 外 是 唯一 确定 的 , 它 
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是 作为 Flz] 中 的 f(z) 的 唯一 不 可 约 因子 的 本 原 部 分 . 因为 wj{z) 都 是 本 原 的 , 所 以 
乘积 pl …pr 实质 上 是 f(z) 的 唯一 的 容 度 cy. 因此 pi,…,pr( 实 质 上 ) 是 cj 在 给 
定 整 环 G 中 的 全 部 因子 (唯一 的 ). 这 就 证 明了 G[z] 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 


由 引 理 4 并 对 n 用 归纳 法 我 们 可 得 出 结论 


定理 16 如 果 G 是 任意 唯一 因子 分 解 整 环 , 那么 G 上 每 个 多 项 式 整 环 G[z1,… ,zn] 
也 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 


14.10 节 中 我 们 将 举 出 一 个 整 环 ， 它 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 在 这 个 整 环 上 , 不 


论 定理 12 还 是 定理 14 都 不 成 立 (参见 3.6 节 习 题 11(g)). 


o D 


名 


习 是 


把 下 列 各 式 表示 成 Z[z] 的 本 类 多 项 式 与 一 个 常数 的 乘积 : 
322 + 6r +9, 关 


列 出 6z? + 3z -3 在 ZIz] 中 的 全 部 因子 . 


I 
+3+7. 


. 叙述 一 个 求 Z[z] 中 的 多 项 式 f(z) 的 全 部 线性 因子 az + 的 系统 方法 . 


整数 n 取 什么 值 时 , 2z? + nz -7 在 Qlz] 中 是 可 约 的 . 
找 出 下 面 多 项 式 在 QIz] 中 的 全 体 素 因 子 : 


Zz3— 10017? 一 1， z4 十 50z2 十 2. 


:证明 : 在 唯一 因子 分 解 整 环 中 的 两 个 元 素 a 和。 总 有 最 大 公 因 子 (a,5) 和 最 小 公 倍 数 


[a, 9]. 


.证明 : 在 任意 唯一 因子 分 解 整 环 中 , ab ~ (a,6)[a, 


像 3.8 节 习 题 15 和 习题 16 所 指出 的 “ 互 素 * 元 素 的 性 质 , 在 每 个 唯一 因子 分 解 整 环 
中 成 立 吗 ? 

按照 正文 的 记号 ,直接 证 明 : 

(a) 在 Gfz] 中 , cyf*(z)lceg"(z) 当 且 仅 当 在 G 中 cylcs 并 且 在 Flz] 中 产 (zjlg*(z)， 
(b) 用 (a) 证 明 , 在 GIz] 中 整除 有 积 a(z)b(z) 的 “ 素 元 素 ” 必 整 除 a(z) 或 整除 b(z). 
证 明 : 如 果 在 Flz] 中 f(z) 与 g(z) 互 素 , 那么 yf(z) +g(z) 在 Iz, 世 中 是 不 可 约 的 . 


. 在 Q[z,al 中 , 把 下 列 各 式 分 解 成 不 可 约 因子 的 乘积 , 并 证 明 分 解 出 的 因子 确实 是 不 可 


约 的 : 
(a) ry, (bz 一 刀 ， (c) zs —y, (d) z7 十 2z3y 十 3z2 十 9y. 


. 找 出 zsfz, 引 中 所 有 次 数 < 2 的 不 可 约 多 项 式 . 
: 证 明 : 在 Q[z,y] 中 , 方程 


1=s(z,y)z 一 2)+tzo)z+3 一 3) 


不 存在 多 项 式 解 . 
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14. 证 明 : 对 于 F[z,j 中 的 多 项 式 f(z, 妇 ), 如 果 存 在 一 个 替换 = 一 tr, 一世, 它 产生 一 个 
多 项 式 ftr,t) 在 F 辐 中 是 不 可 约 的 , 并 假定 f(tr,t) 的 次 数 是 所 有 整数 mr 和 ns 的 
最 大 值 (其 中 m,n 是 出 现在 了 中 的 某 一 项 z™y" 的 指数 ), 那么 fle, 切 在 Flz, 切 就 是 
不 可 约 的 . 

(开罗 内 克 尔 (Kronecker)) 证 明 ， 如果 在 Z[z] 中 f(z)lg(z), 那么 对 Z 中 每 个 < 有 
f(g(e)， 从 这 个 事实 (和 3.2 节 的 插值 公式 (5)) 出 发, 提出 一 个 以 有 限 步 可 以 求 得 
Zz] 中 任意 多 项 式 f(z) 的 给 定 次 数 的 全 部 因子 的 系统 方法 . 

16. 设 D 是 所 有 这 样 有 理 数 的 集合 , 它 可 以 写成 分 数 ,其 分 母 5 与 6 互 素 . 证 明 , D 是 

唯一 因子 分 解 蜂 环 


+ 
过 
a 


*3.10 ” 爱 森 斯 坦 不 可 约 判 别 准 则 


显然 ,方程 z” = 1, 当 n 为 奇数 时 , 除了 z = 1 外 没有 有 理 根 . 由 此 得 出 2”? 一 1 
在 Q 上 除了 z 一 1 外 没有 首 一 线性 因子 . 但 是 这 还 不 能 证 明 商 


2 一 


g(z) = 一 Zn 十 Zn2 十 .十 Z 十 1 (13) 


2 一 1 
是 不 可 约 的 , 事实 上 , 这 个 多 项 式 , 除 ”为 素数 外 是 可 约 的 . 

我 们 现在 证 明 , 如 果 n = p 是 素数 , 那么 由 (13) 定义 的 分 圆 多 项 式 %(z) 是 不 
可 约 的 , 因此 xz? -1= (z 一 1)9(z) 给 出 z? 一 1 的 (唯一 ) 因子 分 解 式 (分 解 成 首 一 
不 可 约 因子 ). 这 个 结果 将 从 下 面 关 于 不 可 约 性 的 充分 条 件 推出 , 这 个 定理 是 由 爱 森 
斯 坦 (Eisenstein) 给 出 的 . 
定理 17 对 于 给 定 的 素数 p, 设 


a(z) = anz" + an-17" 1 十.… 十 ao0 
是 一 整 系数 多 项 式 ， 如 果 
an #0(mod p)，on-l 三 an_? 三 … 三 ao 三 0(mod 7p),ao0 #0(mod p?), 


那么 afz) 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
证 明 ”假定 可 能 有 一 个 因子 分 解 (n = m+ 上) 


afz) = (bmzm + bm_17™ 1 + + bo)(CkTE + Ck_1TE™1 + .+ co), 


根据 定理 15, 我 们 可 以 假定 这 两 个 因子 都 是 整 系数 的 , 即 bi, cj 为 整数 . 因为 oo = 
boco, 所 以 假设 中 的 第 三 个 条 件 ao 关 0(mod p?) 意味 着 bo 和 co 不 能 同时 被 p 整 
除 . 固定 一 种 情况 , 我 们 假设 bo 关 0(mod p) 而 co = 0(mod p). 但 是 bck = an 尖 
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0(mod p), 故 ck 关 0(mod p). 选取 最 小 的 指标 r(r < 上) 使 得 cr 关 0(mod p), 而 
cr-1 三 … 三 co 三 0(mod 7p), 那么 
ar = bocr + bicr-1+*…++ brco = bocr (mod p). 


但 是 , 因为 p 是 素数 , 所 以 由 bo 半 0 和 cr 对 0(mod p) 得 出 or 关 0(mod p). 根据 假 
设 , 这 样 的 系数 or 只 可 能 是 an, 故 > = n. 这 表明 第 二 个 因子 的 次 数 必须 是 n, 所 以 


多 项 式 f(z) 确实 是 不 可 约 的 . 证 毕 
当 n=p 时 ， | 于 多 项 式 (13), 这 时 (13) 式 给 出 分 辆 多 项 式 
dz) = 十 zP-2 十 .… 十 2 十 1. (13’) 


实际 上 ， 站 (13), 不 过 这 可 以 做 一 个 简单 的 变量 车 
换 y =z - 1 并 由 二 项 式 展开 得 到 
zl_ Vt)?-l 
Z 一 1 2 
出 现在 上 式 右边 的 二 项 系数 都 是 可 被 素数 p i 这 是 因为 p 作为 因子 出 现 
在 每 个 系数 的 分 子 中 , 并 且 不 能 被 分 母 中 比 它 小 的 整数 消去 . 这 样 , 作为 y 的 多 项 
式 满足 爱 森 斯 坦 判 别 准则 的 假设 条 件 , 因此 是 不 可 约 的 , 原来 (13') 式 的 分 圆 多 项 式 
9(z) 仍 保持 这 种 不 可 约 性 . 


= tp + + 计生 入 


习 题 


- 


. 下列 多 项 式 中 哪些 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 : 

T3272 +++2 z8 二 2z2 二 27 十 4 27 一 多 下 十 15. 

用 爱 森 斯 坦 判别 准则 证 明 , z? + 1 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 

证 明 : 如 果 f(z) 在 域 上 是 不 可 约 的 , 那么 对 FF 中 的 任意 a, f(z + a) 还 是 不 可 约 的 . 

证 明 : 如 果 次 (mn > 上) 多 项 式 f(z) 满足 条 件 an 关 0,ax 关 0,ak-i 三 … 三 ao 三 

0(mod p), 且 ao 关 0(mod p?), 那么 f(z) 有 一 个 次 数 至 少 为 上 的 不 可 约 因子 . 

证 明 : 如 果 2n 十 1 次 奇 次 多 项 式 f(z) 满足 条 件 azn+l 关 0(mod p),azn 三 … = an+l 三 

0(mod p),an 三 an-l 三 … 三 ao 三 0(mod p2),ao 闫 0(mod pa), 那么 f(z) 是 不 可 约 的 . 

(a) 设 f(z) 为 整 系数 首 一 多 项 式 , 证 明 : f(z) 对 于 模 p 的 不 可 约 性 蕴含 着 它 在 Q 上 的 
不 可 约 性 . 

(b) 证 明 : Z 上 的 f(z) 的 每 个 因子 在 模 p 之 下 必 可 化 为 Z。 上 相同 次 数 的 因子 . 

(c) 用 这 个 办 法 (用 小 的 素数 p) 检验 下 列 多 项 式 在 Q 上 的 不 可 约 性 : 
z8 十 6z? 十 5r 十 25， 23+6r2+1lr+8, zt+8r3+722+27+5. 

(a) 设 天 四 是 关于 未 定 元 t 的 全 体 多 项 式 的 整 环 , 对 于 系数 在 下 由 上 的 多 项 式 f(z)， 
叙述 并 证 明 类 似 于 爱 森 斯 坦 判 别 准则 的 定理 . (提示 : 用 t 代替 p.) 

(b) 用 此 定理 证 明 zs + 3t2z2 + 2tz? 十 tz 十 7t 十 刀 在 Flt,z] 中 是 不 可 约 的 . 


名 色 吧 


如 


Eg 


2 
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多 项 式 的 唯一 因子 分 解 定 理 可 以 用 于 有 理 函 数 上 , 以 便 得 到 某 些 简化 的 表达 式 ， 
例如 在 积分 学 中 用 到 的 部 分 分 式 的 展开 . 现在 我 们 就 对 此 进行 讨论 , 这 一 节 涉 及 到 
的 多 项 式 和 有 理 分 式 都 假定 它们 的 系数 是 在 某 一 固定 的 域 PF 上. 


首先 考虑 这 样 的 有 理 式 2 , 它 的 分 母 分 解 成 互 素 的 因子 c(z) 和 d(z), 即 a(z) = 


c(z)d(z). 由 定理 12 给 出 多 项 式 s(z) 和 t(z) 适合 1 = sc 十 好 , 因此 


bc) _ s(z)b(z) , t(z)b(z) 
c(z)d(z) ~ dalz) clz) “ 


(4) 


这 一 结果 可 令 述 成 
引 理 1 一 个 有 理 分 式 , 如 果 它 的 分 母 是 两 个 互 素 多 项 式 c(z) 和 dlz) 的 乘积 , 那 
么 它 可 以 表示 成 分 母 分 别 为 clz) 和 dfz) 的 两 个 商 式 之 和 . 

如 果 分 母 atz) 是 一 个 寡 a(z) = [c(z)]™,m > 1, 那么 这 个 方法 还 不 能 直接 应 用 . 
改换 另 法 , 按照 驾 转 相 除法 , 用 c(z) 去 除 分 子 , 有 


bz) = go(z)c(z) + ro(2), 
然后 再 用 c(z) 去 除 商 qo(z) 得 
4(z) = 9i(z)c(z) +r1(z), 
两 个 等 式 合 起 来 便 得 
bz) = aa(z)[c(z) + r1(z)c(z) + ro(z). 


重复 这 一 过 程 (注意 , 这 个 说 法 隐 含 了 归纳 过 程 ), 采用 缩写 记号 我 们 得 到 了 


bz) = gm-lcm + Tm-1c™ 1 + +ric+ro, (15) 
这 里 每 个 多 项 式 7; = mi(z), 如 果 不 为 零 , 则 它 的 次 数 低 于 c(z) 的 次 数 . 现在 有 理 分 
式 2 变 成 
alz) 
二 于 + 人 (16) 
这 就 证 明了 


@ 这 同 1.5 节 习 题 11 关于 整数 的 十 进 制 小 数 展开 式 相 类 似 - 
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引 理 2 ”以 款 [c(z]]m 为 分 母 的 有 理 式 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 加 上 一 些 有 理 分 式 之 
和 ,每 个 有 理 分 式 的 分 母 是 ctz) 的 界 , 分 子 的 次 数 低 于 c(z) 的 次 数 . 
综合 这 些 结果 , 可 把 任意 给 定 的 分 母 a(z) 分 解 成 首 一 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 如 
果 把 相同 的 不 可 约 因子 归 在 一 起 , 我 们 有 
a(zZ) = aolp1(z)]™ [pz(z)] 2 ……: [pr (2)]™, (17) 
其 中 指数 mi 为 整数 . 任意 两 个 不 同 的 首 一 不 可 约 多 项 式 pi(z) 和 pz(z) 当然 互 素 ， 
因此 睾 pi(z)]™! 和 lps(z)]j”"”? 除了 单位 外 没有 公 因子 , 所 以 是 互 素 的 . 因此 可 以 应 
用 引 理 1 把 分 母 分 解 成 其 中 一 个 因子 是 c1(z) = [px(z)]":, 而 另 一 个 因子 是 (17) 式 


除去 [pr(z)]” 后 余下 的 部 分 . 重复 进行 下 去 , 就 可 把 > 表 为 一 些 分 式 的 和 , 每 个 分 
式 的 分 母 是 pi(z)]™. 最 后 还 可 用 (16) 式 把 每 个 分 式 进一步 化 简 . 

定理 18 ”任意 有 理 分 式 2 可 以 表示 成 一 个 7 的 多 项 式 加 上 形 为 FS 的 
(“部 分 ”) 分 式 之 和 , 这 里 p(z) 为 不 可 约 多 项 式 , r(z) 的 次 数 低 于 p(z) 的 次 数 . 所 
出 现 的 分 母 p(zjjm 是 原来 分 母 atz) 的 一 切 因子 . 


如 果 要 找到 给 定 的 有 理 孙 数 2 的 明显 的 部 分 分 式 表达 式 , 那么 照 定理 18 证 
明 的 每 一 步 去 做 就 可 得 到 . 这 样 的 证 明 称 为 “构造 性 " 证 明 , 它 总 是 可 以 用 于 有 关 
对 象 的 实际 计算 . 
例如 , 在 有 理 数 域 Q 上 考虑 号 1. 分 母 是 (+ 一 D)(z? 十 z+1), 第 二 个 因 于 是 
不 可 约 的 , 由 轮转 相 除法 得 到 z2 +z+1 = (z 十 2) . (z -1) +3. 用 原来 分 式 的 分 子 
(z+1) 乘 这 个 方程 , 我 们 得 到 
3(z+1)=(z+1)(22+7+1)— (z+3r+2)(7 — 1); 
3(z+D_ z+l1_ Z2 十 37 十 2 


73 一 1 Z-1 7z2+z+1l 


所 得 的 每 个 分 式 可 以 通过 驾 转 相 除 法 进一步 化 简 9 得 出 
3(z+1) 2 2z 十 1 
23-1 Zz-1 22 十 Z 十 工 
在 实数 域 R 上 , 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 和 满足 刀 -~ 4ac < 0 的 二 次 多 
项 式 az? + bz + c. (这 个 命题 将 在 5.4 节 定 理 7 中 证 明 .) 因此 , 在 RR ld 
@ 把 这 个 直接 方法 同 微 积 分 教材 中 常用 的 方法 加 以 比较 ， 在 那里 ， 我 们 必须 解 出 出 现在 项 = 一 一 


Br+C 
和 汪汪 后 中 的 未 知 系数 A, B,C 
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数 可 以 表示 成 分 母 是 线性 多 项 式 的 寡 和 二 次 多 项 式 的 等 的 分 式 之 和 . 这 个 事实 在 微 
积分 学 中 用 来 证 明 : 任何 有 理 函 数 的 不 定 积分 可 以 通过 “初等 函数 ”( 即 代数 函数 、 
三 角 函 数 、 指 数 函数 以 及 它们 的 反 函 孝 ) 来 表示 . 根据 定理 18, 有 理 分 式 求 积分 时 ， 

c c(z 十 中 - 、 
本 质 上 可 化 为 Cram 和 tart" 两 种 类 型 的 项 之 和 求 积分 . 因此 , 如 果 这 
两 种 类 型 的 函数 的 积分 可 以 通过 初等 函数 表示 (这 是 可 以 做 到 的 ), 那么 关于 积分 的 
命题 就 将 被 证 明 . 


习 题 


1. 分 解 下 式 成 部 分 分 式 (在 有 理 数 域 上 ): 


3r 十 4 1 1 
Matra Vm- (mrs 

oa 3 3z 一 7 
人) 23 一 03 © Z4 十 572 十 4 0 (z —2)2" 


. 分 别 在 下 列 域 上 把 二 -二 3 6 分 解 成 部 分 分 式 ， 


~ 


(a) 模 5 整数 域 zs， ”(b) 有 理 数 域 Q. 
. 设 ao, a1,…,an 为 不 同 元 素 , 证 明 ， 


名 


He TE Kh 0-He -中 
(提示 : 用 拉 格 朗 日 插值 公式 展开 p(ai) = 1.) 
. 对 m 用 归纳 法 , 证 明 (13) 式 . 
. 用 归纳 法 给 出 定理 18 的 详细 证 明 . 
(a) 证 明 , 任意 非 多 项 式 的 有 理 式 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 与 另 一 个 有 理 式 之 和 , 这 个 有 
理 式 的 分 子 是 次 数 低 于 分 母 次 数 的 多 项 式 . 
(b) 这 种 表示 是 唯一 的 吗 ? 
.如果 限定 所 有 分 式 (包括 部 分 分 式 ) 的 分 子 的 次 数 低 于 相应 的 分 母 的 次 数 , 证 明 下 列 引 
理 和 定理 中 的 表达 式 是 唯一 的 ， 
(a) 在 引 理 1 中 ， ”(b) 在 引 理 2 中 ， (ec) 在 定理 18 中 . 
(a) 设 (z 一 a) 不 是 f(z) 的 因子 , 证 明 


人 
区 -97G Ga * -oF0)’ 


nm 


不 


oo 
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a 


其 中 C= 并 且 g(z) 是 一 个 适当 的 多 项 式 . 


“(b) 对 于 分 母 可 分 解 成 线性 因子 的 有 理 函 数 , 利用 习题 8(a) 或 习题 3 化 成 标准 形式 . 


(a) 设 p(z) 是 不 可 约 的 , 证 明 ， 一 个 分 式 Be 与 p 互 素 ) 的 任何 表示 成 分 式 之 和 
的 表达 式 , 必 至 少 包含 一 个 其 分 母 可 被 p(z) 整除 的 分 式 ，( 这 就 意味 着 (中 的 进 一 


p(z) 
步 部 分 分 式 的 分 解 是 不 可 能 做 到 的 .) 


下 _b(z) 司 的 
(b) 对 于 大国 能 有 相同 的 说 法 吧 ? 


, 求 下 式 之 和 : 


1 2 FE 
Ci)GT) + (GHGTD! +r) 


.建立 表示 任何 有 理 数 为 “部 分 分 式 ”之 和 的 方法 , 其 中 部 分 分 式 具有 特殊 形式 pA 为 


素数 ,0 < a < 加 ). 例如 二 一 妆 一 - 


,假定 5.3 节 的 定理 6 成 立 , 证 明 : 任意 一 个 复 有 理 函 数 的 不 定 积分 是 由 一 个 有 理 函 数 


dz 
Zai 


与 复 对 数 mlz+o0 = 人 的 线性 组 合 组 成 的 和 . 


. 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 D 上 , 如 果 我 们 选取 那些 具有 正 的 首 项 系数 的 多 项 式 (也 就 是 


在 (1) 式 中 on > 0) 作为 “ 正 " 的 多 项 式 , 那么 多 项 式 环 D[z] 就 成 为 有 序 整 环 . 


第 4 章 实 数 


4.1 ”上 毕 达 哥 拉 斯 二 难 推论 


抽象 代数 虽然 相当 多 地 强调 了 一般 的 域 和 整 环 所 具有 的 大 量 性 质 , 但 是 实数 域 
和 复数 域 对 于 定量 地 描述 我 们 生活 的 世界 还 是 不 可 缺少 的 . 例如 , 在 代数 和 几何 的 
关系 中 , 不 仅 在 初等 解析 几何 而 且 在 进一步 讨论 向 量 和 向 量 分 析 (第 7 章 ) 中 , 这 两 
个 域 都 是 很 重要 的 . 此 外 , 它们 还 具有 独特 的 代数 性 质 , 这 些 性 质 将 在 本 书后 几 章 中 
展示 出 来 特别 重要 的 是 实数 域 R 的 序 的 完备 性 和 复数 域 C 的 代数 完备 性 . 我 们 在 
第 4 章 至 第 5 章 叙述 这 些 完备 性 及 其 代数 含意 . 

希腊 人 研究 实数 用 的 是 纯 几何 方法 ， 对 他 们 来 说 , 一 个 数 只 不 过 是 两 个 线段 4 
和 b 的 长 度 之 比 (a:b). 他 们 直接 给 出 关于 比 的 相等 以 及 比 的 加 法 、 乘 法 、 减 法 和 除 
法 的 几何 构造 . 全 体 实数 构成 有 序 域 (2.4 节 ) 的 公设 在 希腊 人 看 来, 是 由 平面 几何 一 
系列 公设 (包括 平行 公设 ) 证 明 的 一 组 几何 定理 . 

古 希 腊 哲 学 家 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 知道 , 正方 形 对 角 线 长 d 与 它 的 边 长 s 
之 比 + = 4 一 定 满足 方程 


5 
=(rs)? =7?s? = 如 十 5 ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 )-. (1) 


因此 他 推理 ,存在 一 个 “ 数 "7, 满足 r=1+1=2. 2 

另 一 方面 , 他 发 现 ” 不 能 表示 成 两 个 整数 的 商 + = 了 ,这 是 因为 (2 ) = 2 意味 
着 o = 26?, 根据 素 因 子 分 解 定理 , 2 每 次 整除 a, 就 恰 有 两 次 整除 a?, 因此 2 整除 
必 偶数 次 , 类 似 地 , 2 整除 26? 奇数 次 , 所 以 a? = 212 没有 整数 解 

只 要 把 不 能 表 为 整数 之 商 的 数 设 为 无 理 数 , 我 们 就 能 避 开 上 述 “ 毕 达 哥 拉 斯 二 
难 推论 ”， 

类 似 的 论证 指出 , 立方 体 C 的 对 角 线 长 与 它 的 边 长 之 比 为 V5, C 的 边 长 与 具 
有 一 半 体积 的 立方 体 的 边 长 之 比 为 V5, 这 些 都 是 无 理 数 . 这 些 结果 是 3.7 节 定理 
10 的 特殊 情况 . 

此 外 , re 及 许多 别 的 数 都 是 无 理 数 (因此 x 不 会 恰好 是 区 ,甚至 3.141 6). 我 
们 在 第 14 章 将 证 明 , 绝 大 多 数 的 实数 不 仅 是 无 理 数 , 而 且 甚 至 不 能 满足 任何 一 个 代 
数 方程 (与 V3 不 同 ). 为 了 回答 “什么 是 实数 ?这 个 基本 问题 , 我 们 要 用 到 一 些 新 
的 概念 
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一 个 概念 是 连续 性 一 一 如 果实 轴 分 成 两 段 , 那么 这 两 段 必 在 公共 边界 点 上 相 

接 . 第 二 个 概念 是 , 有 序 的 有 理 数 域 Q 在 实数 域 里 稠密 , 因此 , 每 个 实数 是 一 个 或 多 

个 有 理 数 序列 (例如 精确 到 n 位 的 有 限 小 数 逼近 序列 ) 的 极限 . 这 个 概念 还 可 表述 
为 

如 果 z<y, 那么 存在 了 eQ， 使 得 z<<y (2) 


实数 的 这 个 性 质 首先 被 希腊 数学 家 欧 多 克 斯 (Eudoxus) 发 现 . 欧 多 克 斯 把 z =a :5b 
和 =c:d 都 看 作 线段 长 度 之 比 , 线段 长 度 a 的 整数 倍 na 可 用 几何 方法 做 出 , 他 
规定 (a :日 = (c: dg) 当 且 仅 当 对 一 切 正 整数 m 和 n， 


由 na > mb 推出 nc>md， 由 na<mb 推 出 nc<md. (3) 


上 述 这 两 个 概念 可 以 合并 成 一 个 完备 性 公设 , 由 这 个 公设 我 们 可 以 通过 有 序 
域 Q 的 自然 扩张 来 构造 实数 域 . 这 个 “完备 性 ”公设 类 似 于 整数 的 良 序 公设 (1.4 节 )， 
二 者 都 涉及 无 限 集合 的 性 质 , 这 种 性 质 是 非 代数 的 . 我 们 将 要 看 到 , 这 个 完备 性 公 
设 , 对 于 建立 实数 域 的 某 些 重要 代数 性 质 (例如 每 个 正 数 都 有 平方 根 ) 是 必需 的 . 

习 题 
.给 出 V3 是 无 理 数 的 直接 证 明 . 
证 明 ，Yas 是 无 理 数 , 除非 整数 a 是 某 一 整数 的 n 次 宕 . 
证明: loglo3 是 无 理 数 ， (提示 : 利用 对 数 定义 .) 
. 证 明 : 如 果 a 关 0 和 都 为 有 理 数 , 那么 , au + 8 为 有 理 数 当 目 仅 当 v 为 有 理 数 . 
. 证明 : V2+V5 是 无 理 数 ， (提示 : 从 z 一 V3 = V5 两边 平方 出 发 , 找 出 一 个 以 V2+ V5 
为 根 的 多 项 式 方程 .) 
+6, 证 明 ， 定义 为 收敛 级 数 > 的 数 。 是 无 理 数 ， (提示 ， 如 果 是 有 理 数 , 那么 对 某 个 
k=0 
m (nl)e 可 以 是 整数 ) 


APP 


4.2 ”上 界 与 下 界 


实数 域 可 以 最 简单 地 被 描述 为 具有 下 列 性 质 的 有 序 域 , 即 域 中 任意 有 界 集合 都 
有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 我 们 现在 就 定义 这 两 个 概念 , 它们 类 似 于 可 除 性 理论 中 的 
最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 的 概念 
定义 ” 设 5 为 有 序 整 环 刀 中 某 些 元 素 构成 的 集合 , 如 果 万 中 元 素 b( 它 本 身 不 一 
定 在 9 中) 使 得 对 3 中 每 个 元 素 z, 有 了 > Zz, 则 称 5 为 5S 的 上 界 . 对 于 5S 的 上 界 刀 
如 果 DD 中 没有 比 b 小 的 元 素 是 5 的 上 界 , 也 就 是 说 , 如 果 对 任意 以 < 5b,5 中 都 存 
在 一 个 了 适合 以 < m, 那么 5b 就 是 5 的 最 小 上 界 . 
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把 上 面 定 义 中 的 “>” 换 成 “<”,“<” 换 成 “>”, 可 定义 5S 的 下 界 和 最 大 下 界 的 


由 定义 直接 可 知 , 刀 的 子 集 5 至 多 有 一 个 最 小 上 界 , 并 且 至 多 有 一 个 最 大 下 界 
(为 什么 ? ). 
直观 上 , 把 实数 当 作 连 续 直 线 (z 轴 ) 上 的 点 来 考虑 , 并 想象 在 这 条 直线 上 , 全 体 
有 理 数 密集 地 撒布 在 它们 各 自 本 来 的 位 置 上 . 由 此 我 们 容易 得 出 结论 : 每 个 实数 a 
可 定义 为 所 有 适合 > < a 的 有 理 数 7 = Tn > 0) 的 集合 5 的 最 小 上 界 . 例如 , V2 
是 大 于 所 有 适合 m? < 2n2 的 比 TT(m > 0,n > 0) 的 最 小 实数 . 也 就 是 数 , 数 V5 是 
适合 m2 < 2n2 的 正 有 理 数 工 的 集合 的 最 小 上 界 . 
用 无 限 小 数 表示 实数 的 普通 表达 式 直接 包含 着 把 实数 看 作 有 理 数 集合 的 最 小 
二 办 的 概 人 例如 我 们 可 以 把 V5 写成 最 小 小 界 (Lu.b.) 和 最 大 下 界 (g.1.b.) 两 种 形 


V3=1u.b.(1.4, 1.41, 1.414, 1.4142,.…) 
= gl.b.(1.5, 1.42, 1.415, 1.4143,.…). 


由 熟悉 的 小 数 表达 式 的 性 质 很 容易 看 出 , 每 个 正 实数 非 空 集合 了 有 最 大 下 界 , 如 下 
所 述 . 

考虑 把 了 的 元 素 只 取 前 位 的 位 小 数 ,它们 中 间 必 有 一 个 最 小 的 元 素 , 这 是 
因为 只 有 有 限 个 非 负 ” 位 小 数 , 比 T 的 任何 给 定 的 元 素 都 小 . 设 这 个 最 小 的 m 位 
小 数 是 十 0.d1d2.… dn, 其 中 大 为 某 整数 , di 为 数字 . 最 小 的 n+1 位 小 数 其 前 nn 位 
与 did2.…dn 相同 , 因此 有 形式 十 0.d1d2… dndn+1, 这 里 添上 一 个 数字 dn+i. 所 
以 上 述 构造 定义 了 某 一 个 无 限 小 数 

c=k+0.did2d3.…. 

根据 构造 ,c 就 是 了 的 下 界 (因为 工 中 没有 一 个 z 能 比 c 的 小 数 表 达 式 小 ), 而 且 是 
最 大 下 界 (任何 比 大 的 小 数 就 不 再 是 了 的 下 界 了 ). 

但 是 , 如 果 把 实数 定义 成 无 限 小 数 , 那么 很 难 证 明 中 学 代数 中 所 承认 的 事实 : 无 
限 小 数 系统 是 有 序 域 9. 


(4) 


习 题 


1. 证明: x = 0.124 374 374 37… 表示 有 理 数 . (提示 : 计算 1000.z 一 z.) 
2. 证 明 : y = 1.236 723 67.… 表示 有 理 数 . 
*3. 证 明 : 像 习 题 1 和 习题 2 那样 的 任意 “循环 小 数 ” 表 示 有 理 数 . 对 “循环 小 数 ” 这 个 术 
语 给 出 定义 . 
@ 详细 请 看 J. F. Ritt, Theory of Functions (New York, Kings Grown Press, 1947). 困难 在 于 ， 
两 个 不 同 的 小 数 实 际 上 是 相等 的 , 例如 0.199 99- . -=0.200 00-…. 
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. 反 过 来 证 明 : 任意 有 理 数 的 小 数 表达 式 是 “循环 的 ” (提示: 把 有 理 数 表 示 成 分 数 . 并 
证 明 , 在 十 进 制 下 , 如 果 在 分 母 去 除 分 子 过 程 中 , 第 m 次 同 第 m 一 k 次 的 余数 相同 , 那 
么 所 得 的 商 数 的 数字 中 就 分 成 个 数字 一 节 无 限 地 重复 下 去 .) 

*5. 在 十 二 进 制 下 , 习题 4 的 结论 成 立 吗 ? 

在 以 3 的 短 为 分 母 的 所 有 有 理 数组 成 的 整 环 中, 求 出 V2 的 三 个 逐次 近似 值 . 

构造 出 两 个 不 同 的 有 理 数 集合 , 它们 都 以 2 为 最 小 上 界 . 


3 17 577 5 
*8， 序列 2， 2 22' 4208 由 递 推 公式 
a 


关 
心 


多 


Zk 
定义 . 
(a) 证 明 ， 对 >1 有 zx = 全 ,其 中 m2 = 2n? +1. 


2 
(b) 定义 ex es 证 明 , 0 < ek41 < pp 


{oc) 证 明 : g.1.b.({2， 7 2 =Vz 


4.3 实数 公设 


我 们 现在 将 用 一 组 简短 的 公设 来 描述 实数 . 后 面 我 们 会 看 到 (定理 6), 这些 公 
设 唯一 地 (精确 到 同 构 ) 确定 全 体 实数 . 
定义 有 序 整 环 万 是 完备 的 当 且 仅 当 DD 的 正 元 素 的 每 个 非 空 集合 在 D 中 有 最 大 
下 界 . 

实数 公设 ”实数 构成 完备 的 有 序 域 R. 

我 们 根据 这 个 公设 得 出 的 实数 性 质 , 确实 可 以 导出 全 体 实数 的 一 切 熟 知 的 性 质 ， 
包括 像 罗 尔 (Rolle) 定理 那样 的 结果 , 这 个 定理 在 微 积分 学 中 , 对 于 泰勒 (Taylor) 定 
理 的 证 明 或 其 他 方面 是 基本 的 . 

但 是 我 们 只 限于 讨论 几 个 简单 的 应 用 . 
定理 1 在 实数 域 及 中 , 每 个 具有 下 界 的 非 空子 集 5 有 最 大 下 界 , 每 个 具有 上 界 的 
非 空子 集 卫 有 最 小 上 界 . 

证 明 假设 9S 有 下 界 b. 如 果 把 1 一 b 加 在 3 的 每 个 数 z 上 , 则 得 到 正 数 > -b+1 
的 集合 58'. 根据 实数 公设 , 这 个 集合 S' 具有 最 大 下 界 ”. 因此 数 c= c +b 一 1 是 原 
来 集合 5 的 最 大 下 界 , 这 很 容易 验证 . 

对 偶 地 , 如 果 集 合 T 有 上 界 a, 则 了 的 所 有 元 素 的 负 元 素 -vy 组 成 的 集合 具有 
下 界 -a, 因此 根据 上 述 证 明 , 它 有 最 大 下 界 六 . 那么 可 以 证 明 , 数 a* = -六 就 是 已 
知 集合 了 的 最 小 上 界 . 证 毕 

实数 公设 保证 全 体 实数 构成 有 序 域 R, 所 以 2.6 节 定理 18 的 推论 2 指出 , 了 必 
包含 同 构 于 有 理 数 域 Q 的 子 域 . 因为 在 第 2 章 里 , Q 仅 在 同 构 意义 下 定义 , 所 以 我 
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们 也 可 同样 假定 实数 域 R 包含 所 有 有 理 数 , 因而 包含 所 有 整数 . 这 个 约定 使 上 述 公 
设 适应 于 习惯 用 法 , 并 可 使 我 们 证 明 下 面 的 实数 性 质 ( 常 称 为 阿 基 米 德 定律 ). 
定理 2 在 所 有 实数 组 成 的 域 且 ( 由 实数 公设 定义 的 ) 中 , 对 任意 两 个 数 a > 0 和 
b> 0, 存在 整数 多 使 得 na > 5b. 
证 明 假定 对 于 两 个 特定 的 实数 a 和 b, 上述 结论 是 错误 的 , 因而 对 每 个 mw 有 0b > na. 
则 所 有 倍数 na 的 集合 S 有 上 界 b, 从 而 它 也 有 最 小 上 界 b*. 所 以 对 每 个 mw b* > na, 
因此 对 每 个 m 也 有 7 之 (m 十 1)a. 这 推出 * 一 a > ma, 所 以 58* -a 是 a 的 所 有 售 
数 的 集合 5 的 上 界 , 但 是 它 小 于 已 知 的 最 小 上 界 , 得 出 矛盾 . 
推论 对 已 知 实 数 a 和 b(b > 0), 总 存在 整数 g 适合 a=bgq+7,0<r<b. 
这 是 除法 算式 的 推广 , 证 明 留 给 读者 . 
这 样 建立 的 “ 阿 基 米 德 性 质 ” 可 以 证 明 欧 多 克 斯 条 件 (参见 4.1 节 (3)) 是 合理 
的 . 
定理 3 任意 两 个 实数 c 和 d 之 问 (c> 四 存在 有 理 数 中 适合 c> 全 > 
像 前 面 那样 , 这 个 定理 由 “实数 构成 完备 的 有 序 域 ” 的 公设 就 可 证 胃 ， 根据 假设 ， 
c-d>0, 人 用 站 汪 直 全 让 和 下 全 使 得 n(c 一 d) > 1， 即 大 二 <c-d. 现在 设 


mm 为 适合 m > nd 的 最 小 整数 , 那么 呈 二 } < 由 因此 


m_m~—l 
n n 


因为 喜 > 这 就 完成 了 证 明 . 
。 我们 可 以 对 上 面 的 证 明 直 观 说明 如 下 具有 固定 分 母 n 的 不 同 分 数 0， + 二， 
,以 长 度 二 元 为 间隔 沿 实 轴 隔 开 ， 为 确保 一 个 这 样 的 点 能 落 在 c 和 4 之 间 


我 们 只 地 卫 二 小 于 已 知 的 差 ce 一 
这 个 定理 可 用 来 正式 地 证 明 像 (4) 式 那样 把 实数 表示 成 有 理 数 集合 的 最 小 上 界 

的 直观 想法 . 

推论 每 个 实数 都 是 某 有 理 数 集合 的 最 小 上 界 、 

证 明 对 于 已 知 实数 。 设 8 表示 所 有 有 理 数 一 < c 的 集合 , 那么 是 8 的 上 界 ， 

根据 定理 3, 没有 比 小 的 实数 d 可 以 是 5 的 上 界 , 因此 是 S 的 最 小 上 界 . 


i 
n 


习 题 


1. 证 明 : 不 存在 这 样 的 有 序 整 环 万 , 其 中 每 个 非 空 集合 具有 最 小 上 界 . (提示 : D 本 身 可 
以 没有 上 界 .) 
+2. 证 明 : 有 序 整 环 Z 是 完备 的 . 
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bd 


因 


Ea 


Li 


~ 


~ 


*9. 


用 几何 语言 叙述 关于 实 轴 的 点 的 公设 , 它 断 言 : 有 界 集合 具有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 (用 
词 “ 左 "和 “ 右 ”). 


分 别 指出 下 列 有 理 数 集合 的 最 小 上 界 : 
(L130 to) 
A 


设 集合 S 具有 最 小 上 界 a* 和 最 大 下 界 5. 
{a) 详细 证 明 : 为 什么 所 有 数 -3z(z 在 5 中 ) 的 集合 具有 最 小 上 界 -30" 和 最 大 下 界 -3a”. 
(b) 用 同样 的 方法 找 出 , 所 有 数 = + 5(z 在 5 中 ) 的 集合 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 . 

在 习题 5 的 条 件 下 , 并 假设 ?> 0, 分 别 找 出 下 列 集合 的 最 小 上 界 . 

(@) 所 有 数 7z + 2(z 在 5 中 ) 的 集合 ， 

(b) 所 有 数 上 (z 过 0, 在 S 中 ) 的 集合 . 


“ 设 S1 和 52 为 分 别 具 有 最 小 上 界 bl 和 bz 的 实数 集合 , 找 出 下 列 集合 的 最 小 上 界 : 


(a) 所 有 和 si + sz(s1 e Si,sz € S2) 的 集合 S1 + 52， 

(b) 或 属于 5 或 属于 52 的 所 有 元 素 的 集合 . 

集中 列 出 一 组 完整 的 实数 公设 . 

构造 一 组 正 实数 公设 . (提示 : 参见 2.5 节 ) 

证 明 ， 在 有 序 域 中 , 一 个 元 素 a” 是 集合 3 的 最 小 上 界 当 自 仅 当 (i) 对 一 切 re 8 
2 和 & a*; (ii) 对 域 中 每 个 正 的 e, 5S 中 都 有 一 个 z 适合 


lz 一 a"|<e. 


证 明 ， 任意 两 个 实数 。 和 4 之 间 (e < ,存在 有 理 数 的 立方 (四) 适合。< (全 ) 


n 


< d. 对 于 有 理 数 的 平方 , 这 个 结论 还 正确 吗 ? 


. 设 n> 1 是 整数 , 证 明 : 任意 两 个 实数 和 4 之 间 (c > d), 存在 形 为 全 的 有 理 数 , 其 


中 m 和 上 大 为 适当 的 整数 . 


. 设 obe 和 d 为 完备 的 有 序 域 的 正 元 素 , 证 明 ， & = 5 当 是 仅 当 欧 多 克 斯 的 条 件 (3) 


式 成 立 , 
详细 证 明定 理 2 的 推论 . 


4.4 多 项 式 方程 的 根 
我 们 现在 将 指出 怎样 利用 最 小 上 界 的 存在 性 来 证 明 实数 系 R 的 各 种 性 质 , 首 


先 包括 像 z? = 2 这 样 方程 解 的 存在 性 . 
定理 4 如 果 p(z) 为 实 系数 多 项 式 ,a < b, 并 且 p(a) < p(b), 那么 对 满足 p(a) < C < 
p(b) 的 每 个 常数 CO, 方程 p(T) 二 C 在 a 和 Bb 之 间 有 根 . 


几何 上 , 定理 的 假设 意味 着 y = p(z) 的 曲线 与 水 平 直线 y = pla) 在 > = “处 


相交 , 并 与 水 平 直线 y = p(b) 在 zx = 处 相交 ; 定理 的 结论 是 说 : 曲线 也 必 与 每 条 
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中 间 的 水 平 直线 y = C 在 某 点 相交 ?, 这 点 的 > 坐标 在 a 和 5 之 间 . 
证 明 依 赖 于 下 面 两 个 引 理 . 
引 理 1 对 任意 实数 Zz 和 hh, 我们 有 


p(T +h) ~ p(z) = hg(z,h), 


其 中 g(z,h) 是 只 依赖 于 p(z) 的 多 项 式 . 

证 明 (参见 3.2 节 定 理 3) 根据 二 项 定理 , 对 于 p(z) 的 每 个 单项 akz*, 这 是 正确 的 . 
现在 对 太 求 和 并 且 提 出 公 因子 h, 我 们 便 得 到 所 需要 的 结论 . 

引 理 2 对 于 已 知 的 a,b 和 p(Z), 存在 实 常数 M, 使 得 满足 a< z<ba<zth<b 
的 一 切 z 和 一 切 正 的 h, 有 


lp(z +h) —p(2)| < Mh. 


证 明 根据 引 理 1, 只 须 证 明 当 z < aj 十 上 ,jh| < 6 一 a| 时 ,有 |g(z,h)| < M. 但 是 ， 
如 果 我 们 把 gtz, 有 的 每 项 用 它 的 绝对 值 代替 , 根据 1.3 节 的 公式 (3), 则 使 |g(z,)| 
增 大 或 保持 不 变 . 如 果 我 们 再 分 别 用 lal+ |8| 和 |b 一 a 代替 |z| 和 |h|, 那么 又 使 得 
到 的 结果 增 大 或 保持 不 变 . 然而 , 这 个 替换 给 我 们 一 个 只 依赖 于 p(z) 的 系数 和 区 间 
a < z < 上 5 的 实 常数 M. 

有 了 引 理 2, 我 们 准备 证 明定 理 4. 设 $ 表示 a。 和。 之 间 满足 p(z) < C 的 实数 
的 集合 . 因为 p(a) < C, 所 以 5 是 不 空 的 , 并 且 它 以 b 为 上 界 . 因此 5 有 实 的 最 小 
上 上 界 c, 我 们 来 证 明 p(c) = 

为 此 目的 , 显然 只 须 排除 p(c) < C 和 p(c) > C 两 种 可 能 . 但 是 , 根据 引 理 2 由 
po < 可 推出 对 h= 52,p(e+ 有 )<C, 因 此 (c+ 加 ES. 这 与 c 是 S 的 上 
界 的 定义 矛盾 . ( 引 理 2 可 以 应 用 , 是 因为 c 十 h >b 显然 是 不 可 能 的 ). 

现在 剩 下 p(c) > C 这 种 可 能 . 但 是 在 这 种 情形 下 , 再 根据 引 理 2, 对 一 切 正 的 
h< 于, 有 ple- 间 > C, 这 与 e RS A -2 了 2 
将 给 出 比 e 小 的 上 界 . 因此 只 留 下 po) = 证 毕 

根据 这 个 定理 我 们 容易 证 明 : 
推论 1 如 果 p(z) 为 正 系 数 多 项 式 , 而 且 没 有 常数 项 , C > 0, 那么 p(z) = C 有 正 
实 根 . 
推论 2 ”如果 p(z) 为 坷 次 多 项 式 , 那么 对 每 个 实数 C, P(z) = C 有 实 根 . 

定理 4 没有 给 出 p(z) = C 的 小 数 形式 的 根 的 实际 计算 方法 , 但 这 是 容易 做 到 
的 . 例如 , 我 们 可 以 设 ca = 5, 则 或 alcb) = C, 或 p(a) > C, 或 pleD < 0. 在 


@ 数学 分 析 中 有 一 个 一 般 性 的 定理 , 它 断 言 这 个 结论 不 仅 对 于 多 项 式 函数 p(z) 成 立 , 而 且 对 于 任意 
连续 函数 也 成 立 . 
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第 一 种 情况 下 , 方程 的 根 就 找到 了 ; 在 第 二 、 三 种 情形 下 , 分 别 在 区 间 a < z < cl 
和 cl < z <b 中 有 根 , 这 个 区 间 长 度 为 原来 区 间 的 一 半 . 重复 这 一 过 程 便 可 得 到 
Plz) = C 的 根 的 任何 精度 的 近似 值 . 

如 果 采 用 线性 内 播 法 , 且 邻 


+IC- pla)](b — a) 
pb) ~—pa) ” 
则 收敛 得 更 快 . 
其 他 计算 方程 根 的 有 效 方法 在 数学 分 析 里 讨论 . 例如 , 车 |z| < 1, 我 们 可 以 运 
用 无 穷 级 数 


VITz=1+3r+3(- D+ + 和 + 


(5) 
附录 ”三 次 方程 的 三 角 解法 
在 三 次 方程 


asz3 + azz2 二 aiz 十 ao 一 0，as 头 0 (6) 


的 情况 下 , 实 根 可 按 下 法 求 得 . 我 们 用 oa 去 除 方程 各 项 把 (6) 化 简 成 os = 1 的 情 
形 . 现在 作 变量 替换 = =v 罕 , 并 移动 常数 项 , 把 (6) 化 为 


+pY = q. (7) 


当 2= 0 时 , 答案 立即 可 得 . 


否则 , 令 y = hz 并 用 不 乘 (7) 的 各 项 ,其 中 = 让 = 下 我们 可 把 (7) 
化 为 下 列 两 个 方程 之 一 : 
4z3+3z=C 或 43-3z=C. (8) 
为 了 解 第 一 个 方程 , 我 们 可 用 熟悉 的 三 角 恒 等 式 
sh30 = 4sh30 + 3shb， 
因此 
z= sh (Barsh co). (9a) 


为 了 解 第 二 个 方程 , 当 C > 1, 我 们 利用 类 似 的 公式 


ch30 = 4ch30 — 3chp， 
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得 到 


z= ch(Barch o). (9b) 


当 C < -1, 改变 z 的 符号 后 再 应 用 同样 的 方法 求解 . 为 了 解 当 |C| < 1 时 的 第 二 个 
方程 (这 就 是 15.8 节 的 不 可 约 情形 ), 利用 相似 的 公式 


cos36 = 4cos36 — 3cosg， 


得 到 


z= cos (3arccos co). (9c) 


在 这 种 情形 下 , z 取 三 个 值 , 这 是 因为 Sarccos C 有 三 个 值 , 它们 之 间 相 差 120° 的 
倍数 . 


Dr 


多 


小 


ba 
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习 题 


, 证 明 , 每 个 正 实数 有 实 平方 根 . 
证明: 对 任意 正 实数 e 和 任意 整数 n, 方程 2? = a 有 且 仅 有 一 个 正 实 根 Wa 


证 明 ， 对 每 个 C > -3,24 一 z = C 有 两 个 实 根 . 


2 
利用 正文 中 的 (5) 式 和 (次 】 = 1 + 二 求 V5 的 四 位 小 数 近 似 人 


利用 (5) 式 和 【52 】 = 1+ 雪 , 求 V3 的 六 位 小 数 近 似 人 

证 明 个 次 首 一 多 项 式 达 到 最 小 值 K, 并 且 对 每 个 值 C > K, 多 项 式 丙 次 取信 C. 

人 @) 设 和 5 为 正 实数 , n > -1 为 台数 证明, 对 一 切 充分 天 的 正 值 s， 有 azrti > be" 
(b) 已 知 多 项 式 具有 下 的 首 项 系数 , 求 出 一 个 实数 M, 使 得 对 一 切 2 > M 有 Pa) > 0. 


8, 证 明 推论 1. 
9. 证 明 推论 2. 


. 求 下 列 方程 的 实 根 ( 取 小 数 三 位 ): 


(a) 3zs 一 z = 5 
(b) 23 — 37?+62 =7, 
{c) z+ 32?+2=0. 


“4.5 ” 戴 德 金 分 割 
想象 在 x 轴 上 , 有 理 数 撤 布 在 它们 各 自 本 来 的 位 置 上 . 但 是 , 当 分 割 z 轴 时 ( 比 


如 说 , 用 剪刀 剪 开 ), 我 们 就 把 全 体 有 理 数 分 成 两 类 , 一 类 在 左边 , 记 作 友 , 一 类 在 右 
边 , 记 作 U. 每 个 有 理 数落 入 这 两 类 中 的 一 类 , 而 仅 当 在 点 x = 2 处 分 割 > 轴 时 ， 
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有 理 数 对 同时 落 在 这 两 类 中 . 特别 注意 , 如 果 z 在 工 中 , 那么 对 UV 的 每 个 y, 有 
Zz < ys 反 过 来 , 如 果 对 U 中 一 切 y, 有 z 和 2 那么 z 必 落 在 工 中 . 由 此 引出 戴 德 全 
(Dedekind) 分 割 的 想法 . 

一 般 地 , 设 下 为 任意 有 序 域 . 我 们 用 下 中 的 “ 戴 德 侈 分割” 表示 适合 下 列 条 件 
的 一 对 非 空子 集 工 和 

Q 工 是 U 的 全 体 元 素 的 所 有 下 界 的 集合 ; 

(让 UU 是 工 的 全 体 元 素 的 所 有 上 界 的 集合 . 

引 理 1 戴 德 金 分 割 的 工 部 分 和 避 部 分 合 在 一 起 包含 下 的 一 切 元 率 ; 它们 至 多 有 
一 个 公共 元 素 . 

证 明 设 已 知 z € F, 如 果 对 某 a €E L, 有 Zz <a, 那么 对 一 切 yeU, 有 xz<ax<y, 
因此 z e 工 . 否则 , 由 三 分 律 , 对 一 切 ae 工 有 xz > a, 所 以 ze U. 这 就 证 明了 第 一 
个 结论 : 的 每 个 元 素 不 在 工 中 就 在 U 中 . 再 有 , 设 a 和 6b 都 既 在 工 中 又 在 U 中 ， 
则 a > 4( 因 为 a Ee U,be 工 ), 并 且 a < 6( 因 为 ae 工 ,be UU), 因 此 a=b, 这 就 证 明了 
第 二 个 结论 . 

如 果 工 和 U 有 一 个 公共 元 素 a, 则 称 该 分 割 是 通过 a 的 . 显然 , 如 果 La 是 所 有 
适合 z < a 的 z 的 集合 ,并且 UV。 是 所 有 适合 z > a 的 z 的 集合 ,那么 分 割 (La, Uo) 
通过 a. 

戴 德 金 分 割 公理 (在 有 序 域 上) 每 个 分 割 通过 某 元 素 a. 

定理 5 载 德 金 分 割 公理 在 有 序 域 中 成 立 当 且 仅 当 是 完备 的 有 序 域 . 

证 明 设 (ZL,U) 是 任意 分 割 , 如 果 最 小 上 界 的 存在 性 是 已 知 的 , 则 二 具有 最 小 上 界 
4. 因为 是 工 的 上 界 , 所 以 a 必 在 UV 中 ; 因为 它 是 最 小 上 界 , 所 以 它 是 一 切 上 界 
的 下 界 , 因此 是 U 的 所 有 元 素 的 下 界 . 根据 分 割 定义 , 这 意味 着 a 在 工 中, 所 以 给 
定 的 分 割 通 过 元 素 a. 

反 过 来 , 假定 戴 德 金 分 割 公理 成 立 , 并 设 5 为 非 空 有 界 集合 . 设 U 是 5 的 所 有 
上 界 的 集合 , 工 是 U 的 所 有 下 界 的 集合 (显然 , 工 包含 5). 为 证 明 (L,UV) 是 一 分 割 ， 
我 们 只 须 确定 U 是 工 的 所 有 上 界 的 集合 . 但 是 根据 工 的 构造 ,UV 的 每 个 元 素 是 工 的 
上 界 (对 一 切 z € L,y e VU, 有 z < y); 而 因为 工 包含 5, 所 以 U 包含 工 的 一 切 上 界 . 
现在 根据 戴 德 金 公理 , 分 割 线 (LK,U) 通过 某 元 素 a, 因为 它 是 U 的 元 素 , 所 以 它 是 5 
的 上 界 , 又 因为 它 是 工 的 元 素 , 所 以 它 是 5 的 最 小 上 界 ( 即 对 一 切 ze UV, 有 a < x) . 
这 就 完成 了 证 明 . 

我 们 现在 概述 一 下 实数 公设 “实数 系 是 完备 的 有 序 域 ” 有 关 分 类 性 质 的 证 明 . 
定理 6 任意 两 个 完备 的 有 序 域 同 构 . 

证 明 设 六 和 ”为 任意 两 个 这 样 的 域 ,根据 2.6 节 定 理 18 的 推论 2, 它们 分 别 包 
会 同样 的 “有 理 数 ” 子 域 Q' 和 Q”. 我 们 把 Q' 和 Q” 之 间 的 同 构 (保持 和 与 积 , 并 
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保持 次 序 的 同 构 ) 扩张 到 F' 和 F” 之 间 的 同 构 . 

的 确 , 每 个 o' e F' 定义 了 F"' 中 的 一 个 分 割 , 从 而 定义 了 Q'( 有 理 数 子 域 ) 中 的 
分 割 . 但 根据 定理 3, a 由 Q' 中 这 个 分 割 所 确定 一 一 并且 Q' 中 每 个 分 割 (Lr, UR) 
用 这 个 方法 确定 gw = 1u.b.Lr = gLb.UR. Q” 中 分 割 的 情况 类 似 , 因此 FY 和 ”的 
元 素 分 别 双 射 到 Q' 和 Q” 的 分 割 . 这 种 双 射 显然 保持 次 序 . 

最 后 , F' 和 F” 中 的 运算 可 由 Q' 和 Q” 的 那些 运算 定义 , 以 便 把 Q' 和 Q” 的 
同 构 扩张 . 更 确切 地 说 , 设 a 和 分别 对 应 于 Q' 中 分 割 (Za Us) 和 (Lo,Uo). 那么 
4+b 对 应 于 分 割 0(La 十 Lo,Uo 十 06), 其 中 La+Ls 是 所 有 和 z+y(z € La,y € Ls) 
的 集合 , 而 Us。 + Us 可 类 似 地 描述 . 把 正 元 素 a 和 4b 相 乘 , 构成 正 有 理 数 系 中 类 似 的 
分 割 . 那么 ab 对 应 于 分 割 (Ls。Ls,UaU6), 其 中 LoLs 是 所 有 积 zy(z e La,y e Z) 的 
集合 , UaUs 也 类 似 地 定义 . 因为 (-a)b = a(-b) = ab 和 (a)(-b) = ab, 因此 这 可 
扩充 到 一 切 乘积 , 我 们 不 再 详细 论述 . 

反 过 来 , 我 们 可 以 利用 分 割 通过 整数 或 正 整 数 构造 实数 . 我 们 首先 证 明 全 体 有 
理 数 构成 具有 阿 基 米 德 性 质 (定理 2 中 所 指出 的 ) 的 有 序 域 . 用 上 段 叙述 的 方式 定 
义 Q 中 分 割 的 加 法 和 乘法 , 我 们 可 以 证 明 Q 中 分 割 构成 满足 戴 德 金 分 割 公理 的 有 
序 域 , 因而 给 出 完备 的 有 序 域 . 但 是 证 明 很 长 , 会 把 我 们 引入 迷途 , 因此 我 们 只 是 人 氢 
述 一 下 结果 . 
定理 7 有 一 个 且 仅 有 一 个 ( 同 构 的 域 除 外 ) 完备 的 有 序 域 . 

不 用 戴 德 金 分 割 , 而 通过 有 理 数 , 把 实数 看 作 有 理 数 序列 的 极限 , 也 可 以 构造 实 
数 .9 


习 是 


1, 证 明 : 如 果 (L,U) 和 (L',U") 是 有 理 数 域 中 的 分 割 , 那么 每 个 有 理 数 (至 多 有 一 个 例外 ) 
都 能 表 为 z + y(z e L,y Ee 工 '), 或 者 表 为 w+v(w€ U,v EU'). 

2. 叙述 并 证 明 对 于 正 有 理 数 在 乘法 下 的 类 似 于 习题 1 的 一 个 定理 . 

3. 为 什么 这 个 定理 对 于 负 有 理 数 不 成 立 ? 

4. 证 明 : 对 于 每 个 。 > 0, 存在 充分 大 的 n 使 得 10-” < e. 

5. 有 序 域 PF 中 的 戴 德 金 分 割 有 时 定义 为 下 的 一 对 子 集 L' 和 Ur', 它们 适合 , FF 的 每 个 元 
素 或 者 在 L' 中 或 者 在 UV' 中 , 并 且 当 re L',y e UV' 时 , 有 z < y. 通过 添加 或 删 去 相 
应 的 单个 元 素 , 可 以 证 明 : 这 种 类 型 的 每 个 分 割 给 出 正文 中 定义 的 分 割 (L,U), 反之 亦 
然 


@ 在 某 些 情况 下 , (La 十 Ls,Ua 十 UV。) 不 会 是 分 割 , 因为 数 a + b 不 在 工 中 也 不 在 U 中 ; 但 是 , 如 果 
把 遗漏 的 数 添 到 工 和 U 上 去 , 我 们 便 得 到 分 割 . 类 似 的 情况 适合 于 下 面 的 ab. 

加 参看 C. C. MacDuffee，Tmtroduction to Abstract Algebra (New York, Wiley, 1940) 的 第 VI 
章 的 论述 . 
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设 t 为 有 序 整 环 D 中 的 元 素 , 0 < 上 < 1, 证 明 : s =2 一 t 具 有 性 质 s> 1st<1. 
设 DD 为 不 同 构 于 2 的 完备 的 有 序 整 环 . 证 明 : D 包含 适合 0 < t < 1 的 元 素 t. 设 b 
和 ec 为 刀 的 任意 正 元 素 , 证 明 : 对 某 整数 mw t"b < c. 


. 利用 习题 6 和 习题 7 证明 : 任意 完备 的 有 序 整 环 或 者 同 构 于 2Z, 或 者 同 构 于 R. (提示 


求 出 5 > 1 的 道 元 素 , 考虑 满足 zb < 1 的 所 有 的 zx.) 

(a) 证 明 : R 的 任意 自 同 构 保持 关系 z < y. (提示 ; z < y 当 目 仅 当 2? = 一 2 有 解 .) 
(b) 利用 (a) 证 明 : R 唯一 的 自 同 构 是 平凡 同 构 = 一 z. 

证 明 , 如 果 D = F 为 有 序 域 , 并 且 对 每 个 有 理 函数 

bot+ hr+..+ brz"” 
ao 十 GZ 十 … 十 anZTm 
我 们 规定 R(z) > 0 的 意思 是 anbr > 0, 那么 F(z) 成 为 有 序 域 . 

证 明 , 在 习题 10 中 , R(z) > 0 当 且 仅 当 对 已 中 一 切 充分 大 的 t, 有 R(t) > 0. 


R(z) = #0, anbr #0, 
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5.1 ”复数 的 定义 


如 果 把 实数 系 及 扩张 成 较 大 的 复数 域 C, 那么 在 解析 函数 论 和 微分 方程 论 中 ， 
特别 是 在 代数 学 中 , 很 多 代数 定理 的 描述 将 更 为 简洁 . 我 们 现在 就 来 定义 复数 域 , 并 
且 指 出 , 如 果 我 们 想 要 使 每 个 多 项 式 方程 都 有 根 , 由 实数 域 扩张 而 得 到 的 域 就 是 复 
数 域 . 
定义 复数 就 是 实数 偶 (z, 引 一 一 z 称 为 (Z,y) 的 实 分 量 , y 称 为 (Z,y) 的 虚 分 量 . 根 
据 法 则 

(ZY) + (2,Y) = (T+ 0,Y +), (1) 
(2,9) (29) = (2 — YY", zy + YT), (2) 
施行 复数 相 加 和 相 乘 . 这 样 定义 的 复数 系 记 作 C. 

我 们 认为 上 面 的 定义 不 是 靠 神灵 的 力量 , 而 是 通过 简单 的 代数 运算 而 得 到 的 . 
首先 , 观察 出 方程 zz = 一 1 没有 实 根 (z? 决 不 能 是 负数 ). 这 就 暗示 我 们 要 引进 一 个 
虚数 i, 它 满足 之 = -1, 此 外 还 满足 普通 的 代数 定律 . 用 确切 的 话 来 说 , 它 提出 一 个 
表面 上 讲 得 通 的 假设 : 存在 一 个 包含 元 素 i 同时 包含 实数 域 R 的 整 环 万 . 

在 DD 中 ,任意 形 为 z+yi(z,y 为 实数 ) 的 表达 式 将 表示 一 个 元 素 . 此 外 , 由 整 环 
的 定义 (普通 的 代数 定律 ) 有 


(z+) 土 (2 +Yi)= (zz) + (yy)i, (1") 
z+) (z+) = ze + (z + ye)i+ yy (2') 
因为 这 = -1 由 (2) 得 


(z+9) (ze 十 的 ) = 27 — yy) + (zy + yr i (2") 

于 是 得 到 一 个 推论 是 , 由 R 和 i 生 成 的 刀 的 子 整 环 包含 一 切 形 为 z 十 仿 的 元 素 , 而 
不 包含 其 他 任何 元 素 . 

再 有 , 由 xz 十 丰 =z+ 信 推出 z-z' = (y 一 2)i, 因此 两 边 平方 得 (x 一 2 人 )? = 

一 (人 一 人 ”又 因 (z 一 z)2 > 0, 一 (y 一 )? < 0, 除非 z= zy =y, 否则 上 面 等 式 不 

成 立 . 总 之 , 不 同 的 实数 偶 (z,y) 确定 中 不 同 的 元 素 > 十 区. 这 就 建立 了 , C 中 元 
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素 和 由 RR 与 i 生成 的 D 的 子 整 环 中 元 素 之 间 的 一 一 对 应 (z,y) 一 z 十 人 比较 公 
式 (1)~ (2”) 和 (1)~(2), 我 们 看 到 这 种 对 应 保持 和 与 积 , 因此 是 一 个 同 构 . 这 就 证 
明了 
定理 1 设 呈 为 包含 实数 系 民 和 一 1 的 平方 根 i 的 任意 整 环 . 那么 由 及 和 ji 生成 
的 DD 的 子 整 环 与 C 同 构 . 

我 们 现在 证 明 我 们 的 猜想 , 确定 存在 一 个 整 环 D, 它 包含 全 体 实数 和 -1 的 平 
方 根 . 
定理 2 按 上 面 定 义 的 复数 系 是 一 个 域 , 它 包 含 一 个 与 RB 同 构 的 子 域 , 并 包含 方程 
z2 十 1= 0 的 根 . 
证 明 对 于 实数 偶 (z,y), 加 法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 , (0,0) 是 加 法 单位 元 素 , (zx， 
一 V) 是 (z,y) 的 加 法 逆 元 素 , 这 些 都 是 下 述 事实 的 直接 结论 : 数 偶 的 实 分 量 和 虚 分 
其 是 独立 相 加 的 , 而 相应 的 定律 对 于 它们 都 是 成 立 的 . 

类 似 地 , 乘法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 , (1, 0) 是 乘法 单位 元 素 , 每 个 (z,y) 六 (0, 0) 
都 有 乘法 逆 元 素 

(oy) = (Be es): (3) 

这 可 由 5.2 节 中 建立 的 事实 得 到 , 在 5.2 节 中 指出 , 几 个 复数 相 乘 时 , 它们 的 “ 辐 角 ” 
和 “绝对 值 ”是 分 开 来 进行 运算 的 , 这 些 运 算 本 身 满足 交换 律 和 结合 律 . 可 是 在 这 
里 , 检验 这 些 定律 所 采用 的 办 法 是 直接 代入 定义 (2), 只 有 结合 律 的 计算 比较 元 长 ， 
我 们 略 去 了 它们 的 详细 验证 . 

最 后 , 类 似 地 直接 代入 定义 , 我 们 可 以 验证 分 配 律 . 设 > = (z,y),z' = (2 和 ,y),2” 
= (2 go). 那么 代入 定义 (1) 和 (2), 有 


2(2 二 2) = (2,9)(T + zy +) 
= (z(2 + 7°) — yy +y), zy + ) + yr’ + 2")), 
22 22 = (27 — YY, TY +YT) + (22" — YY", Ty + Yr") 


= (zz — yy + rr ~ yy, TY + YT + TY + Yr). 

从 这 两 个 表达 式 可 以 直接 验证 z(z’ 十 2”) = zz' 十 zz 

在 这 个 由 数 偶 组 成 的 域 C 中 , 我 们 利用 定理 1 中 所 用 过 的 对 应 (z,y) > z 十 多 
可 以 在 C 中 找到 一 个 实数 子 域 . 按照 这 种 对 应 , 实数 > 对 应 于 第 二 项 为 零 的 数 侦 ， 
(0, 1) 对 应 于 i 特别 是 , 如 果 定 义 (1) 和 (2) 中 的 第 二 个 分 量 y 和 yy/ 都 是 零 时 , 那 
么 第 一 个 分 其 z 和 z 的 相 加 和 相 乘 恰好 与 实数 z 和 z' 的 相 加 和 相 乘 一 样 . 这 正 是 
我 们 所 要 认识 的 : 对 应 z 全 (z,0) 是 实数 域 R 到 C 的 子 域 的 一 个 同 构 . 在 上 面 这 
种 情况 下 , 我 们 认为 , 每 个 这 样 特殊 的 复数 (z,0) 只 与 相应 的 实数 z 等 同 . 

最 后 , 我 们 希望 -1 的 平方 根 相当 于 数 偶 (0, 1). 事实 上 , 定义 (2) 的 特殊 情况 
表明 , (0,1)? = (1,0) = -1. 因此 我 们 定义 i 是 数 偶 (0, 1). 那么 任意 数 偶 (z,y) 具 
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有 形式 
(2,9) = (7,0) + (0,9) = (z,0) + (y,0)(0,1) =7+%i. (4) 
记号 z 十 折 是 很 方便 的 , 后 面 我 们 都 用 它 来 代替 (z,y). 为 简洁 起 见 , 我 们 还 常 
常 写作 z= (z,9)=z 二 匆 包 二 (WV) = 十 仿 c 二 (a,b) =a+bi, 等 等 一 一 换 句 话 
说 , 我 们 用 单个 字母 表示 复数 , 用 字母 表 中 紧 靠 着 它 的 前 两 个 字母 分 别 表示 这 个 复 
数 的 实 分 量 和 虚 分 量 . 


习 题 


.验证 复数 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 . 
用 公式 (3) 验证 (z,y)(z,y)-? = (1,0). 
解 方程 (1, 1)(z,y)=(2, 1)， 
(a) 化 为 一 对 关于 变量 z,y 的 联 立 线性 方程 ， 
(b) 用 公式 (3). 
分 别 求 出 满足 下 列 关 系 的 复数 z =z 十 Wi 和 w==t+vis 
(a) z+iw=1,iz+w=1+i, 
(b) (1+)z—iw=3+i (2+i)z+(2—i)w= 2i. 
求 出 方程 2? = -a(a 为 任意 正 实数 ) 的 全 部 复 根 , 并 验证 你 的 答案 . 
描述 由 i 和 全 体 有 理 数 生成 的 C 的 子 域 . 
如 果 DD 是 交换 环 , 定理 1 还 成 立 吗 ? 给 出 详细 证 明 . 
(a) 证 明 : z? = a 二 bi 有 解 zx 十 Yi, 其 中 z= (|, y= 之 
(b) 证 明 : 方程 的 解 还 可 表 成 
Varrb—als b 
pi i 


2 吧 


ba 


2 AP 


(注意 , 当 a 是 负数 , 并 且 2 很 小 时 , 这 组 公式 在 数值 计算 中 更 为 精确 .) 

方程 ”二 3iz = 3 +i 有 一 个 根 -i, 计算 另 一 个 根 , 并 表示 成 小 数 形式 

*10. 证 明 : 如 果 下 为 任意 有 序 域 , 那么 存在 一 个 比 它 大 的 域 已 ,包含 着 与 F 同 构 的 子 域 
和 一 1 的 平方 根 . 

用 定理 1 和 定理 2 的 方法 , 不 借助 于 实数 , 证 明 ， 有理数 域 Q 可 以 扩张 到 较 大 的 域 
Q(V3), 该 域 包含 Q 和 2 的 平方 根 . 

证 明 : 不 可 能 存在 “ 正 复数 ”的 定义 , 使 C 构成 有 序 域 . 


DD 


站 


二 


1 


» 


5.2 复 平面 
全 体 复数 到 笛 卡 儿 平面 的 全 体 点 上 有 一 个 基本 的 一 一 映射 。 即 每 个 复数 z = 
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十 贡 映 射 到 点 已 = (zy) 上 , 这 个 点 以 2 的 实 分 量 z 为 模 坐 标 , 以 虚 分 量 y 为 纵 
坐标 

极 坐标 可 以 用 在 这 个 平面 上 . 回想 平面 上 的 点 。 
书 可 以 认为 每 个 复数 是 由 两 个 极 坐 标 和 0 叭 一 确 
定 的 , 这 里 是 联结 点 已 到 原点 的 线段 D3 的 长 度 
( 昌 负 的 ), 而 9 是 由 = 轴 到 线 自 D5 的 夹 角 (图 5-1), 
所 以 


人 = 了 (2+)d,arg 2=0= arctany. (5) 


我 们 把 " 称 为 复数 z 的 绝对 值 , 把 0 称 为 z 的 辐 角 . 
"和 按 下 式 确定 入 半 


z=rcosb, Y=rsing, z=r(cos0 +i sing). {6) 


这 就 是 通常 由 极 坐标 到 直角 坐标 的 变换 公式 . 我 们 还 可 以 把 (6) 式 写成 > = reie 的 
形式 , 这 是 因为 , 由 通常 的 泰 勤 级 数 展开 式 得 到 
eig = 十 这 十 所 于 十 
绝对 值 和 辐 角 的 重要 性 主要 反映 在 来 英 弗 (De Moivre) 公式 , 这 个 公式 叙述 如 
下 : 
定理 3 复数 乘积 的 绝对 值 等 于 因子 的 绝对 值 之 积 , 乘积 的 辐 角 等 于 因子 的 辐 角 之 
和 , 换 句 话说 ， 


二 *… = cos0 + i sing. 


|zz = |z lz， arg zz = arg z 十 arg 2'. (7) 


证 明 ”因为 按 (6) 式 , 有 z = r(cosg +i sing), z' = m(cosb' 十 i sing)， 代 入 定义 (2) 
中 我 们 得 到 


22 一 1r[(cosgcosb — sinbsing’) + ifcosgsing' + singcosg/]]; 
由 熟知 的 三 角 公式 , 这 就 是 
zz/ =7r/[cos(0 + 0') +i sin(0 + 0)]. 


这 就 给 出 了 结论 (7). 
复数 绝对 值 的 乘法 性质 与 加 法 性 质 (不 等 式 ) 其 表达 形式 同 实数 一 样 ， 即 


lz|>0 除非 z=0,|0|=0; (8) 


lz+z| < Jz|+ zi. (9) 


为 了 证 明 这 些 ， 注意 公式 (1) 意味 着 z 十 2 可 
以 通过 画 以 z,0 和 zx 为 三 个 顶点 的 平行 四 边 形 
(图 5-2) 来 求 得 , 第 四 个 顶点 就 是 z+ z. 由 于 复 
数 的 绝对 值 等 于 相应 线段 的 几何 长 度 , 现在 可 以 
推出 公式 (8) 和 公式 (9). 

复 次 单位 根 可 以 用 三 角 方 法 求 得 . 从 隶 莫 
弗 从 式 (7) 直接 得 出 


52 fr(cosg +ising)l-: = Leos(-0) +i sin(0)]. 


进一步 得 到 , z" = 1 当 且 仅 当 |z|” = 1, 并且 n… arg z 是 2r 的 整数 倍 2kr， 因为 
|z| > 0 所 以 |z| = 1. 因为 arg z 在 0 和 9 < 2x 上 是 单 值 的 , 所 以 zr? =1 确 有 nn 个 
解 . 在 直角 坐标 中 , 它们 是 
Loe +i 2 … | -1 +i tad D 
n n nn n 
如 果 我 们 用 表示 cos 开 +i sin 并 ， 则 可 得 到 这 些 n 次 单位 根 的 另 一 种 表示 : 1 
ww2，…'wn-l. 用 几何 语言 叙述 就 是 
定理 4 全 体 复 nn 次 单位 根 是 单位 圆 |z| = 1 内 接 正 n 边 形 的 nn 个 顶点 . 
更 一 般 地 , 考虑 方程 2* = c, 其 中 c 关 0 为 任意 复数 . 在 极 坐标 中 , 方程 的 一 个 
解 是 了 
加 =|cl*(cosg+ising) 其 中 9= arg <， 
此 外 ，wao 是 z? =c 的 根 当 且 仅 当 c= (wz0)" = zm 妇 = wnc, 因此 wr = 1. 于 是 
c 的 nn 次 根 是 z0,wzo,w?z0,…,w"-120, 这 里 w 是 上 面 定义 的 复 n 次 单位 根 . 特别 
地 , 它们 也 可 以 用 正 多 边 形 的 ” 个 顶点 表示 . 
对 ec=a+ 姑 的 半 次 根 z0,wzo,w?z0,…,w"-1z0, 我 们 可 以 借助 于 三 角 函 数 表 
和 对 数 表 , 很 容易 地 计算 出 它们 的 数值 , 从 恒等式 
Inlzo| = nle = Fin(a? +57)3 = 去 (az + 0?) 
出 发 ,我 们 可 以 计算 lzol. 根据 未 莫 弗 公式 (7), 有 arg z0 = 2arctanl 和 arg wtzo 一 
Barctan2 + 3 此. 这 里 的 单位 是 度 最 后 由 公式 


z=7(cos0 +i sing) = |zlcos(arg 2) + ilzlsin(arg 2) 
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完成 计算 . 

每 个 复 n 次 单位 根 w 满足 一 个 有 理 数 域 上 不 可 约 的 有 理 系 数 多 项 式 方程 . 这 
些 方程 称 为 “分 圆 ” 方程 , 在 方程 式 理论 中 起 着 重要 的 作用 . 

由 定义 , 每 个 n 次 单位 根 满足 方程 z* 一 1 = 0. 此 外 ,除了 z= 1 的 其 他 所 有 根 
满足 
tt1 0 (10) 


qn(z) = 


在 3.10 节 中 用 爱 森 斯 坦 判 别 准则 证 明了 当 n =p 是 素数 时 , gp(z) 是 不 可 约 的 . 

如 果 m 不 是 素数 , 那么 情况 就 复杂 了 . 例如 , 当 n ==4,z3 十 2 十 z 十 1 = (z 十 
1)(22 + 1) 是 可 约 的 . 一 般 地 , 我 们 可 以 从 (10) 中 分 解 出 大 次 单位 根 所 满足 的 分 圆 
多 项 式 , 这 里 大 取 遍 n 的 所 有 真 因子 . n 次 单位 根 , 如 果 对 所 有 的 < n, 它 不 是 天 
次 单位 根 , 则 称 它 为 nn 次 本 原单 位 根 . (例如 , 四 次 本 原单 位 根 是 i 和 -i.) n 次 本 原 
单位 根 是 wm, 其 中 m 与 n 互 素 , 它们 都 满足 有 理 数 域 上 同一 个 不 可 约 方程 , 但 是 
这 一 结论 的 证 明和 这 个 方程 次 数 的 计算 , 需要 更 多 的 数论 知识 . 


习 


用 素 葛 弗 公式 证 明 复数 乘法 的 交换 律 和 结合 律 以 及 乘法 逆 元 素 的 存在 性 , 

描述 对 应 关系 z 一 zi 的 几何 意义 . 

求 三 次 单位 根 和 五 次 单位 根 的 实 分 量 与 大 分 量 , 计算 到 小 数 点 后 四 位 (用 三 角 函 数 表 ). 

求 2+ 2i 的 立方 根 和 四 次 根 , 计算 到 小 数 点 后 四 位 . 

列 出 全 部 12 次 本 原单 位 根 , 并 在 图 纸 上 把 它们 画 在 一 个 大 单位 圆 上 . 

.用 几何 语言 描述 变换 z 一， cz + dc de Cc 关 0) 的 效果 . 当 |c| = 1 时 是 什么 情况 ? 
(提示 ， 使 用 “平移 "旋转 * 和 “放大 ”等 词 ) 

7. 找 出 28 一 1 在 有 理 数 域 Q 上 的 不 可 约 因子 

8，(a) 证 明 , w 二 cos 各 +isin 开 是 nn 次 本 原单 位 根 

(b) 证 明 : wm 是 次 本 原单 位 根 当 且 仅 当 m 与 mn 互 素 


GG 


5.3 ”代数 基本 定理 


我 们 在 5.1 节 中 看 到 , 实数 系 及 添加 方程 2 +1= 0 的 一 个 虚 根 i 就 得 到 复数 
系 . 但 是 为 什么 就 到 此 为 止 了 呢 ? 为 什么 不 打算 添加 其 他 多 项 式 方程 的 “ 虚 ” 根 以 
便 得 到 更 大 的 域 呢 ? 所 谓 代数 基本 定理 就 回答 了 这 个 问题 : 一 旦 添加 上 i, 那么 每 
个 多 项 式 方程 就 必 有 ( 复 ) 根 , 所 以 为 解 方程 我 们 就 不 需要 再 选 男 外 的 碟 根 . 
定理 5 ( 欧 拉 -高 斯 ) 每 个 正 次 数 的 复 系 数 多 项 式 必 有 复 根 . 
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已 经 知道 这 个 著名 定理 的 很 多 证 明 方法 . @ 所 有 的 证 明 都 包含 着 像 第 4 章 引 
进 的 那些 非 代 数 概 念 , 这 里 我 们 选择 了 一 个 证 明 , 它 的 非 代数 部 分 在 直观 上 好 像 特 
别 容易 说 明 . 我 们 不 从 第 4 章 有 关 的 公理 来 详细 证 明 非 代 数 部 分 . 

证 明 ”因为 多 项 式 p(2) = amz™ 十 am-12"”! 十 … 十 a0, 其 中 am 天 0 
与 多 项 式 
m Cm-l m-— 
g(z) = 2m 十 mr 
有 相同 的 根 , 所 以 只 须 讨 论 首 项 系数 为 1 的 情况 . 

这 种 情况 下 , 我 们 画 两 个 复 平面 , 一 个 标记 为 “z 平面 ” 另 一 个 标记 为 “w 平 
面 ”, 已 知 函 数 9(z) 把 z 平面 的 每 个 点 zo = (Zo, wo) 映射 到 ww 平面 的 点 wo = g(zo) 
上 . 此 外 , 如 果 z 描绘 z 平面 上 的 一 条 连续 曲线 , 那么 g(z)( 是 可 微 的 ) 将 描绘 w 平 
面 上 的 一 条 连续 曲线 , 我 们 的 目的 是 证 明 , w 平面 的 原点 0 是 z 平面 上 某 个 点 z 的 
“ 像 ” q(z), 或 者 与 之 同样 的 是 证 明 z 平面 上 某 个 圆 的 像 通 过 w 平面 的 原点 0. 

对 每 个 固定 的 "+ > 0, 函数 w = q(rei) 确定 也 平 面 上 的 一 条 闭 曲线 %, 即 z 
平面 上 以 原点 0 为 中 心 、r 为 半径 的 圆 7r : |z| = r(z = reig) 的 像 . 对 每 个 固定 的 7， 


考虑 线 积分 @ 
udv — vdu 
G(r,0) = / dlarg w) = / 


ut+v 
这 是 对 任何 不 通过 原点 w= 0 的 曲线 外来 定义 
的 . (如 果 和 通过 w = 0, 那么 定理 5 的 结论 就 
立即 可 得 .) 几何 上 显然 有 %(r, 2r) = 2rm(r), 这 
里 分 支 数 n(") 是 曲线 全 绕 原 点 反 时 针 旋 转 的 次 
数 . 例如 , 图 5-3 描绘 的 曲线 , 其 n(r) = 2. 
现在 考虑 n(7) 随 ”的 变化 情况 . 因为 g(rei?) 
是 连续 函数 , 所 以 除了 Y 通过 原点 外 , n(7) 也 是 
随 7 连续 变化 的 . 再 有 , n(0)= 0( 除 非 co = 0, 这 
图 5-3 时 0 是 方程 的 根 ). 现在 假定 co 关 0, 我 们 将 证 
明 , 当 7 充分 大 时 , n(7) 就 是 q(z) 的 次 数 m. 实 
际 上 , 设 


@ 例如 参见 , L. E. Dickson, New First Course in the Theory of Equations (New York: Wiley, 
1939), 附录 , 或 L. Weisner, Introduction to the Theory of Equations (New York: Macmillan, 


二 十 加 = 和 十 em-izm-1 十 十 o0 
Qm 


1938), p. 145. 
@ 在 证 明 线 积分 的 存在 时 , 必须 用 到 RR 的 完备 性 . 恒等式 
udv — vdu 
Mars w) = EF 


成 立 是 因为 arg w 一 arctan 
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m 
q(2) = 2"+em-12" -1+.…++ciz+co = "(1 + Yoniv sy). 
k=1 


根据 隶 莫 弗 公式 (7), 有 


m 
arg qg(z) = m arg z+ arg(1 + Den t): 
et 


因此 , 当 z 沿 着 并 % 作 反 时 针 方向 变化 一 周 时 , arg q(z) 得 到 的 改变 量 是 argz 的 改 

变量 的 mn 倍 ( 即 m2x) 加 上 arg(1 + 》 cm_tz-*) 的 改变 量 . 可 是 当 |z| = 充分 
k=1 

大 时 , 由 公式 (8) 和 公式 (9) 可 知 


m 
i Dm =u 
k=1 


停留 在 圆 一 1| < 3 中 , 因此 绕 原点 只 转 了 零 次 ( 画 个 图 加 以 解释 ). 

我 们 得 出 结论 : 当 ” 充分 大 时 , n(7) = marg 9(z) 的 总 改变 量 是 2xm. 但 是 当 
7 变化 时 , x 是 连续 变形 的 (因为 q(z) 是 连续 的 ). 然而 , 几何 上 显然 有 , ? 一 条 绕 原 
点 m( 取 0) 次 的 曲线 , 如 果 不 是 它 变形 的 某 一 步 通过 原点 , 这 条 曲线 就 不 能 连续 地 
变形 成 一 点 . 由 此 推出 , 对 某 个 ”只 必 通 过 原点 , 这 就 出 现 g(z) = 0! 证 毕 

作为 推论 , 我 们 注意 , 如 果 p(z1) = 0, 那么 根据 余数 定理 (3.5 节 ), 我 们 可 以 写 
成 p(z) = (z 一 z1)r(z). 如 果 p(z) 的 次 数 为 mmm > 1, 则 商 式 r(z) 具有 正 次 数 , 因此 
它 也 有 一 个 复 根 z = z2. 如 此 进行 下 去 , 我 们 就 找到 p(z) 的 m 个 线性 因子 , 如 


D(z) = c(z ~ 21)(z2 — 22) (一 加) (11) 


由 此 得 到 , C 上 的 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 的 . 这 个 推论 和 第 3 章 的 唯一 因子 分 解 
定理 合 在 一 起 得 出 
定理 6 任意 复 条 数 多 项 式 可 按 一 种 且 仅 按 一 种 方式 写成 (11) 的 形式 . 

在 (11) 中 p(z) 的 根 显然 是 z1,…, zm， 这 是 因为 乘积 为 零 当 且 仅 当 它 其 中 一 
个 因子 为 零 . 如 果 因 子 (z 一“) 重复 出 现 , 那么 它 重复 出 现 的 次 数 称 为 根 z; 的 重 数 ， 
在 微 积分 学 中 , 这 个 可 以 定义 为 p(z) 在 点 为 零 的 “ 阶 数 ”: 使 得 p(z) 和 它 的 前 
v 一 1 阶 导 数 在 a 点 都 为 零 的 最 大 整数 x. 


习 题 


1. 不 用 3.8 节 一 般 的 唯一 性 定理 , 证 明 : 分 解 式 (11) 的 唯一 性 . 


@ 这 作为 平面 拓扑 学 中 的 一 个 定理 已 经 证 明了 . 例如 参看 S. Lefschetz, Introduction to Topology 
(Princeton University Press, 1949 ), p. 127. 
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. 证明: 任何 有 理 复 函数 , 如 果 对 所 有 的 z 都 取 有 限 值 , 则 它 是 多 项 式 . 

所 有 复数 偶 (w,z), 当 相 加 和 相 乘 遵循 法 则 (1) 和 (2) 时 , 它 构 成 含有 单位 元 素 的 交换 
环 吗 ? 构成 域 吗 ? 

证 明 : 任意 二 次 多 项 式 可 以 通过 C[z] 的 适当 的 自 同 构 得 到 形式 cz(z 1) 或 cz?. 

(a) 用 马克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 证 明 公式 el = cosz +i sinz. 

(b) 证 明 每 个 复数 可 以 写成 re'*. 

(0) 推导 恒等式 


只 


A 


iste-iz eiz _ er 
cosz = 一 一 ， sinz = 一 一 一 一 
2 2i 


利用 部 分 分 式 证 明 : 域 C 上 的 任意 有 理 函 数 可 以 写成 一 个 多 项 式 加 上 一 些 有 理 函数 
之 和 , 这 些 有 理 函 数 的 分 子 是 常数 , 分 母 是 线性 函数 的 宕 . 
分 解 妆 +z+1+i 


» 


如 


5.4 ” 共 思 e 数 与 实 多 项 式 


在 复数 域 C 上 , 方程 z? = -1 有 两 个 根 i 和 -i=0+ (-Di 对 应 z 十 Wi 
z+g-i =z= 引 把 第 一 个 根 映 射 到 第 二 个 根 , 反 过 来 把 第 二 个 根 映射 到 第 一 个 
根 , 而 它们 保持 所 有 实数 不 变 . 而 且 这 个 对 应 把 和 映射 到 和 , 把 积 映 射 到 积 , 这 可 以 
通过 直接 代入 公式 (1) 和 公式 (2) 或 者 应 用 定理 1 来 验证 . 换 句 话说 , 这 个 对 应 是 
C 的 一 个 自 同 构 (C 到 自身 的 同 构 )- 

我 们 可 以 更 简洁 地 把 这 个 对 应 氢 述 如 下 . 把 数 > 一 yi 称 为 复数 z = z 十 区 的 
“ 共 氏 ”2*0. 对 应 z 一 ，z* 是 C 上 周期 为 2 的 自 同 构 , 这 因为 


(2 十 2 一 全 十 太 ， (2122)* 过 驴 ， (2 六 一 2 (12) 


在 几何 上 这 个 对 应 相当 于 复 平面 关于 z 轴 的 一 个 反射 ;与 其 共 罗 相 等 的 数 只 有 实 
数 . 
共 饥 复数 在 数学 中 和 物理 学 中 (特别 在 波动 力学 中 ) 是 很 有 用 的 . 在 使 用 它们 
的 时 候 , 记 住 下 面 一 些 简单 公式 是 方便 的 : 
2 
lz 


Es Z 


用 这 些 公式 可 使 我 们 从 定理 6 很 容易 地 推出 实 系数 多 项 式 的 分 解 定理 . 
引 理 “ 实 系数 多 项 式 的 非 实 复 根 是 以 一 对 共 叔 复数 的 形式 出 现 的 . 

这 推广 了 下 面 熟 知 的 事实 , 二 次 多 项 式 az? 十 好 十 6 当 判别 式 妇 -4ac < 0 时 ， 
有 两 个 并 二 复 根 2= 了 二 一 22， 


@ 现在 通常 写作 去 
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证 明 设 p(z) 为 已 知 多 项 式 , 我 们 可 以 把 它 写 成 (11) 的 形式 , 其 中 zi 是 复数 (不 
是 通常 的 实数 ). 因为 作用 在 这 些 根 z: 上 的 一 个 对 应 zi 一 地 是 自 同 构 , 所 以 它 把 
P(z) 映射 到 另 一 个 多 项 式 


D(z)= 0 (zz1)(z — 22). (2 — 2n). 


这 个 多 项 式 的 每 个 系数 是 p(z) 中 相应 系数 的 共 斩 . 但 因 p(z) 的 全 体系 数 都 是 实数 ， 
所 以 p(z) = p*(z). 因此 分 解 式 (11) 是 唯一 的 , c = c* 是 实数 , 并 且 zi 是 实数 或 者 是 
成 对 出 现 的 共 轿 复数 . 

定理 7 ”任意 实 系数 多 项 式 可 以 分 解 成 ( 实 ) 线性 多 项 式 和 判别 式 为 负 的 ( 实 ) 二 次 
多 项 式 . 

证 明 上 面 引 理 中 的 实 根 给 出 ( 实 ) 线性 因子 (z - zi). 一 对 共 轰 复 根 十 下 和 
a 一 5i 人 天 0) 可 以 合 起 来 有 


[2— (a+bi)]lz — (a — bi)] = z?— 2az+ (a? + 0b?), 
它 给 出 p(z) 的 一 个 实 系数 二 因子 , 其 判别 式 为 
4a2 — 4(a2 +0b°) = —4b? < 0. 证 毕 


反 过 来 , 线性 多 项 式 和 判别 式 为 负 的 二 次 多 项 式 在 实数 域 上 是 不 可 约 的 (后 者 
是 因为 它们 只 有 复数 根 , 因此 没有 线性 因子 ). 定理 7 所 描述 的 因子 分 解 是 唯一 的 ， 
这 可 作为 一 个 推论 . 


习 题 
1. 解 方 程 : 
(a) (1+i)z+3iz*=2+i, (b)zz*+2z=3+i (c) zz*+3(z—2)=4—3i. 
2. 解 方程 : 
(a) zz“ 十 3(z 十 z“) =7，(b) zz" + 3(z+2°)= 3i. 
3. 解 联 立方 程 : 


iz+(l1+i)w=3+i, 
(+)z* 一 (6+iur =4. 


心 


. 给 出 44 节 定 理 4 推论 2 的 独立 的 证 明 . 

. 证明 : 如 果 我 们 在 实数 系 上 添加 一 个 任意 非 线 性 不 可 约 的 实 系数 多 项 式 的 虚 根 , 则 可 
得 到 一 个 与 C 同 构 的 域 

. 证 明 : 在 任意 有 序 域 上 , 如 果 也 一 4ac < 0, 则 az? + bz 十 c 是 不 可 约 的 . 


EE 


多 
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7. 证 明 : 保持 所 有 实数 都 不 变 的 C 的 每 个 自 同 构 或 者 是 恒 等 自 同 构 (z 一 z), 或 者 是 自 
同 构 > 一 z*. 


*5.5 ”二 次 方程 与 三 次 方程 


5.3 节 中 我 们 证 明了 任意 复 系数 多 项 式 根 的 存在 性 , 但 没有 指出 如 何 有 效 地 把 
根 计 算出 来 . 在 5.5 节 和 5.6 节 中 , 我 们 将 指出 如 何 计算 二 次 方程 、 三 次 方程 和 
四 次 方程 的 根 .计算 过 程 中 只 包含 四 种 有 理 运算 (加 、 减 、 乘 、 除 ) 和 开 n 次 方 
根 运算 ，5.1 节 和 5.2 节 中 我 们 已 指出 如 何 进行 复数 的 这 些 运算 ， 下 面 讲 的 计算 
过 程 也 可 用 于 任何 别 的 域 上 , 在 这 些 域 上 , 任意 元 素 的 n 次 根 是 可 以 构造 的 , 而 且 
1+1#¥0,1+1+1#0. 

二 次 方程 可 以 用 中 学 代数 的 “配方 ”方法 求解 . 方程 


az2+bz+c=0 (a@#0), (13) 
等 价 于 (具有 同样 的 根 ) 较 简 单 的 方程 
2+Bz+C=0 (B=2,0=£). (14) 


如 果 令 岂 = z 十 本 2 (Bz =w— 2), 以 便 配 成 完全 平方 , 我 们 可 以 看 到 (14) 式 等 价 
于 


402 一 于 一 C. (15) 
对 w, B,C 代 回 z,a,b,c, 这 就 得 出 
B -b+V— 
2 人 了 ec， (16) 


根据 5.2 节 , 所 以 有 两 个 解 . 
三 次 方程 可 以 类 似 地 求解 . 首先 像 4.4 节 那 样 , 把 三 次 方程 化 为 形式 


23 十 pz 十 4 一 0， (17) 
然后 做 维特 (Vieta) 变换 z = ww 一 , 结果 得 到 (有 些 项 已 消去 ) 


3 
w -和 +-0 (18) 


用 wp 乘 以 各 项 , 我 们 得 到 关于 w3 的 二 次 方程 . 这 个 方程 可 以 根据 (16) 式 求解 , 得 
出 


丰 更 
=-2+/ 开 + 下 (两 个 值 ). (19) 


vatVat2 
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这 给 出 w 的 6 个 三 次 根 形式 的 解 . 把 这 些 解 代入 公式 z = 也 一 二 我 们 就 得 到 z 
的 三 对 解 , 成 对 的 两 个 解 是 相等 的 . 
阑 述 一 下 前 面 定理 6 中 的 公式 是 有 趣 的 . 例如 , 二 次 多 项 式 的 情形 , 记 
22+Bz<HC= (z 一 为)(z 一 22)， 


我 们 有 
刀 十 2 = 一 B,z122 = C， 因而 (z1 一 z2)2 = B? 一 4C. (20) 


B? -4C = 万 这 个 量 是 (14) 的 判别 式 . 用 原来 (13) 式 中 的 系数 表示 , D = 全 一 <. 
类 似 地 , 设 aza, za 是 简化 的 三 次 方程 (17) 的 根 , 则 


ZA 十 22 十 23 二 0， 2Z122 十 2223 十 ZY321 二 Pp， Z12273 二 一 qg. (21) 
合并 前 两 个 关系 式 , 我 们 得 到 公式 
p= 2z122— 台 ， (21 一 22)? = 一 4p 一 323， 好 十 好 十 竣 = —2p. (22) 


我 们 现在 用 
D= TI 一 z)? = P2， 其 中 P= (z1 一 z2)(z2 -~ z3)(21 23) (23) 


i<j 
来 定义 三 次 方程 的 判别 式 . 把 P 平方, 再 利用 (22) 式 的 第 二 个 关系 式 , 通过 一 些 计 
算 后 我 们 就 得 到 
D = —4p? — 27g2, (24) 


它 可 以 用 来 简化 (19), 得 也 = 一 人 St yD. 
定理 8 实 系 康 二 次 方程 皮 三 次 方程， 如 果 它 的 判别 式 非 负 , 则 它 有 实 根 ; 如 果 它 的 
判别 式 是 负 的 , 则 它 有 两 个 虚 根 . 
证 明 根据 定理 7 的 推论 , 或 者 所 有 的 根 都 是 实 根 , 或 者 有 两 个 共 力 虚 根 z1 = z1 +yi 
和 z2 = zl 一 yi. 如果 所 有 的 根 都 是 实 的 , 则 对 所 有 i 承 j, 有 (zi 一 zj)? > 0, 因此 
D > 0. 对 第 二 种 情况 , 有 (zi 一 z2)? = -4%2 < 0, 又 因为 zs = zs 是 实 的 , 所 以 
(21 — 23)(22 — 23) = (zl ~ za + > 0, 因 此 万 <0. 证 毕 
由 (23) 式 , 条 件 D = 0 给 出 了 检验 方程 有 重 根 的 简单 判别 法 . 
可 惜 的 是 , 在 D > 0 的 情况 中 ,方程 3 十 pz+g =0 的 三 个 根 全 部 是 实 根 , 但 公 
式 (19) 却 是 用 复数 把 它们 表示 出 来 . 我 们 在 15.6 节 中 将 指出 这 是 毫 无 助 益 的 . 


习 题 
1. 证 明 : 对 任意 复数 wp, 存在 = 满足 y = z - 亏 ,存在 多 少 个 z? 
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* 


名 


” 


用 根 式 表 出 方程 的 解 
(a)z2+iz=2, (b)z3+3iz=1+i, (c)zs + 3iz? = 10i. 

把 习题 2(a)~(c) 每 个 方程 中 的 一 个 根 改写 成 小 数 形式 

(a) 证 明 (22) 式 , (b) 证 明 (24) 式 . 

(a) 证 明 : sh37 = sh(37 + 2rri). 

的) 利用 44 节 中 的 公式 (9a) 证 明 方程 42 + 3z =C 除 有 实 很 h [orshC| = sh 
外 , 还 有 复 根 -jn 土 人 

设 w = 车 是 五 次 本 原单 位 根 且 设 < 一 w+ 过. 

名 证 明 : 6 二 6 二 1 

(b) 推断 : 中 心 在 (0, 0), 一 个 顶点 在 (1, 0) 的 一 个 正 五 边 形 中 , 与 这 个 项 点 相 邻 的 顶点 
的 = 坐标 是 二. 

用 公式 cosg = 多 十 e” 证 明 ， cosng = Th(cos 0), 其 中 了 为 一 个 适当 的 次 多 项 
式 , 并 计算 Ti,T2, 7T3, Ta. 


*5.6 ”四 次 方程 的 根 式 解法 
任何 一 种 把 代数 方程 的 求解 化 为 一 系列 有 理 运 算 和 对 某 数 开 n 次 方 根 的 运算 


的 方法 称 为 “ 根 式 解法 ”. 

定理 9 任意 n<4 次 实 条 数 或 复 系数 多 项 式 方程 可 用 根 式 求解 . 

证 明 因为 n= 1 的 情形 在 任意 域 上 都 是 可 解 的 , 而 n= 2, 3 的 情形 在 5.5 节 中 已 
作 了 处 理 , 所 以 我 们 只 须 考虑 


az4 +bz3+cr?+drt+e=0, (a#0). 


再 有 , 用 a 去除 每 一 项 ,并 用 z = z 十 之 代替 z( 以 便 配 成 “完全 ”四 次 方 ), 我 们 得 
到 方程 


24 十 pz2 十 gz 十 7 一 0， (25) 


它 的 根 与 原 方程 的 根 相差 站: 但 是 , 对 所 有 的 (25) 式 等 价 于 


六 2 2 
z 十 3 十 下 一 zu 一 下 十 DZ +gz+r=0, (26) 


或 (2 水 2) 二 [=p 一 gz 十 全 -7)] =0. 
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第 一 项 是 一 个 完全 平方 P, 这 里 已 = 22+ 半 . 方 括号 中 的 项 当选 取 v 满足 (相当 于 
判别 式 等 于 零 ) 
2=4u- 中 (二 -7) (27) 


时 , 是 一 个 完全 平方 8?. 应 用 定理 8, 这 个 关于 的 三 次 方程 可 用 根 式 求解 . 如果 
(25) 式 的 系数 是 实数 , 我 们 甚至 可 以 证 明 , 至 少 有 一 个 实数 ul > p 满足 (27) 式 , 这 
是 因为 , 当 以 =p 时 , (27) 式 的 右边 为 零 , 并 且 当 w > 0 充分 大 时 , (27) 式 的 右边 大 
于 q?, 或 大 于 另 一 个 任意 预先 给 定 的 常数 . 因此 根据 4.4 节 定 理 4, (27) 式 有 所 要 求 
的 实 根 ui. 
把 这 个 常数 ui 代入 (26) 式 , 则 (25) 式 的 左边 采取 形式 P? 一 Q? = (P+Q)(P 一 
@), 或 者 
(2+ 全 +9)(2+ 旦 -9)， (28) 


这 


hm 
曲 


Q=4z-B， A=Vir-,, 8= 癌 . (29) 


(25) 式 的 根 显 然 是 (28) 式 的 两 个 二 次 因子 的 根 , 后 者 可 根据 (16) 式 求 出 , 注意 , 如 
果 原 方程 的 系数 a,b, c,d,e 都 是 实数 , 那么 这 两 个 因子 也 是 实 系 数 的 . 

回顾 一 下 方程 根 式 解 法 的 历史 是 有 意义 的 . 二 次 方程 的 求解 由 印度 人 发 现 , 而 
它 的 几何 形式 由 希腊 人 给 出 (4.1 节 ). 三 次 方程 和 四 次 方程 的 求解 是 由 文艺 复兴 时 
期 意大利 数学 家 Scipio del Ferro (1515) 和 Ferrari (1545) 给 出 . 此 外 , 18 世纪 末 , 阿 
贝 耳 (Abel) 和 伽 罗 瓦 (Galois) 证 明了 所 有 次 数 n > 5 的 多 项 式 方程 用 根 式 求解 是 
不 可 能 的 (15.9 节 ). 


习 是 


1, 用 根 式 求解 z+ 一 423 + (1 +)z = 3i. 
2. 不 用 代数 基本 定理 , 证 明 : 每 个 次 数 ”< 6 的 实 系数 多 项 式 有 复 根 . 
3. 解 联 立方 程 
zw=1+i, 
{ 2 +w =3—i. 


“5.7 ”稳定 型 方程 


很 多 物理 系统 是 稳定 的 当 且 仅 当 相应 的 多 项 式 方程 的 全 部 根 具 有 负 的 实 部 . 因 
此 具有 这 种 性 质 的 方程 称 为 “稳定 型 ” 方程 . 
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在 实 二 次 方程 22+Bz+C= 0 的 情形 中 , 容易 检验 它 的 稳定 性 . 如 果 4C < B?， 
则 两 个 根 都 是 实数 . 它们 具有 相同 符号 当 生 仅 当 z1z2 = C > 0, 符号 是 负 的 当 且 仅 
当 恕 = 一 (和 1 十 2%2) > 0. 如 果 4C > B?, 则 方程 的 根 是 两 个 共 示 复 数 ， 它们 两 个 具 有 
负 的 实 部 zi = zs 当 且 仅 当 B = -2zl = -2z? > 0. 这 种 情形 中 也 有 C > 与 > 
因此 这 两 种 情形 的 “稳定 性 ” 条 件 是 B > 0,C > 0. 

在 实 三 次 方程 3 + Az? + Bz 十 C = 0 的 情形 中 , 稳定 性 条 件 也 不 难 找到 ，( 当 

然 , 只 考虑 简化 形式 (17) 还 不 够 .) 事实 上 , 如 果 所 有 的 根 具有 负 实 部 , 那么 , 因为 一 

个 根 “= -a 是 实 的 , 所 以 我 们 有 分 解 式 


23+Az2+Bz+C= (z+a)(z2 +bz+o), (30) 


这 里 a > 0, 并 由 上 述 情况 知 5 > 0,c > 0. 因此 稳定 性 的 必要 条 件 是 4 = a+b> 

=(aw+c)>0 和 C=ac>0. 此 外 AB~C=bla?+ab+c)>0. 

反之 , 假定 4 > 0,B > 0,C > 0, AB 一 C > 0, 并 考虑 实 分 解 式 (30), 根据 定理 
7 这 个 分 解 总 是 存在 的 . 因为 uc = C > 0, 所 以 a 和 c 有 相同 的 符号 . 但 是 , 如 果 它 
们 两 个 都 是 负 的 , 那么 b 必须 是 负 的 才能 使 + c > 0, 因此 4 = ao+b < 0, 同 假 
定 矛盾 . 因此 有 a > 0,c > 0, 并 推出 a? 十 ab 二 c= a(a 十 b)+c>0. 但 是 这 就 推出 

a > 0, 因此 (30) 式 的 两 个 因子 是 稳定 的 . 从 而 我 们 证 明了 下 面 结果 . 
定理 10 实 二 次 方程 22 十 Bz 十 C=0 是 稳定 型 方程 当 且 仅 当 忆 >0 和 C0>0. 实 
三 次 方程 3 十 422 十 Bz 十 C = 0 是 稳定 型 方程 当 且 仅 当 A>0,B>00>0 和 和 
AB>C. 


习 题 


- 


检验 下 列 多 项 式 的 稳定 性 : 

(a) 23+22+2z+1, (b) za 十 z2 十 2z 十 2. 

证 明 : n 次 首 一 实 系数 多 项 式 是 稳定 型 的 , 那么 它 的 所 有 系数 都 必须 是 正 的 . 

*3. 证明 : 实 系数 多 项 式 z + 4z3 + Bz? + Cz 十 万 是 稳定 型 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 系数 都 
是 正 的 , 并 且 4BC > 42D + C2. 

利用 习题 3, 求 出 复 系数 二 次 方程 2 + Bz+ C = 0 是 稳定 型 方程 的 充分 必要 条 件 .( 提 
示 : 考虑 (22+ Bz+C)(z2? +B*z+C*)=0.) 


» 


2 
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6.1 “正方形 的 对 称 


“对 称 ” 的 概念 对 每 个 受过 教育 的 人 来 说 都 是 熟悉 的 , 但 是 由 对 称 产生 的 对 称 
代数 却 只 有 少数 人 了 解 . 我 们 将 通过 具体 的 正方 形 对 称 来 引出 这 个 代数 . 

我 们 设想 一 个 正方 形 硬 纸板 放 在 有 固定 办 的 平面 上 , 使 得 正方 形 的 中 心 落 在 坐 
标 原 点 上 , 正方 形 的 一 个 边 是 水 平 的 . 显然 , 这 个 正方 形 具 有 旋转 对 称 : 它 通过 下 面 
的 刚体 运动 可 旋转 成 自身 . 

RR: 围绕 中 心 O 顺 时 针 旋 转 90°. 

RR', R": 以 同样 的 方式 旋转 180? 和 270?. 

这 个 正方 形 还 有 反射 对 称 ; 它 可 以 通过 下 面 的 刚体 反射 变 为 自身 . 

且 : 关于 过 原点 O 的 水 平 轴 的 反射 . 

V: 关于 过 原点 O 的 垂直 轴 的 反射 , 

D; 关于 I，, 下 象限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

D': 关于 工 , V 象 限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

至 此 , 我 们 列举 的 这 些 情形 包括 了 七 种 对 称 . 

对 称 代数 起 源 于 下 述 事实 ; 我 们 通过 相继 完成 两 个 运动 可 以 把 两 个 运动 相 冬 ， 
例如 , 乘积 了 HR 可 分 两 步 得 到 : 首先 把 正方 形 关于 水 平 轴 反 射 , 然后 再 把 正方 形 顺 
时 针 旋 转 90°. 通过 正方 形 硬 纸板 的 实验 , 我 们 可 以 验证 , HR 的 最 终 效 果 与 D' 是 一 
样 的 , 这 里 D' 是 关于 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 的 反射 . 另 一 方面 , 等 式 HR= D/ 
可 以 通过 观察 正方 形 的 每 个 顶点 的 变化 来 验证 , 如 果 等 式 两 边 具 有 同一 个 效果 , 则 
等 式 成 立 . 例如 , 在 图 1 中 , HR 是 先 通过 五 把 1 送 到 4, 然后 通过 尽 把 4 送 到 3， 
因此 就 把 1 送 到 3, 这 恰好 与 D' 的 效果 一 样 . 

类 似 地 , RH 定义 为 先 顺 时 针 旋转 90° 随后 关于 水 平 轴 反 射 ，( 注 意 : 图 6-1 的 
平面 包含 反射 轴 , 这 个 平面 可 以 想象 成 不 随 正方 形 而 旋转 .) 

由 计算 表明 RH = D 关 HR, 由 此 我 们 顺便 得 到 这 里 所 说 的 “乘法 ”一 般 不 满 
足 交 换 律 ! 但 是 它 满足 结合 律 , 我 们 在 6.2 节 中 将 看 到 这 一 点 . 

读者 计算 正方 形 对 称 的 其 他 乘积 (6.4 节 的 表 1 中 给 出 一 个 完整 的 乘法 表 ) 是 
有 意义 的 . 当 你 做 完 这 些 乘积 之 后 将 会 发 现 , 一 般 地 , 逐次 地 把 任意 两 个 对 称 乘 起 来 
便 得 到 第 三 个 对 称 , 但 有 个 例外 , 例如 , 当 丸和 R” 相 乘 时 , 就 会 看 到 它 的 积 是 一 个 
使 正方 形 每 个 点 都 保持 原来 位 置 的 运动 , 这 就 是 所 谓 的 “ 恒 等 ” 运动 [. 这 通常 不 被 
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非 数学 家 认为 是 对 称 ; 尽管 如 此 , 为 了 能 使 所 有 的 对 称 两 两 相 乘 , 我 们 还 是 把 工 看 作 
一 个 (退化 的 ) 对 称 . 


图 6-1 


一 般 地 , 根据 定义 , 几何 图 形 的 对 称 是 图 形 上 的 点 保持 距离 不 变 的 一 一 变换 . 容 
易 看 出 , 正方 形 的 任意 对 称 一 定 把 顶点 1 变换 到 四 个 可 能 的 顶点 之 一 , 而 且 对 每 个 
这 样 的 选择 正好 有 两 个 对 称 . 于 是 总 共 只 有 八 个 对 称 , 就 是 我 们 已 经 列 出 来 的 那些 . 

不 仅 正方 形 , 而 且 每 个 正 多 边 形 和 正 多 面体 (例如 立方 体 和 正二 十 面体 ) 都 存 
在 有 趣 的 对 称 群 , 可 以 用 上 面 概述 的 初等 方法 找到 . 

类 似 地 , 很 多 装饰 品 有 有 趣 的 对 称 . 例如 我 们 考虑 一 个 无 限 长 的 装饰 图 案 


在 这 个 图 案 中 , 箭头 是 沿 着 直线 以 一 英寸 间隔 均匀 分 布 的 . 这 个 图 形 的 三 个 简单 的 
对 称 是 : T, 向 右 平移 一 英寸 ; T', 向 左 平移 一 英寸 ; 五 , 图 形 关于 水 平 轴 反 射 其 他 
对 称 (事实 上 是 一 切 对 称 ) 可 以 由 这 三 个 对 称 反 复 相 乘 而 得 到 . 


习 题 


. 计算 HV, HD',D'H,R'D',D'R',RR”. 

.在 “箭头 ”装饰 图 案 中 , 描述 对 称 TH 和 HT. 

. 列 出 等 边 三 角形 的 所 有 对 称 , 并 计算 五 种 具有 代表 性 的 乘积 . 
. 列 出 普通 矩形 的 所 有 对 称 , 并 计算 它们 的 所 有 乘积 . 


和 2D 
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*5. 正四 面体 有 多 少 对 称 ? 正八 面体 有 多 少 对 称 ? 画图 说 明 . 
*6, 证 明 : 正文 中 的 装饰 图 案 的 任意 对 称 可 通过 理 ,T 和 7T" 反复 相 乘 而 得 到 . 


6.2 变换 群 


对 称 代数 可 以 推广 到 无 论 什 么 元 素 的 任意 集合 5 的 一 一 变换 . 虽然 常常 把 集 
合 5 看 作 “ 空 间 ”( 例 如 平面 或 球 ), 把 5S 的 元 素 看 作 “ 点 ”, 并 且 把 双 射 看 作 5 的 
相对 适当 性 质 的 “对 称 ”, 然而 在 任何 情况 下 , 5 的 双 射 还 满足 一 些 非 平凡 的 代数 定 
律 . 
为 了 理解 这 些 定律 , 我 们 必须 清楚 地 记 住 1.11 节 中 给 出 的 关于 函数 、 单 射 、 满 
射 和 双 射 的 定义 . 为 了 重新 解释 它们 , 我 们 给 出 一 些 新 的 例子 . 同 1.11 节 中 一 样 , 我 
们 通常 用 缩写 记号 zf 代替 f(z)( 读 作 “z 通过 f 的 变换 ” ), 用 zg 代替 g(z), 等 等 . 
函数 f(z) = ez 把 实数 域 及 映 入 复数 域 C, 它 的 值 域 ( 像 ) 是 单位 圆 . 类 似 
地 , g(z) = |z| 是 函数 g:C 一 有, 它 的 像 是 所 有 非 负 实数 的 集合 . 
再 有 , 考虑 下 列 整 数 环 Z 到 自身 的 函数 po:Z 一 Z 和 Wo:Z 一 Z: 


0， 当 m 为 奇数 . 


根据 乘法 消去 律 , 加 是 一 一 的 ; 然而 它 的 值 域 仅 由 偶数 组 成 , 所 以 to 没有 把 Z 变换 
到 Z 上. 另 一 方面 , yo 不 是 一 一 的 , 这 因为 所 有 奇数 都 映射 到 零 , 但 是 它 把 Z 映 到 
Z 上 , 于 是 wo 是 满 射 , 而 不 是 单 射 . 

我 们 现在 转 到 变换 代数 . 具有 相同 的 定义 域 9 和 相同 的 取 值 域 7 的 两 个 变换 
9g:3 一 下 和光 :3 一 了 如果 它 们 作用 到 5 的 每 一 点 上 都 有 相同 的 效果 , 则 称 它们 
相等 , 即 


m 
a | 于 ， 当 和 为 偶数 ， 


$= 的 意思 是 , 对 每 个 pe S, 有 pd = Pd/ (1) 
再 定义 两 个 变换 $ 和 ?的 乘积 或 合成 uy 为 它们 相继 作用 的 结果 , 先 $ 后 少 ， 
然而 这 里 应 假定 $ 的 取 值 域 是 的 定义 域 . 换 句 话说 , 如 果 
9g:5 一 也 幼 :T 一 了 
那么 gw 是 由 等 式 
P(9p) = (po) (2) 


给 出 的 由 5 到 UV 中 的 变换 , 式 中 规定 gy 作用 到 任意 点 pe S. 特别 是 , S( 到 自身 ) 
的 两 个 变换 的 乘积 总 是 可 以 定义 的 . 我 们 现在 只 考虑 这 种 情况 , 只 要 假定 所 包含 的 
乘积 有 定义 , 下 面 证 明 的 恒等式 几乎 所 有 都 可 以 用 于 一 般 情 况 . 
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变换 的 乘法 适合 

结合 律 (9%)0 = gVO)， 
这 里 假定 所 包含 的 乘积 都 有 定义 . 直观 上 这 是 显然 的 : (4w)9 和 9(w0) 两 者 都 是 按 
照 先 $ 后 少 最 后 9 的 顺序 作用 的 . 正式 地 , 对 每 个 pe 5, 我 们 有 


py 3 (20) (40) FLEW BP(OD)0 Pl), 


这 里 每 步 都 依赖 于 乘法 的 定义 (2), 也 就 是 把 定义 (2) 用 到 与 每 步 相 对 应 的 等 号 下 
面 标 出 的 乘积 上 . 根据 变换 相等 的 定义 (1), 这 就 证 明了 结合 律 ww%6) = (gw)6. 
集合 S 上 的 恒 等 变换 了 = 1 是 使 5 上 每 个 点 保持 固定 的 变换 了 T: 8 一 8. 代数 
上 , 这 可 馆 述 成 等 式 
pI=p， 对 每 个 pe 5. (3) 


从 上 面 的 定义 , 直接 推出 
同一 律 19=9I=p， 对 一 切 9. 


为 了 验证 这 一 点 , 我 们 注意 , 对 所 有 的 p, 有 p(19) = (p1)9$ = pp, 类 似 地 , p(g7) = 
(p90)T = pp. 
现在 回 到 前 面 定义 在 集合 Z 上 的 特殊 变换 po 和 wo, 并 计算 它们 的 乘积 . 显然 


m，” 当 m 为 偶数 ， 
0， ” 当 m 为 奇数 . 


因此 wopo 关 工 另 一 方面 , 对 一 切 m € Z, 有 mdoya = m, 因此 yyo = 了. 于 是 我 们 
称 wo 是 po 的 右 逆 元 素 (而 不 是 左 道 元 素 ). 

一 般 地 , 如 果 变 换 :5 一 S 和 :5 一 S 具 有 =T: 5 一 5, 那么 称 $ 是 多 
的 左 逆 元 素 , 而 少 是 9 的 右 闻 元素 . 这 些 定义 同 以 前 定义 的 是 “一 一 的 ( 单 射 )” 和 
“ 映 上 的 ( 满 射 )” 等 概念 有 密切 关系 . 
定理 1 变换 :5 一 5 是 一 一 的 当 且 仅 当 它 有 右 北 元 素 , 的 是 映 上 的 当 且 仅 当 它 
有 左 逆 元 素 . 

证 明 如 果 由 有 右 逆 元 素 网 dy = 了 并且 pp =p'9, 那么 


myogo = { 


p=Pp(9%) = (pp)y = (pG)Y =p ($Y) = 


于 是 由 pg = p19 可 推出 p=p', 因此 $ 是 一 一 的 . 类 似 地 , 如 果 由 有 左 逆 元 素 Ww, 则 
W# = 了 因此 5 中 的 任何 元 素 4 都 可 写成 


=4gI= gq(y¢) = (qv')y, 
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这 表明 9 是 某 一 点 p= gw 的 少 像 . 因此 少 是 映 上 的 . 

反 过 来 , 已 知 任意 4 : S 一 5, 我 们 首先 如 下 构造 第 二 个 变换 区: 5 一 5. 5 中 有 
一 些 点 , 其 中 每 个 点 4 是 5 的 一 个 或 多 个 点 p 在 $ 之 下 的 像 , 对 每 个 点 q, 在 这 些 
点 p 中 任意 选 出 0 一 个 点 作为 像 oy. 那么 , 对 形 为 pg 的 任何 一 个 g, 有 


gq(V¢) = (gy)$ 一 pg = q. 


再 令 少 随便 按 什么 方式 映射 5 中 其 余 的 点 g, 辟 如 说 映射 到 ( 非 空 ) 集合 5 的 某 个 
定点 上 . 

现在 , 如 果 % 是 映 上 的 , 那么 每 个 9 都 有 形式 pg, 因此 wp = 7 所 以 B86 用 作 
为 它 的 左 道 元 素 . 另 一 方面 , 如 果 是 一 一 的 , 那么 , 对 每 个 p, (pg)% 一 定 是 唯一 的 
p, 即 上 面 所 说 的 4 = py 中 的 p. 因此 py = 7 所 以 少 是 9 的 右 逆 元 素 , 如 断言 所 
述 . 证 毕 
注 微 积分 学 中 函数 记号 y = 9(z) 暗示 记 成 y = 4z, 而 前 面 我 们 写成 y = z9; 按 
照 这 种 记号 , 5 和 z = %(y) 的 合成 自然 写成 z = (w9)z, 它 是 作为 := wy(g(z)) 的 缩 
写 记 号 , 并 代替 z = zw. 因此 yd 的 意思 是 “ 先 执行 由 后 执行 %”, 而 右 逆 元 素 和 
左 逆 元 素 的 概念 应 相互 对 换 ， 虽然 上 述 两 种 记号 用 任何 一 种 都 是 可 以 的 , 但 是 一 定 
要 避免 它们 之 间 的 混淆 . 然而 , 双边 逆 元 素 的 意思 保持 不 变 , 正如 下 面 推论 所 述 . 
推论 1 变换 由 :9 一 9 是 双 射 当 且 仅 当 它 婚 有 右 逆 元 素 又 有 左 逆 元 素 . 如 果 由 是 
双 射 ,那么 9 的 任意 右 逆 元 素 等 于 乡 的 任意 左 北 元 素 . 

事实 上 , 如 果 $B 有 右 逆 元 素 9 和 左 逆 元 素 y, 那么 


0=10=(w6)0 =Y(60) = YI = 


把 变换 4 : 3 一 5 的 (双边 ) 逆 元 素 定义 为 满足 

北 律 $071 =9716=I 
的 任意 变换 671. 这 些 等 式 也 表明 $7! 是 $ 的 (双边 ) 道 元 素 , 因此 进一步 有 
推论 2 变换 8:5 一 5 是 双 射 当 且 仅 当 乡 有 (双边 ) 逆 元 素 $1. 如 果 由 是 双 射 ， 
那么 四 的 任何 两 个 送 元 素 是 相等 的 , 并 有 


(67°) =$. (4) 


这 个 推论 后 面 将 要 用 到 . 它 可 以 直接 证 明 , 因为 6-! 只 不 过 是 这 样 一 个 变换 , 它 
把 3 的 每 个 点 9 = py 变 回 原来 唯一 的 点 p. 在 S 是 有 限 的 特殊 情况 下 , % 是 一 一 的 
当 且 仅 当 $ 是 映 上 的 , 因此 在 这 种 情况 下 左 道 元 素 和 右 道 元 素 的 更 细致 的 讨论 是 没 
有 意义 的 . 
@ 在 这 样 的 点 9 组 成 的 集合 是 无 限 的 情况 下 , 选择 公理 (参见 12.2 节 ) 断言 ， 对 每 个 %, 可 以 选择 无限 
多 个 这 样 的 p 
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对 于 集合 5 到 另 一 个 集合 了 的 函数 g : 8 一 了 来 说 , 定理 1 及 其 推论 以 及 它 
们 的 证 明 也 都 成 立 . 我 们 只 须 注意 , 左 道 元 素 或 者 右 逆 元 素 6 是 第 二 个 集合 了 到 
集合 3 中 的 变换 , 并 注意 . 


yb=Ir:T—o7, $0=Is:S— 5. 


这 里 Is 和 全 分别 是 5 和 了 上 的 恒 等 变 换 . 

我 们 现在 准备 定义 变换 群 这 一 重要 概念 .“ 空 间 ”S 上 的 变 痪 群 是 指 满足 下 列 条 
件 的 把 5 映 上 3 的 一 一 变换 $ 组 成 的 任意 集合 G: 

(i) 5 的 恒 等 变 换 在 G 中 ; 

人 区 如 果 % 在 G 中 , 则 它 的 逆 元 素 也 在 G 中 ; 

( 道 ) 如 果 $ 和 在 G 中 , 则 它们 的 积 也 在 G 中 . 
定理 2 任意 空间 5 到 自身 的 所 有 双 射 所 组 成 的 集合 G 是 一 个 变换 群 . 
证 明 因为 IT = 了 ,5S 上 的 恒 等 变 换 了 是 双 射 , 因此 了 在 集合 G 中 , 上面 的 条 件 (i) 
满足 . 如 果 p 在 G 中 , 由 前 面 的 推论 2 得 5! 也 是 双 射 , 因此 它 同样 在 G 中 , 条 件 
(ij 满足 , 最 后 , 任意 两 个 把 5 映 上 5 的 一 一 变换 Bp 和 它们 的 乘积 有 逆 元 素 , 因 
为 根据 假设 


(人 9) 的) 一 gg = 0761 = 9! =7, 
(WO) GW) = (0 GY = y= y=1. 
因此 py 也 是 双 射 , 并 且 有 逆 元 素 
(p90) -1 = 7161. (5) 


口头 上 说 就 是 , 乘积 的 北 元 素 等 于 逆 元 素 颠 倒 次 序 相 乘 . 证 毕 

有 限 集 S 到 它 自身 的 双 射 通常 称 为 5 的 置换 . n 个 元 素 的 所 有 置换 组 成 的 群 
称 为 n 次 对 称 群 ; 显然 它 包含 n! 个 置换 , 这 因为 第 一 个 元 素 的 像 & 可 以 有 nn 种 
方式 选取 , 然后 , 第 二 个 元 素 的 像 可 以 从 去 掉 如 剩 下 的 元 素 中 以 ”一 1 种 方法 选取 ， 
等 等 


习 是 


1. 在 正方 形 对 称 群 中 计算 VD, (VD)R”, DR”,V(DR”). 

2. 类 似 习 题 1, 计算 HR, R'(HR), RH, (RH)R. 

3. 设 5 由 所 有 实数 组 成 (或 由 直线 上 的 所 有 点 z 组 成 ), 所 考虑 的 变换 具有 形式 zg = 
az 十 在 下 列 各 种 情况 中 , 以 所 指定 类 型 的 a 和 6 为 系数 的 所 有 可 能 的 变换 4 组 成 
的 集合 , 哪些 是 变换 群 , 并 给 出 证 明 . 
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(a) a 和 6 是 有 理 数 ; (b) a = 1,b 是 奇数 ; 

(c) a = 1,4 是 正 整数 或 零 ; (d) a = 12 是 偶数 ; 

(e) a 是 整数 , 5 = 0; (f) a 关 0a 和 ?是 实数 ; 

(g) a 取 0,a 是 整数 , b 是 实数 ; (h) a 取 0,a 是 实数 , 5 是 整数 ; 
(i) a 关 0,a 是 整数 , 5 是 无 理 数 ; 0G) a 关 0,a 是 有 理 数 , b 是 实数 . 


在 这 些 变换 群 中 , 哪些 群 的 乘法 满足 交换 律 ? 
. 找 出 恰 有 三 个 “点 ”的 “空间 ”S 上 的 所 有 变换 , 共有 多 少 个 变换 ? 其 中 有 多 少 个 是 一 
一 变换 ? 
5. 证 明 : 所 有 正 整数 的 集合 上 的 变换 n "一 n? 没有 左 逆 元 素 . 并 列 出 两 个 明显 的 右 逆 元 
素 . 
6. 列 出 正文 中 定义 的 变换 wo : Z 一 2 的 两 个 不 同 的 左 逆 元 素 , 并 列 出 po 的 两 个 不 同 的 
右 道 元 索 . 
7, 证 明 : 如 果 小 和 ?都 有 右 逆 元 素 , 那么 py 也 有 右 道 元 素 . 
8. 对 于 正方 形 对 称 群 , 计算 [R71(VR)]71[(R71D)R]. 
9. 对 正方 形 对 称 群 , 解 方程 RXR' = D. 
10. 在 正方 形 对 称 群 中 , 验证 


(RH)!= H-!R-!#R-!H-!. 


ES 


11. 求 出 矩形 的 每 个 对 称 的 逆 元 素 , 并 验证 公式 (5). 
12. 证 明 : 如 果 %, ba，……4r 是 一 一 的 , 那么 B192… 9n 也 是 一 一 的 , 且 有 逆 元 素 


(bi192°10n) = On 2 7. 


13. 证 明 : 对 任意 %: 5 一 5, 由 定理 1 证 明 的 第 二 部 分 所 构造 的 变换 w 满足 bpd = 内 
*14. 证 明 : 具有 唯一 右 道 元 素 或 唯一 左 逆 元 素 的 变换 5 : 5 一 5, 必 是 5 到 5 上 的 一 一 变 
换 . 
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立方 体 的 所 有 对 称 构 成 另 一 个 有 趣 的 群 . 用 几何 语言 来 说 , 这 些 对 称 是 保持 立 
方 体 上 距离 不 变 的 一 一 变换 . 它们 被 称 为 “等 距 变 换 ”, 共有 48 个 . 为 了 说 明 这 一 
点 , 我 们 注意 到 , 任意 一 个 初始 顶点 可 以 变换 到 八 个 顶点 中 任意 一 点 , 任意 顶点 的 变 
定之 后 , 这 个 顶点 的 三 个 相 邻 顶点 可 以 有 六 种 方式 进行 排列 , 于 是 给 出 6.8=48 
[能 性 . 当 一 个 顶点 和 它 的 三 个 相 邻 顶点 的 位 置 确定 时 , 立方 体 上 任何 一 点 的 位 
置 也 就 固定 下 来 , 所 以 整个 对 称 就 知道 了 . 因此 立方 体 恰 有 48 个 对 称 . 它们 中 间 很 
多 都 具有 特殊 的 几何 性 质 , 例如 , 其 中 一 个 对 称 是 把 立方 体 的 每 个 点 反射 成 对 径 点 . 


对 
J 本 
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包含 着 无 穷 多 个 变换 的 一 个 熟悉 的 群 是 所 谓 欧 几 里 得 群 。 这 个 群 由 平面 的 所 
有 “等 距 变换 ”组 成 , 或 者 用 初等 几何 的 语言 来 说 , 在 这 些 变 换 下 , 平面 同 自身 是 全 
等 的 . 这 个 群 由 平移 、 刚体 旋转 和 反射 的 乘积 组 成 . 我 们 将 在 第 9 章 详细 讨论 它 . 

另 一 个 群 是 由 空间 的 所 有 “相似 变换 ”组 成 , 即 由 那些 使 一 切 距离 扩大 常数 
k(k > 0, 称 为 比例 因子 ) 倍 的 一 一 变换 组 成 . 任意 球面 变 为 自身 的 所 有 刚体 运动 又 
构成 一 个 群 . 使 平面 上 正六 边 形 网 络 (图 6-2) 保持 不 变 的 所 有 “等 距 变换 ”构成 另 
一 个 有 趣 的 群 . 


图 6-2 


再 有 , 一 条 橡皮 绳 沿 一 直线 摆 放 着 , 绳 的 两 端 分 别 固定 在 P, Q 两 点 , 它 可 以 沿 
着 这 条 直线 以 很 多 种 方式 变形 . 所 有 这 些 变形 构成 一 个 群 (通常 称 为 线段 PQ 的 同 
胚 群 ). 

一 般 地 说 , 任意 集合 的 一 一 变换 , 如 果 保持 集合 中 元 素 的 某 个 或 某 些 任意 给 定 
的 性 质 , 那么 这 些 一 一 变换 构成 一 个 群 。 克 莱 菌 (Felix Klein)(Erlanger Programm， 
1872) 雄辩 地 描述 了 , 不 同 的 几何 分 支 可 以 看 作 是 研究 相应 空间 的 那些 在 适当 的 变 
换 群 下 保持 不 变 的 性 质 . 例如 , 欧 几 里 得 几何 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 等 距 变 换 下 
保持 不 变 的 性 质 , 拓扑 学 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 同 胚 变换 之 下 保持 不 变 的 性 质 . 
类 似 地 , 射影 几何 和 仿 射 几何 分 别 研究 空间 在 射影 群 和 仿 射 群 下 保持 不 变 的 性 质 . 
射影 群 和 仿 射 群 的 定义 将 在 第 9 章 给 出 . 


习 题 
1. 描述 带 有 六 个 等 间隔 辐 条 的 车 轮 的 全 部 对 称 . 


2. 描述 一 个 顶点 固定 的 立方 体 的 六 个 对 称 . 
3. 设 5,T 是 立方 体 关于 两 个 平面 的 反射 , 这 两 个 平面 分 别 平行 于 立方 体 的 两 个 不 同 的 侧 
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面 描述 ST 的 几何 意义 
描述 一 些 把 图 2 的 正六 边 形 网 络 变 到 自身 的 平面 等 中 变换 
对 正方 形 网 络 做 习题 4 你 能 数 出 所 有 这 样 的 变换 吗 (这 是 困难 的 )? 
对 正三 角 网 络 做 习题 4 并 说 明 这 些 变换 与 习题 1 的 变换 群 的 关系 - 
.对 下 述 几 种 情况 做 习题 4 
(a) 无 限 加 柱 休 , (b) 有 限 回 柱 体 
(@) 圆柱 晤 旋 线 , 即 一 条 围 线 柱 面 并 与 圆柱 轴线 成 定 角 的 螺旋 线 , 
*8, 证 明 所 有 变换 z 一 z' = 经 二 (其 中 系数 ob cd 在 任意 域 忆 中 ,并 且 od 一 be = 1) 
组 成 一 个 群 , 这 些 变换 作用 在 由 域 的 全 体 元 素 和 符号 元 素 co 组 成 的 集合 上 . 


No 
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变换 群 决 不 是 其 乘法 满足 6.2 节 中 所 说 的 结合 律 、 同 一 律 和 逆 律 的 唯一 系统 . 
例如 , 任意 域 (如 有 理 数 域 、 实 数 域 和 复数 域 ) 的 全 体 非 零 元 素 都 满足 这 些 定律 . 任 
意 两 个 非 零 元 素 的 乘积 是 一 个 非 零 元 素 ; 结合 律 成 立 ; 域 的 单位 元 素 1 满足 同一 律 ， 
并 且 二 = z-: 满足 逆 律 

类 似 地 , 任意 整 环 的 全 体 元 素 (这 次 包括 零 ) 在 加 法 运算 之 下 满足 上 述 三 个 定 
律 . 例如 , 任意 两 个 元 素 有 唯一 确定 的 和 ; 加 法 满足 结合 律 ; 对 于 加 法 运算 , 零 满足 同 
一 律 , -z 满足 逆 律 . 换 句 话说 , 任意 整 环 的 全 体 元 素 在 加 法 之 下 构成 一 个 群 

为 方便 起 见 , 我 们 引进 包含 上 述 和 其 他 一 些 例子 的 群 的 抽象 概念 
定义 具有 二 元 运算 的 元 素 集合 G,(i) 运算 满足 结合 律 ; (ii) 有 一 个 满足 同一 律 的 单 
位 元 素 ; (ii) 对 每 个 元 素 o 有 元 素 a-1( 称 为 a 的 过) 满足 这 律 , 则 这 个 集合 G 称 为 
群 . 


我 们 可 以 不 提 变 换 , 用 许多 方式 抽象 地 给 出 群 的 定义 , 这 样 定义 的 群 常常 称 为 
抽象 群 . 

在 讨论 抽象 群 的 时 候 , 元 素 用 小 写 拉丁 字母 a, b,c,… 来 表示 . 乘积 记号 “ab” 
通常 用 来 表示 G 的 两 个 元 素 和 在 群 的 运算 之 下 而 得 的 结果 , 但 是 其 他 记号 , 像 
“a 十 b” 和 “aob” 也 同样 适用 . 在 乘积 记号 中 , 用 “e” 表 示 单 位 元 素 , 定义 群 的 三 个 
定律 变 为 

结合 律 a(bc) = (ab)c， 对 一 切 a,b,c. 

同一 律 ae=ea=a， 对 一 切 a. 

送 律 aa-!1=a-la=e， 对 每 个 a 和 某 个 o-1. 

其 运算 满足 交换 律 的 群 称 为 交换 群 或 阿 贝 耳 群 , 利用 这 个 概念 我 们 可 以 把 域 的 
定义 简化 如 下 . 
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定义 集合 已 满足 下 列 条 件 时 称 为 域 , 已 在 两 个 唯一 确定 的 二 元 运算 一 一 加 法 和 
乘法 之 下 是 封闭 的 , 并 有 

(i) 在 加 法 之 下 , 已 是 具有 单位 元 素 零 的 交换 群 ; 

{ii) 在 乘法 之 下 , 局 中 非 堆 元素 构 成 交换 群 ; 

(iii) 分 配 律 成 立 : a(b 十 c) = 唤 十 ac. 

为 证 明 这 个 定义 同 2.1 节 中 给 出 的 定义 是 等 价 的 , 我 们 注意 , 这 里 给 出 的 公设 ， 
除了 含有 因子 零 的 乘法 结合 律 外 , 包含 前 面 对 域 所 描述 的 一 切 公设 . 这 可 以 详细 地 
验证 . 

1.1 节 和 1.2 节 中 的 一 些 结果 现在 将 表现 为 下 面 关 于 群 的 定理 的 推论 . 
定理 3 在 任意 群 中 , za =b 和 ay =b 有 唯一 解 ,分 别 为 Zz 二 ba-!l 和 y=a-!b. 因 
此 由 ca = da 可 推出 c= 山 同样 由 ac= ad 可 推出 c= d( 消 去 律 ). 

证 明 如 果 o : 是 在 逆 律 中 确定 的 元 素 , 显然 , (ba-1)a = b(a-1a) = be = b, 类 似 地 ， 
a(a-1b) = b. 反 过 来 , 由 za =b 可 推出 z= ze = zaa-!1 = ba-!1, 类 似 地 , 由 ay =b 
可 推出 y= a-1b. 

注意 , 在 这 个 证 明 中 并 没有 假定 a-! 是 满足 za = e 的 唯一 的 元 素 . 但 a-1 确 是 

唯一 的 , 这 是 因为 , 若 za = e, 则 


Z= ze= zlaa-1) = (zaja-1 = ea-l = a-1. 


类 似 地 , a-! 是 使 得 ay = e 的 唯一 元 素 . 

因为 根据 定理 3, 在 任意 群 G 中 , 方程 ez = e 和 ay = e 有 唯一 解 , 分 别 为 > = e 
和 yy = oa 1 因此 我 们 得 到 
推论 群 有 唯一 的 单位 元 素 , 并 且 对 每 个 元 素 a 有 叭 一 的 送 a-1. 
定理 4 前 面 所 述 的 群 的 定义 中 , 同一 律 和 过 律 可 以 用 较 弱 的 形式 来 代 赫 . 

左 同一 律 对 所 有 的 元 素 a， 存在 某 元 素 e, 满足 ea 二 a. 

左 逆 律 对 给 定 的 元 素 w 存在 某 元 素 a-1, 满足 a-la = e. 
证 明 如 果 这 些 弱 的 定律 成 立 , 则 左 消去 律 也 成 立 , 即 由 ca = cb 可 推出 a = b, 因为 
我 们 只 须 用 c-: 左 乘 等 式 ca = cb 的 两 边 , 再 用 结合 律 得 到 (c-!1c)a = (c-1c)b, 这 就 
是 ea = eb, 故 得 a=b. 

给 出 的 这 个 左 单位 元 素 也 是 右 单位 元 素 , 这 是 因为 


a lae =ee=e=a-!1a, 


再 根据 左 消去 律 , 因此 对 所 有 的 a, 有 ae = a. 最 后 , 左 逆 元 素 也 是 右 逆 元 素 , 因为 由 
于 左 单位 元 素 也 是 右 单位 元 素 , 则 有 


a l(a !)= (a la)a-!=ea!=a-!=a-!e, 
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现在 再 用 左 消去 律 , 得 aa-! = e. 这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 证 毕 

还 有 很 多 其 他 的 群 公设 系 统 , 常用 的 一 个 是 按照 除法 的 可 能 性 来 建立 的 , 如 下 
所 述 ， 
定理 5 如 果 G 是 一 个 非 空 集 合 , 在 满足 结合 律 的 乘法 之 下 是 封闭 的 , 对 于 这 个 集 
合 所 有 的 方程 za =b 和 ay=D 在 G 中 有 解 Z 和 2 那么 G 是 一 个 群 

证 明 留 作 习题 (习题 12). 

除了 对 任意 群 G 把 有 关 乘 法 的 代数 定律 系统 化 以 外 , 当 G 的 元 素 有 限时 , 我 
们 还 可 以 用 “乘法 表 ” 的 形式 给 出 G 中 任意 两 个 元 素 乘积 的 特殊 构成 法 则 . 这 个 乘 
法 表 是 一 些 元 素 的 正方 形 阵列 , 表 的 最 左 一 列 和 最 上 一 行列 出 群 的 所 有 元 素 . 表 中 
对 应 着 最 左 列 上 的 a 和 最 上 行 的 b 的 那个 元 素 是 乘积 ab( 按 此 次 序 ). 

为 举例 说 明 , 我 们 在 表 1 中 绘制 了 正方 形 对 称 群 的 乘法 表 . 这 个 表 的 计算 可 以 
按照 6.1 节 中 证 明 的 HR = D' 和 RH = D 的 模式 来 进行 . 其 他 方法 将 在 6.6 节 中 
描述 . 


表 1 正方 形 对 称 群 


关于 群 的 大 部 分 性 质 可 以 直接 从 表 中 看 到 . 例如 , 单位 元 素 的 存在 表明 , 某 一 行 
和 相应 的 列 一 定 分 别 是 顶头 一 行 和 最 左边 一 列 的 复制 品 . 方程 ay =b 可 解 意味 着 a 
所 在 的 那 一 行 一 定 包含 元 素 b; 因为 解 是 唯一 的 , 所 以 b 在 这 一 行 中 只 能 出 现 一 次 . 
一 个 群 是 交换 群 当 且 仅 当 它 的 乘法 表 关 于 主 对 角 线 ( 即 左上 和 角 到 右 下 角 的 联 线 ) 是 
对 称 的 . 遗憾 的 是 , 结合 律 不 容易 从 这 个 表 中 直观 地 看 出 . 


习 题 


1. 设 a,b,c 是 群 的 固定 元 素 , 证 明 方程 zazba = zbc 有 唯一 解 . 

2. 证 明 : 在 2n 个 元 素 的 群 中 , 除 单位 元 素 外 还 存在 一 个 元 素 同 它 的 逆 相 等 

3. 全 体 正 实数 在 加 法 下 构成 一 个 群 吗 ? 在 乘法 下 构成 群 吗 ? 全 体 偶数 在 加 法 下 构成 群 吧 ? 
全 体 奇数 呢 ? 为 什么 ? 

4. 在 模 11 整数 域 Z11 中 , 下 列 集合 中 哪些 在 乘法 下 构成 群 : 
(a) (1, 3, 4, 5, 9)， (b) (1, 3, 5, 7, 8), (c) (1, 8), (d) (1, 10). 
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证 明 : 含有 四 个 元 素 或 少 于 四 个 元 素 的 群 一 定 是 阿 贝 耳 群 . (提示 : ba 是 e,a,b,ab 中 
的 一 个 , 平凡 的 情形 除外 .) 
证 明 , 如 果 在 一 个 群 中 zz = z, 则 z = e. 
下 列 乘法 表 描述 一 个 群 吗 ? 


ols|lalols 
olslolalea 


oalelolea 


ale|s=lele 


网 加 区 


证 明 : 1.2 节 中 法 则 2、 法 则 4 和 法 则 6 在 任意 交换 群 中 都 成 立 . 
下 列 数 集 中 哪 一 些 是 群 ? 为 什么 ? 

(a) 所 有 有 理 数 , 在 加 法 运算 之 下 ; 在 乘法 运算 之 下 . 

(b) 所 有 无 理 数 , 在 乘法 运算 之 下 . 

(c) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 乘法 运算 之 下 . 

(d) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 运算 zo z = |z| .2 之 下 . 

(e) 所 有 整数 , 在 减法 运算 之 下 . 

{f) 任意 整 环 的 全 体 单位 (3.6 节 ), 在 乘法 运算 之 下 . 


.证明 : 下 列 公设 系统 描述 一 个 阿 贝 耳 群 : 


(i) 对 一 切 a,5,c 有 (ab)c = a(cb); 
(区 定理 4 的 “ 左 同一 律 ” 成立; 
( 边 ) 定理 4 的 “ 左 道 律 ” 成立. 


. 证 明 : 如 果 对 群 G 中 所 有 元 素 都 有 zx? = 。, 那么 G 是 交换 群 . 
. 证明 定理 5，( 提 示 : 如 果 az = a, 那么 x 是 右 单位 元 素 , 并 且 任 意 右 单位 元 素 等 于 左 


单位 元 素 .) 


. 设 5 是 一 个 非 空 集合 , 在 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 , 并 且 满 足 ab = ba, a(be) = (ab)c, 由 


az 一 ay 可 推出 了 一 消 
(a) 证 明 , 若 5S 有 限 , 则 3 是 群 . 
(b) 证 明 , 车 9 有 限 或 无 限 , 则 3 可 以 柜 入 一 个 群 中 . 


天 


6.5 同 构 
考虑 实数 整 环 上 的 变换 z 一 ;Inz， 我 们 知道, 当 zx 在 区 间 0 < z < +co 上 


增加 时 ,nz 就 在 区 间 -ce < z < +co 上 连续 增加 ; 也 就 是 说 , 这 个 对 应 是 正 实 
数 系 和 全 体 实 数 系 之 间 的 一 一 对 应 ( 逆 变 换 是 y 一 ey)， 而 且 对 所 有 的 z,y, 有 
In(zy) = Inz 十 Iny, 于 是 我 们 可 以 用 相应 的 和 的 计算 代替 乘积 的 计算 . 事实 上 , 这 是 
对 数 主要 的 实际 用 途 . 


6.5 同 构 121 


其 次 , 设 Zs 是 模 3 整数 构成 的 域 (3.10 节 ), 并 设 G 是 等 边 三 角形 到 自身 的 刚 
体 旋转 群 . 如 果 I,R 和 R' 分 别 表示 转 过 0°,120° 和 240° 的 旋转 , 那么 把 整数 同 旋 
转 联系 起 来 的 对 应 0 了 1 R,2 号 R' 是 一 个 把 Zs 中 元 素 的 和 映射 成 G 中 相应 
旋转 的 乘积 的 双 射 . 例如 , 考虑 对 应 


1+2=0(mod3) = RR’=J, 
2+2=1l(mod3) ~ RR’=R. 


这 些 都 是 1.12 节 中 所 谈 到 的 “ 同 构 ”一 般 概念 的 例子 . 这 个 概念 对 群 来 说 比 对 
整 环 更 简单 也 更 重要 . 
定义 两 个 群 G 和 G' 之 间 的 同 构 指 的 是 它们 元 素 之 间 保 持 群 的 乘法 的 双 射 4 局 a 
即 它 满足 ,车 ama 和 bb 则 ab a'b. 

例如 , 在 第 一 个 例子 中 我 们 描述 了 正 实数 乘法 群 与 实数 加 法 群 之 间 的 同 构 . 在 
第 二 个 例子 中 , 我 们 指出 一 个 模 3 整数 加 法 群 与 正三 角形 旋转 对 称 群 之 间 的 同 构 . 

类 似 地 , 映射 0 一 41 一 2,2 一 4,3 一 3 是 模 4 整数 加 法 群 与 模 5 非 零 
整数 乘法 群 之 间 的 同 构 . 通过 比较 模 4 整数 加 法 群 的 加 法 表 和 模 5 非 零 整数 乘法 
群 的 乘法 表 来 验证 这 个 结果 是 方便 的 . 见 表 2 和 表 3. 

依次 我 们 有 , 模 4 整数 加 法 群 同 构 于 正方 形 旋转 对 称 群 ， 通 过 比较 表 2 和 表 
1(6.4 节 ) 的 旋转 部 分 可 以 验证 , 双 射 0 了 1 司 R,2 于 R',3 一 R' 是 一 个 同 构 . 

表 2 表 3 


mm ob 


未 
0 
业 
2 
3 


wb nr ol|c 
oo sn- 
Poeownble 
-ow 
wadrix 
wri- 
Diwnlna 
av 


同 构 的 概念 很 重要 , 因为 它 使 我 们 认识 到 , 完全 不 同 内 容 的 群 从 抽象 群 论 的 观 
点 看 可 以 看 成 同一 个 群 . 同 构 的 群 抽象 地 认为 是 同一 个 群 (它们 的 差别 仅 在 于 它们 
元 素 符号 的 不 同 ), 这 个 事实 可 以 在 很 多 情况 下 看 到 . 

例如 , 根据 定义 , 两 个 有 限 群 G 和 G' 同 构 当 且 仅 当 通 过 适当 的 替换 , 从 G 的 
群 表 可 以 得 出 G' 的 群 表 . 从 6.4 节 的 倒数 第 二 句 可 以 得 出 , G' 是 阿 贝 耳 群 当 且 仅 
当 G 是 阿 贝 耳 群 , 也 就 是 说 , 一 个 有 限 阿 贝 耳 群 的 任何 同 构 像 是 阿 贝 耳 群 . 还 有 , 在 
其 他 方面 , 同 构 的 性 质 很 像 相 等 . 
定理 6 关系 “ 群 G 同 构 于 群 G'” 满足 群 之 间 的 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 . 
证 明 自 反 性 是 显然 的 (每 个 群 通过 恒 等 变 换 同 它 自身 同 构 ). 对 于 对 称 性 , 设 o 
aT 是 G 和 G' 之 间 的 任意 同 构 对 应 , 因为 了 是 双 射 ,所 以 了 有 逆 元 素 T-!,T-1 是 
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G' 到 G 上 的 同 构 . 最 后 , 如 果 了 把 G 同 构 地 映射 到 G' 上 ,而 T' 把 G' 同 构 地 映射 


到 G” 上 ,那么 TT' 就 是 G 和 G” 之 间 的 同 构 . 证 毕 
值得 注意 的 是 , 定理 6 及 其 证 明 对 于 整 环 之 间 的 同 构 同 样 成 立 , 而 且 对 于 任何 
类 型 的 代数 系统 之 间 的 同 构 也 都 成 立 . 


定理 7 在 两 个 群 同 构 之 下 , 它们 的 单位 元 素 相互 对 应 , 相应 元 素 的 这 元 素 相互 对 

应 . 

证 明 方程 az = a 的 唯一 解 。 对 应 到 a'z = o%' 的 唯一 解 e', 因此 单位 元 素 相互 对 

应 . 所 以 , G 中 方程 az = e 的 唯一 解 a-! 对 应 到 G' 中 方程 wz = e' 的 唯一 解 a 人 1. 

这 就 完成 了 证 明 . 证 毕 
我 们 最 后 证 明 著名 的 凯 莱 (Cayley) 定理 , 这 个 定理 可 被 解释 为 是 证 明 变 换 乘 法 

有 关公 设 的 完备 性 . 

定理 8 任意 抽象 群 G 与 一 个 变换 群 同 构 . 

证 明 把 由 G 的 所 有 元 素 组 成 的 “空间 ”上 的 每 个 变换 ja :z 一 za= zga 同 G 的 

元 素 a 联系 起 来 . 因为 由 eda = eg 可 推出 a = ea = eb =b, 所 以 G 的 不 同 元 素 对 

应 着 不 同 的 变换 . 因为 对 所 有 的 z, 有 


T(baps) = (TGa)ps = (za)b = z(ab) = Thap, (6) 


所 以 乘积 gap。 = oo, 因而 所 有 Ga 的 集合 G' 包含 任意 两 个 变换 , 就 一 定 包含 它们 
的 乘积 . 再 有 , 因为 对 所 有 的 > 有 zge = ze = z, 所 以 G' 包含 单位 元 素 . 我 们 可 以 
类 似 地 证 明 , 对 所 有 的 a, (pa)-! 存在 , 并 在 G' 中 , 实际 上 它 就 是 如-!. 因此 G' 是 
一 个 变换 群 , 根据 (6), 它 与 G 同 构 . 证 毕 


习 题 


1. 下 列 群 中 , 任意 两 个 群 都 同 构 吗 ? 


(a) 等 边 三 角形 的 对 称 群 ， (b) 正方 形 对 称 群 ， 
(0 正六 边 形 的 旋转 群 ， (d) 模 6 整数 加 法 群 . 
2. 与 习题 1 同样 的 问题 . 
(a) 正方 形 的 旋转 群 ， (b) 矩形 的 对 称 群 ， 


(c) 尧 形 (等 边 平行 四 边 形 ) 的 对 称 群 ， (d) 模 13 整数 1, 5, 8, 12 的 乘法 群 ， 
(e) 模 12 整数 1, 5, 7, 11 的 乘法 群 . 
3，(a) 证 明 :“ 高 斯 整数 ”m + nV=I(m,n e 2Z) 的 加 法 群 同形 为 2"3m(mm E ZZ) 的 有 理 
分 子 的 乘法 群 同 构 . 
(b) 给 出 两 个 与 矩形 网 络 的 变换 群 同 构 的 群 . 
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* 


> 


非 零 实数 构成 的 乘法 群 与 所 有 实数 构成 的 加 法 群 同 构 吗 ? 

确定 Za 的 加 法 群 与 正方 形 的 旋转 群 之 间 所 有 同 构 . 

(a) 列 出 正方 形 对 称 群 与 正方 形 四 个 顶点 1, 2, 3, 4 上 的 变换 群 之 间 的 同 构 . 

(b) 像 定理 7 那样 明显 地 指出 , 两 个 群 中 的 逆 元 素 在 这 个 同 构 之 下 是 如 何 对 应 的 . 
. 对 正六 边 形 的 旋转 群 , 做 习题 6. 

. 列 出 与 下 询 每 个 群 同 构 的 变换 群 , 说 明定 理 8. 

(a) 所 有 实数 构成 的 加 法 群 ， 


(b) 所 有 非 零 实数 构成 的 乘法 群 ， 
(0) 模 8 整数 加 法 群 . 


只 


m 


6.6 循 环 群 


在 任意 群 中 , 元 素 a 的 整数 等 om” 可 以 分 别 对 正 指 数 、 零 指数 和 负 指 数 来 定义 . 
当 m > 0 时 , 我 们 定义 


只 一 0.0 pa(m 个 因子 ， a?=e， am 一 (om (7) 
两 个 普通 的 指数 定律 成 立 : 
aras = arts, (a")* = ars. (8) 


另 一 方面 , 一 般 来 说 , (ab)" 头 artr( 参 见习 题 2). 

如 果 两 个 指数 > 和 s 都 是 正 的 , 那么 定律 (8) 可 由 定义 (7) 直接 推出 (参见 
1.5 节 ). 对 于 (8) 式 的 第 一 个 定律 的 其 他 情形 , 当 > 和 s 中 有 一 个 可 能 为 零 时 , (8) 
式 立 即 得 出 ; 当 > 和 s 两 者 都 可 能 为 负 的 时 , (8) 式 可 从 定义 (7) 的 最 后 一 个 公式 
直接 推出 . 剩 下 的 情形 就 是 一 个 指数 为 负 一 个 指数 为 正 , 比如 7 = -ms = m 其 中 
m> 0,n>0. 这 时 


aman = (ao-1)man = (a 1...a71) (a...a). 
Ct ie 
mm 个 ot 
根据 结合 律 我 们 可 以 相继 消去 一 些 a 和 a 的 逆 o-1. 当 n>m 时 , 留 下 on-m, 而 当 
n < m 时 , 留 下 某 些 逆 , 即 (a-!)m-" 或 a-(m-"). 这 两 种 情形 我 们 都 得 到 所 要 求 的 


aman = ant(—m). 


@ 个 因子 "a" 后 眼 着 s 个 因子 “a” ,共有 "十 s 个 因子 . 再 有 , 每 组 有 个 因子 “a" , s 组 共有 rs 个 
因子 . 
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(8) 式 的 第 二 个 定律 可 以 更 简单 地 证 明 . 如 果 s 为 正 , 则 由 (8) 式 的 第 一 个 定律 

有 
arar .ar = gr+r+…r = 0ra， 
3 个 因子 

如 果 s 为 负 , 注意 不 管 > 是 正 的 、 零 和 负 的 , 都 有 (a”)-! = a-", 我 们 可 以 做 类 似 的 
展开 . 如 果 s 为 零 , 则 立即 可 得 结论 . 
定义 群 中 元 素 a 的 阶 是 指使 得 am = e 成 立 的 最 小 正 整数 Qm. 如 果 找 不 到 a 的 
正 次 替 等 于 e, 则 定义 a 的 阶 为 无 穷 . 如 果 群 G 包含 某 一 个 元 素 z, G 的 元 素 都 由 也 
的 宕 组 成 , 那么 称 G 为 钳 环 群 ; 这 个 元 素 z 称 为 群 G 的 生成 元 . 

例如 , 正方 形 的 所 有 到 自身 的 旋转 构成 的 群 是 由 瓦 的 四 个 寡 R,R?, R3 和 R= 
了 组 成 , 这 里 已 表示 顺 时 针 旋 转 90". 这 个 群 完全 等 同 地 可 以 由 R3 生成 (R3 表示 
逆 时 针 旋 转 90°), 这 是 因为 局 = (RD)2 尽 = (RS)3,T= (R3)4, 同 RB 一 起 组 成 这 个 
群 . 
定理 9 如 果 元 素 a 生成 循环 群 G, 那么 a 的 阶 可 以 确定 群 G( 在 同 构 意义 下 ). 事 
实 上 , 如 果 a 的 阶 是 无 穷 , 那么 G 同 构 于 整数 加 法 群 ; 如 果 a 的 阶 是 某 有 限 整 数 nn， 
那么 G 同 构 于 模 n 整数 加 法 群 . 
证 明 首先 , ar = as 当 且 仅 当 


e=ar(as)-1 = ara- = ar (9) 


这 里 用 了 公式 (8). 再 看 , 车 7 关 s, 则 或 > > s, 或 s > ” 因此 , 如 果 a 的 阶 是 无 穷 ， 
那么 不 存在 整数 + > s 使 得 a = e, 所 以 不 存在 a 的 两 个 不 同 的 短 是 相等 的 . 此 
外 , 由 (8) 有 asat = astt, 因此 对 应 as 一 s 使 群 G 与 整数 加 法 群 同 构 , 这 就 证 明 
了 定理 的 第 一 个 结论 . 

如 果 a 的 阶 是 有 限 的 , 那么 使 of = e 的 整数 t 的 集合 包含 零 , 由 (8) 可 知 这 个 
集合 还 包含 它 的 任意 两 个 元 素 的 和 与 差 . 因此 , 根据 1.7 节 定理 6, at = e 当 且 仅 
当 t 是 a 的 阶 n 的 倍数 , 所 以 根据 公式 (9), ar = as 当 目 仅 当 nl(r -~ s); 也 就 是 说 ， 
a7 = a* 当 且 仅 当 7 = s(mod n). 最 后 , 再 由 (8), 有 aras = arts, 所 以 对 应 ar -一 
是 G 到 模 n 整数 加 法 群 的 同 构 . 证 毕 

定理 9 的 一 个 推论 是 , 任意 循环 群 G 的 元 素 个 数 ( 称 为 群 G 的 阶 ) 等 于 G 的 
任意 一 个 生成 元 的 阶 , 任意 两 个 同 阶 循环 群 同 构 . 

正方 形 对 称 群 不 是 循环 群 , 不 过 它 是 由 两 个 元 素 R 和 五 生成 的 ; 事实 上 , 表 
1(6.4 节 ) 指出 

R=I, R=R, R=R', RB=R'; 


。。 @ 1.4 闻 的 良 序 原理 保证 这 个 m 一 定 存在 . 
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H=H, HR=D, HR*=V, HR?=D. 


于 是 这 个 群 的 全 体 元 素 都 可 唯一 地 表示 成 HiRi, 其 中 i=0,1 与 =0,1,2,3. 此 
外 , RR 和 五 还 满足 


Rt=J, H?=1, RH = HR’. 


这 些 等 式 称 为 “定义 关系 ”, 因为 这 些 关 系 可 以 使 任意 两 个 元 素 的 乘积 HiRi(i = 
0,1) 化 成 同样 的 形式 . 例如 


D'V = 万 RER2 = HHRR?=IR= R; 


类 似 的 计算 将 给 出 正方 形 对 称 群 的 整个 乘法 表 ( 表 1). 


i 


习 


利用 定义 a! = a,a™t? = ama, 对 正 指数 用 归纳 法 来 证 明 公 式 (8). 


证明: 如 果 对 G 中 一 切 a,b 及 一 切 正 整数 x, 有 (ab)" = a"b", 那么 G 是 交换 群 , 反之 


亦 真 . 


3. 6 阶 循环 群 有 几 个 不 同 的 生成 元 ? 


"人 


只 2 DDN 


7 


呈 


*12. 


证 明 , 如 果 6 个 元 素 的 交换 群 包含 一 个 3 阶 元 素 , 那么 这 个 群 是 循环 群 . 


(a) 模 7 整数 1, 2 …, 6 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 吗 ? 


(b) 模 8 整数 1, 3, 5, 7 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 吗 ? 

(c) 模 9 整数 1, 2, 4, 5, 7, 8 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 吗 ? 

设 循环 群 G 是 由 m 阶 元 素 a 生成 , 证 明 : a* 生成 G 当 且 仅 当 上 与 m 互 素 . 

在 习题 6 的 假定 之 下 , 求 G 的 任意 元 素 a* 的 阶 . 

求 正方 形 对 称 群 中 每 个 元 素 的 阶 . 

给 出 满足 定义 关系 z2 = 妇 = e,zy = yz 的 两 个 元 素 z 和 ! 生成 群 的 G 的 所 有 元 素 
和 乘法 表 . 


. 二 面体 群 D。 是 正 n 边 形 的 所 有 对 称 构成 的 群 ( 当 n = 4 时 ，D。 就 是 正方 形 对 称 


群 )， 证 明 ，D。 包含 2n 个 元 素 , 并 由 两 个 元 素 R 和 HH 生成 , 这 旱情 和 五 满足 
R"*=1,H?=1,RH= HR"-. 
分 别 找 出 下 面 三 个 无 限 图 案 的 对 称 群 的 生成 元 和 定义 关系 .三 个 群 中 任意 两 个 同 构 
吗 ? 

想象 图 形 沿 两 个 方向 无 限 延 伸 下 去 . 


一 一 一 六 一 


对 6.3 节 中 的 习题 1、 习题 2、 习题 4 和 习题 5 进行 与 上 题 类 似 的 讨论 . 
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6.7 子 群 


很 多 群 都 包含 在 较 大 的 群 之 中 . 例如 , 正方 形 的 旋转 群 是 正方 形 对 称 群 的 一 部 
分 . 再 有 , 根据 对 称 狂 诱导 出 的 正方 形 顶 点 的 八 个 置换 构成 的 群 , 是 这 些 顶点 的 所 有 
让 = 24 个 置换 组 成 的 置换 群 的 一 部 分 . 偶数 加 法 群 是 整数 加 法 群 的 一 部 分 . 

这 些 例子 所 出 子 群 的 概念 . 群 G 的 一 个 子 集 5, 如 果 关 于 G 的 二 元 运算 (乘法 ) 
5 本 身 也 是 一 个 群 , 那么 称 5 为 G 的 子 群 

在 任意 群 G 中 , 仅 由 单位 元 素 e 组 成 的 集合 是 一 个 子 群 整个 群 G 也 是 它 自 
己 的 一 个 子 群 . G 中 不 是 平凡 (“ 伪 ” ) 子 群 e 和 G 的 子 群 称 为 真子 群 
定理 10 群 G 的 非 空子 集 5 是 子 群 当 且 仅 当 ( 让 由 a 和 bb 在 S 中 推出 ab 在 S 中 ; 
(由 a 在 5S 中 推出 a-! 在 3 中 . 
证 明 在 这 些 假设 之 下 , 显然 9 是 一 个 子 群 : 结合 律 是 显然 的 ; 因为 至 少 有 一 个 元 
素 o 在 8 中 , 所 以 G 的 单位 元 素 e = aa-1 在 5 中 ; 群 的 其 他 公设 已 被 假定 . 反 过 
来, 我 们 必须 证 明 在 任 一 子 群 中 (i) 和 (ii) 成 立 . G 的 任意 子 群 的 单位 元 素 z = ef 
满足 zz = z, 因此 它 是 G 的 单位 元 素 (6.4 节 习题 6). 由 此 可 以 推出 , 因为 对 任何 元 
素 a,G 有 且 仅 有 一 个 逆 元 素 , 所 以 在 子 群 中 任何 元 素 a 的 逆 元 素 与 它 作 为 G 中 元 


素 的 逆 元 素 是 同一 个 元 素 , 故 (ii) 成立 . 条 件 (i) 是 显然 的 . 证 毕 
对 于 有 限 阶 (m) 元 素 % 显然 有 am la = am = e, 因此 o-1 = a™-1. 于 是 我 们 
有 下 面 简化 的 条 件 . 


定理 11 有 限 群 G 的 非 空子 集 9 是 群 G 的 子 群 当 且 仅 当 3 中 任意 两 个 元 素 的 乘 
积 仍 在 3 中 . 

在 已 知 的 非 阿 贝 耳 群 G 的 所 有 子 群 中 间 , 最 重要 的 一 个 子 群 是 G 的 中 心 . 它 定 
义 为 , 对 一 切 z e G 满足 关系 az = za 的 所 有 元 素 ae G 的 集合 . 我 们 留 给 读者 验 
证 . 实际 上 , 群 的 中 心 总 是 G 的 子 群 . 

确定 一 个 特定 群 G 的 全 部 子 群 , 一 般 来 说 是 很 困难 的 . 在 G 是 循环 群 的 情况 
下 , 我 们 现在 来 确定 它 的 全 部 子 群 . 
定理 12 和 销 环 群 G 的 任何 子 群 是 御 环 群 . 

证 明 设 G 由 元 素 4 的 每 组 成 . 如 果 a* 和 at 在 5 中, 则 由 定理 10,astt=asat 和 
qt = gs(at)-! 都 在 3 中 . 因此 ,使 as 在 5S 中 的 整数 s 组 成 的 集合 在 加 法 和 减法 
之 下 是 封闭 的 , 所 以 ?这 个 集合 由 某 一 个 最 小 正 指数 的 所 有 倍数 组 成 (1.7 节 定 
理 6). 因而 5S 由 所 有 老 ax" = (a")* 组 成 , 因此 5 是 以 or 为 生成 元 的 循环 群 . 证 毕 

在 G 为 无 限 的 情况 下 , 每 个 > > 0 确定 不 同 的 子 群 . 如 果 G 有 个 元 素 , 那么 ， 
因为 o" = e 一 定 在 S$ 中, 所 以 只 有 那些 n 的 因子 + > 0 才能 用 这 种 方法 确定 出 G 
”0@ 当 集 全 5 仅 由 罕 组 成 时 , 到 * 一 0, 这 个 结论 还 成 立 
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的 子 群 , 而 这 些 子 群 全 不 相同 . 

为 得 到 进一步 研究 子 群 的 材料 , 我 们 现在 列 出 正方 形 对 称 群 的 全 部 子 群 . 通过 
验证 6.1 节 给 出 的 这 个 群 运算 的 定义 , 我 们 找到 了 全 部 真子 群 , 每 个 子 群 保持 了 下 
列 八 种 构 形 中 的 一 种 不 变性 : 

一 对 角 线 一 轴 一 面 
DDR] MEVRAR) [RR,R'] 
一 轴 和 一 对 角 线 ”顶点 1( 或 3) 顶点 2( 或 4) 


[1,R] [7,D] [1,D'] 
一 垂直 边 一 水 平 边 
[1 [WU] 


这 里 保持 面 不 变 的 变换 , 我 们 理解 为 正方 形 没有 翻转 的 那些 变换 . 所 有 这 些 子 群 可 
以 在 一 个 表 上 按 它们 相互 之 间 的 关系 表示 出 来 , 其 中 每 个 群 用 向 下 的 线 或 一 申 线 同 
它 的 所 有 子 群 连接 起 来 , 如 图 6-3 所 示 . 
1 
[1,D,D'R'] [LR R',R"] [71,1,V,R'] 
LL.D] [4D1] a taf bn 
| 


, 


图 6-3 


不 用 几何 方法 我 们 也 可 以 找 出 所 有 这 些 子 群 . 事实 上 , 把 群 的 元 素 看 作 纯 抽 象 
的 元 素 , 可 以 最 有 效 地 确定 一 个 特定 有 限 群 G 的 全 部 子 群 , 如 下 所 述 . 

首先 注意 , 如 果 G 的 子 群 8 包含 元 素 a, 则 5 也 包含 由 a 的 所 有 短 组 成 的 循 
环 子 群 {a}( 证 明 它 是 子 群 !). 在 上 述 例子 中 , 这 个 方法 给 出 列 出 的 除 前 两 个 子 群 以 
外 的 所 有 子 群 . 其 次 注意 , 任何 子 群 不 仅 包含 两 个 循环 子 群 {a} 和 {05}, 而 且 必 包含 
4 和 "的 客 的 所 有 乘积 (例如 a2b-3a) 所 组 成 的 集合 {a,5}. (用 定理 11 证 明 这 个 集 
合 构成 一 个 子 群 !) 在 上 述 例 子 中 , 这 种 方法 给 出 了 剩 下 的 子 群 . (在 6.8 节 我 们 将 看 
到 , 为 什么 这 些 子 群 都 是 含有 2 个 或 4 个 元 素 .) 一 般 来 说 , 我 们 还 可 以 进一步 对 由 
三 个 或 更 多 的 元 素 生 成 的 子 群 {a,b,c} 进行 检验 , 但 是 这 时 群 中 元 素 的 个 数 应 至 少 
是 四 个 不 同 素数 之 积 , 否则 决 不 会 发 生 这 种 情况 . 

两 个 子 群 (实际 上 也 可 以 是 任意 两 个 集合 !)S 和 了 的 交 S NT 是 由 既 属于 5 又 
属于 了 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 . 
定理 13 群 G 中 两 个 子 群 9 和 全 的 交 Sn 了 是 G 的 子 群 . 
证 明 根据 定理 10, a 在 SNT 中 意味 着 a 在 3 中 ,因此 a-! 在 8 中 ; 同样 可 推出 
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al 在 T 中 ,所 以 a-! 在 SNT 中 .类 似 地 ,a 和 4b 都 在 SNT 中 意味 着 ob 既 在 9 
中 又 在 工 中 , 所 以 ab 在 SNT 中 . 因此 根据 定理 10, $nT 是 一 个 子 群 . 还 有 , SNT 
包含 e 所 以 SnT 是 非 空 的 . 证 毕 

显然 , SnT 是 包含 在 S 和 了 中 的 最 大 子 群 . 对 偶 地 , 存在 包含 5 和 了 的 最 小 
子 群 . 它 由 S 和 了 中 元 素 的 正 客 和 负 寡 的 所 有 乘积 组 成 , 称 它 为 S 和 了 的 并 , 记 作 
SUT. 在 第 11 章 中 我 们 将 再 讨论 这 些 概念 . 


习 题 


.在 正六 边 形 对 称 群 中 , 保持 对 角 线 不 变 的 子 群 是 什么 ? 

证 明 : 如 果 代 是 5 的 子 群 , 5 又 是 G 的 子 群 , 那么 了 是 G 的 子 群 . 

在 四 个 数字 1, 2 3, 4 的 置换 群 中 (置换 记 作 9), 找 出 下 列子 群 ， 

(a) 所 有 把 集合 {1,2} 变 为 {1,2} 的 置换 9; 

(b) 所 有 适合 “对 集合 {1, 2,3,4} 中 任意 两 个 数字 wb 由 a = b(mod 2) 可 推出 ay = 

bp(mod 2)” 的 置换 9 

. 证 明 : 当 G 是 无 限 的 , 但 G 的 所 有 元 素 有 有 限 阶 , 定理 11 仍然 成 立 . 说 明 Zlz] 的 加 

法 群 就 是 这 样 一 个 群 . 


mp 


心 


5. 列 出 下 列 各 群 的 所 有 子 群 ， 
(a) 模 12 整数 加 法 群 ; (b) 正 五 边 形 对 称 群 ; 
(e) 正六 边 形 对 称 群 ; *+(d) 四 个 字母 的 置换 群 . 


*6. 设 a mo 是 两 个 置换 群 G 和 G' 之 间 的 同 构 , 又 设 5 是 G 中 保留 一 个 字母 固定 的 那 
些 置 换 组 成 的 集合 . G' 中 与 所 有 a € 3 对 应 的 那些 元 素 组 成 的 集合 5', 一 定 是 G' 的 
子 群 吗 ? 集合 8 一 定 保留 一 个 字母 固定 吗 ? 说 明 一 下 . 

7. 证 明 : 任意 群 G 的 中 心 是 G 的 子 群 . 

8， 找 出 下 列 各 群 的 中 心 : 

(a) 正方 形 对 称 群 ; (b) 等 边 三 角形 对 称 群 . 

*9. 找 出 正 n 边 形 对 称 群 的 中 心 ， 

*10, 证 明 : 任意 交换 群 G 中 的 全 体 有 限 阶 元 素 构成 G 的 一 个 子 群 . 


6.8 ” 拉 格 朗 日 定理 


我 们 现在 来 讨论 抽象 群 理论 中 一 具有 重要 意义 的 概念 : 群 G 的 任意 子 群 5 分 
解 G 成 陪 集 . 
定义 群 或 子 群 的 阶 指 的 是 它 的 元 素 个 数 . 设 5 是 群 G 的 一 个 子 群 ,a 是 G 中 一 
个 国定 元 素 , 则 5 的 所 有 元 素 s 用 @ 右 ( 左 ) 乘 的 右 ( 左 ) 倍数 sa(as) 所 有 组 成 的 集 


6.8 拉 格 朗 日 定理 129 


会 5a(a5) 称 为 G 的 子 群 8 在 G 中 的 一 个 右 ( 左 ) 陪 集 . 5 的 不 同 右 陪 集 的 个 数 称 
为 子 群 9 在 G 中 的 “指数 ”. 

因为 Se = 5, 所 以 5 是 它 本 身 的 一 个 右 陪 集 . 此 外 我 们 有 
引 理 1 如 果 3 是 有 限 的 , 则 3 的 每 个 右 陪 集 Sa 中 元 素 的 个 数 同 5 的 元 素 一 样 


多 . 

这 是 因为 , 变换 s 一 ' sa 是 双 射 : 右 陪 集 Sa 的 每 个 元 素 t = sa 是 5 的 元 素 
5 二 ta-! 的 像 , 这 个 元 素 是 唯一 的 . (参见 定理 8). 

引 理 2 5S 的 两 个 右 陪 集 Sa 和 Sb 或 者 相等 , 或 者 没有 公共 元 素 . 

这 是 因为 , 假定 Sa 和 Sb 有 一 个 公共 元 素 c= s'a = s”b(s',s" 在 S 中 ). 那么 Sb 
包含 Sa 的 每 个 元 素 sa = ss'-1s'a = ss“1s"b = (ss'-1s")b. 类 似 地 , Sa 包含 56 的 
每 个 元 素 . 所 以 Sa = Sb. 

举例 说 明 这 些 引 理 是 容易 的 . 例如 , 如 果 G 是 正方 形 对 称 群 , 则 子 群 5 = [1, H] 


有 四 个 右 陪 集 : 
[1, HJI = [可 [1,HIR= [R, HR] = [RD 
{LHIR = [R', HR]= (R',V), [LHIR” = [RER = [RD 


每 个 陪 集 有 两 个 元 素 , 并 且 对 称 群 中 的 每 个 元 素 都 落 入 这 四 个 右 陪 集 中 的 一 个 

再 有 , 如 果 G 是 整数 加 法 群 , 则 由 5 的 倍数 土 5 组 成 的 子 群 , 它 的 所 有 右 陪 集 
就 是 模 5 的 不 同 剩余 类 . 最 后 , 设 G 是 数字 1, 2…… 6 的 所 有 置换 组 成 的 对 称 群 , 而 
S 是 保持 数字 1 固定 的 置换 组 成 的 子 群 . 那么 由 19 = 大 可 推出 , 对 所 有 的 ye 5, 有 
1(Ww9) = (1w%)6 = 19 =k. 因此 陪 集 59 只 包含 5! 个 把 1 变 为 k 的 置换 (根据 引 理 1， 
这 是 59 的 全 部 元 素 ). 所 以 5 的 右 陪 集 是 G 中 分 别 使 1 一 1,1 一 2,…,1 一 6 
的 子 集合 . 

从 上 述 这 些 引 理 我 们 得 到 一 个 经 典 的 结果 , 这 个 结果 对 有 限 群 的 理论 来 说 是 基 
本 的 和 重要 的 . 因为 任意 右 陪 集 Sa 总 包含 a = ea, 所 以 任意 群 G 的 每 个 元 素 都 包 
含 在 某 一 个 右 陪 集 中 . 因此 G 可 用 5 分 解 成 一 些 不 重 迭 的 子 集合 , 每 个 子 集合 的 元 
素 恰恰 同 8 的 元 素 一 样 多 . 如 果 G 是 有 限 的 , ?这 个 结论 就 是 
定理 14 ( 术 格 朗 日 ) 有 限 群 G 的 阶 是 它 的 每 个 子 群 的 阶 的 倍数 . 

G 的 每 个 元 素 生成 一 个 循环 子 群 , 它 的 阶 就 是 a 的 阶 (定理 9 的 推论 ). 因此 
我 们 有 
推论 1 有 限 群 G 的 每 个 元 素 的 阶 都 是 G 的 阶 的 因子 . 
推论 2 具有 素数 阶 p 的 群 是 循环 群 

这 是 因为 , 在 有 限 群 中 , 由 任意 元 素 a 头 e 生成 的 循环 子 群 4 的 阶 n > 1, 可 整 
除 p. 而 这 就 意味 着 n= p, 因此 G = 4 是 循环 群 . 


@ 推广 到 无 限 的 情况 , 可 从 第 12 章 的 讨论 中 立即 得 到 , 但 这 并 不 重要 . 


130 第 6 章 群 


更 一 般 地 , 拉 格 朗 日 定理 可 以 用 来 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 任意 低 阶 的 抽象 群 . 
例如 , 四 群 是 定义 为 由 四 个 可 交换 元 素 : e( 单 位 元 素 ) 和 a,b,c = ab 组 成 的 群 , 后 面 
三 个 元 素 的 阶 都 是 2. 在 6.9 节 中 我 们 将 证 明 这 个 群 与 矩形 对 称 群 同 构 . 我 们 现在 
证 明 
推论 3 四 阶 柏 篆 群 只 有 四 阶 御 环 群 和 四 群 两 种 . 

换 句 话说 , 每 个 四 阶 群 或 者 同 构 于 四 阶 循环 群 , 或 者 同 构 于 四 群 . 

证 明 当 四 阶 群 包含 一 个 四 阶 元 素 时 , 这 个 群 是 循环 群 ， 否 则 , 由 推论 1 知 , G 的 
元 素 除 e 外 , 它们 的 阶 一 定 都 是 2， 记 它们 为 a,5b,c， 根 据 消去 律 , ab 不 可 能 是 
ae= a,eb=b 或 aa =e, 因此 ab = c. 类 似 地 , ba = clac=ca=bbpc=cb=a. 而 这 
些 等 式 连同 a? = 刀 = c = e 和 对 一 切 z 有 ez = ze = z 一 起 给 出 四 群 的 乘法 表 . 

拉 格 朗 日 定理 也 可 以 应 用 到 数论 中 . 

推论 4( 费 马 ) 如 果 a 是 整数 ,p 是 素数 ,那么 ap 三 a(mod p). 
证 明 模 p 整数 ( 零 除外 ) 乘法 群 有 p 一 1 个 元 素 . 那么 根据 推论 1, 这 个 群 的 任意 元 
素 a 的 阶 是 p 一 1 的 因子 , 所 以 对 任何 元 素 a 才 0 (mod p) 有 a?-! = 1(mod p). 如 果 
我 们 用 a 乘 同 余 式 两 边 , 我 们 就 得 到 所 要 求 的 同 余 式 . 对 于 a = 0(mod p) 的 情况 ， 
结论 显然 正确 .( 这 是 第 1 章 定理 18 的 一 个 新 证 法 .) 


习 题 


,对 p=7 和 a = 2,3,6 验证 费 马 定理 . 
(a) 列 出 26 阶 二 面体 群 (6.6 节 习 题 10) 的 全 部 子 群 . 共有 多 少 个 子 群 ? 
(b) 推广 你 的 结果 . 
证 明 ， 有 限 群 的 任意 子 群 的 右 陪 集 的 个 数 等 于 它 的 左 陪 集 的 个 数 ， (提示 ， 利用 对 应 
ZF zl) 
.确定 正方 形 对 称 群 的 子 群 [1, D] 的 陪 集 . 
5. 设 5 是 群 G 的 任意 子 群 , 又 设 Ses 表示 由 所 有 乘积 sas'(s, s' 在 S 中 ) 组 成 的 集合 . 证 
明 : 对 任意 be G, 或 者 SaS 门 555 是 空 集 , 或 者 SaS = SbS. 
对 任意 子 群 5, 设 z 三 y(mod5) 是 指 zy 1 e& 5. 
(a) 证 明 : 这 个 关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 并 证 明 : z 三 y(mod 5) 当 目 仅 当 ~ 
和 y 在 5 的 同一 个 右 陪 集中 . 
(b) 证 明 : 由 三 y(mod 5) 可 推出 , 对 一 切 a。 有 za = ya(mod 5). 
7. 设 G 是 正六 边 形 对 称 群 , 5 是 保持 一 个 顶点 固定 的 子 群 . 求 出 5 的 右 陪 集 和 左 陪 集 ， 
8. 证 明 : p” 阶 群 (这 里 p 为 素数 ) 一 定 包含 一 个 p 阶 子 群 . 
. (a) 设 G 是 及 上 所 有 变换 = 一 cz 二 (其 中 必 关 0,2 为 实数 ) 构成 的 群 ,而 5 是 4a=1 
的 所 有 这 样 的 变换 构成 的 子 群 . 描述 5 在 G 中 的 右 陪 集 和 左 陪 集 . 
(b) 又 设 了 是 5 = 0 的 所 有 这 样 的 变换 构成 的 子 群 , 描述 工 在 G 中 的 右 陪 集 和 左 陪 集 . 
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*10.(a) 证 明 : 在 任意 交换 环 RR 中 , 所 有 单位 (具有 乘法 逆 元 素 的 那些 元 素 ) 构成 一 个 群 G. 
(b) 证 明 : 如 果 忌 = Zn, 那么 G 是 由 所 有 与 n 互 素 的 正 整 数 < n 组 成 . 
(0) 在 中 = Zn 的 情况 下 , G 的 阶 记 作 Bp(n), 并 称 为 欧 拉 函 数 . 证 明 : 当 n = p 为 素数 
时 , $(p) =p 一 1. 计算 $(12), 9(16),$(30). 
(d) 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 : 如 果 (k,n) = 1, 那么 k?") 三 1(mod n). 
*11. 证 明 : 如 果 S 和 了 分 别 是 群 G 的 s 阶 和 tt 阶 子 群 ,并 且 SNT 和 SUT 的 阶 分 别 为 
4 和 wv, 那么 st < uv. 
*12. 证 明 : 6 阶 抽 象 群 只 有 6 阶 循环 群 和 三 字母 的 对 称 群 . 
*13. 设 2* 十 1 是 案 数 p. 
(a) 证 明 : 模 p 整数 乘法 群 中 , 2 的 阶 是 2h. 
(b) 利用 费 马 定理 推 证 : 2h 可 整除 p 一 1=2*. 
(c) 导出 结论 h 是 2 的 寡 . 
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置换 是 有 限 集合 到 自身 的 一 一 变换 . 例如 , 由 1, 2, 3, 4, 5 五 个 数字 可 以 组 成 一 
个 集合 . 一 个 置换 可 以 是 变换 $: 


16=2, 26=3, 3p=4, 46=5, 56=1. (10) 
另 一 个 置换 可 以 是 变换 少 : 
16=2, 26 =3，34 =1, 4 =5, 56 =4. (11) 
读者 会 发 现 , 计算 出 by 和 9'p, 并 注意 9' 了 V9 是 有 益 的 . 
一 个 置换 , 像 上 面 定义 的 置换 $ 那样 , 如 果 它 给 出 置换 符号 的 一 个 循环 排列 
(图 6-4), 那么 这 个 置换 称 为 循环 置换 或 称 为 循环 . 为 表示 循环 置换 , 有 一 个 含蓄 的 记 
号 -一 仅仅 把 字母 写 到 括号 里 面 , 首先 写 出 所 包含 的 任何 一 个 字母, 然后 写 出 它 变 


换 后 的 字母 ，…… ， 最 后 写 出 能 变换 成 原来 第 一 个 字母 的 那个 字母 . 例如 , (10) 式 表 
示 的 置换 $ 可 以 写成 下 列 等 价 形式 中 的 任何 一 个 : 


(12345), (23451), (34512), (45123), (51234). 


定理 15 n 个 符号 的 循环 置换 的 阶 是 n. 
证 明 循环 置换 Y= (a142…an) 把 ai 变 成 ait1. 因此 ?2? 的 效果 相当 于 7 作用 两 
次 , 把 每 个 ai 变 成 ui+2. 一 般 地 , y* 把 ai 变 成 ci+k, 这 里 所 有 下 标 都 按 模 n 化 简 了 . 


图 6-4 


久 为 单位 元 素 工 当 且 仅 当 ai+k 等 于 ai, 即 当 且 仅 当 上 三 0(mod n). 因为 使 得 y* = 了 
的 最 小 整数 上 是 n 本 身 , 所 以 7 的 阶 是 n( 见 6.6 节 中 的 定义 ). 这 时 我 们 说 循环 7 
的 长 度 是 n. 

循环 置换 的 记号 可 以 推广 到 任意 置换 的 情形 . 例如 , (11) 式 中 表示 的 置换 % 把 
数字 1, 2 和 3 循环 排列 , 并 且 把 4 和 5 循环 排列 . 于 是 是 这 两 个 循环 的 积 


(123)(45) = (45)(123). 


这 个 乘积 可 以 按 两 种 次 序 写 , 是 因为 由 (123) 置换 过 的 符号 在 (45) 作用 下 保持 不 
变 , 这 表示 按 两 种 次 序 相继 使 用 这 两 个 置换 , 其 结果 一 样 . 
定理 16 任意 置换 由 可 写成 几 个 循环 的 乘积 , 这 些 御 环 分 别 作用 在 不 相交 下 的 符 
号 集 上 (更 简洁 些 说 , 任意 置换 可 写成 几 个 不 相交 的 循环 之 积 ) 
证 明 选择 任意 一 个 符号 记 作 ai, 再 用 az 表示 a19, 用 as 表示 a29,:……… ,用 an 
表示 an-l4, 直到 an% = ai 是 前 面 某 一 个 已 经 命名 了 的 元 素 . 因为 任意 ai(i > 1) 前 
面 一 个 元 素 是 ai-1, 所 以 ang 一 定 是 a1. 于 是 % 作用 到 字母 a1,a2,…,an 上 的 结 
果 是 循环 (a102…an). 此 外 , 当 循环 (a1a2…an) 包含 任意 字母 ur 时 就 一 定 包含 前 
一 个 字母 ai_1, 因此 由 还 要 置换 除 这 个 字母 外 剩 下 来 的 字母 . 现在 对 符号 的 个 数 
用 归纳 法 就 可 推出 定理 的 结论 . 特别 地 , m 个 字母 的 恒 等 置 换 可 表示 成 m 个 循环 
之 积 , 每 个 循环 的 长 度 为 1. 

反之 , 显然 任意 不 相交 循环 之 积 是 一 个 置换 . 此 外 我 们 可 以 证 明 
定理 17 任意 置换 册 的 阶 等 于 由 的 不 相交 御 环 之 长 度 的 最 小 公 倍数 . 
证 明 把 置换 4 写成 不 相交 循环 ,… ,xr 的 乘积 9 二:…r. 如 果 i 关 j 则 Xi 和 
他 是 不 相交 的 ; 因此 Yi = Ti 并 且 因 子 Yi 可 以 在 $ 和 它 的 徊 中 重新 排列 , 从 而 


@ 两 个 集合 不 相交 是 指 它 们 没有 公共 元 率 . 
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对 所 有 整数 n, 得 到 8" = 7?… 7. 所 以 8? = 了 当 且 仅 当 每 个 x? 是 恒 等 置 换 . 而 
根据 定理 15, 由 此 可 推出 , 9* = 了 当 且 仅 当 n 是 Xn,… ,mr 的 长 度 的 公 倍 数 , 由 此 
立即 得 到 定理 17 的 结论 . 证 毕 

根据 6.5 节 的 定理 8, 每 个 有 限 群 同 构 于 一 个 或 多 个 置换 群 . 特别 地 , 这 对 于 由 
几何 图 形 的 对 称 构成 的 有 限 群 是 正确 的 , 我 们 现在 用 两 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 


1 


图 6-5 
考虑 矩形 对 称 群 (图 6-5). 在 这 个 群 中 , 由 下 列 四 个 置换 
T= (1)(2)(3)(4)， R=(14)(23), H =(13)(24), V = (12)(34). 
来 变换 它 的 顶点 . 这 个 群 被 称 为 四 群 . 根据 定理 8, 它 同 构 于 置换 群 
br = (DRV)AH), 9 = (IR)(HV), 
bn = (IH)(RV), gv = (IV)(RH). 


类 似 地 , 正方 形 对 称 群 (6.1 节 ) 可 以 表示 为 四 个 顶点 的 置换 群 . 利用 定理 8, 我 
们 也 可 以 把 它 表示 为 八 个 符号 的 置换 群 , 其 中 每 个 符号 代表 正方 形 对 称 群 的 一 个 元 
素 . 例如 , 符号 RR 对 应 于 一 个 置换 , 这 个 置换 的 效果 是 这 八 个 符号 用 RR 右 乘 后 所 得 
到 的 元 素 , 我 们 从 正方 形 对 称 群 表 ( 表 1) 中 以 RR 为 首 的 那 一 列 看 出 , 这 个 置换 就 是 
(IRR'R")(HD'VD). 类 似 地 , 符号 五 对 应 于 置换 (IH)(RD)(R'V)(R”D'). 

相同 长 度 的 两 个 循环 有 着 密切 的 关系 . 例如 , 如 果 7 = (1234) 和 = (2143)， 
那么 我 们 可 以 计算 出 Y = p71y9, 其 中 由 = (12)(34) 是 一 个 置换 , 它 把 循环 7 中 每 
个 数字 变换 成 Y 中 相应 的 数字 . 这 是 下 面 结果 的 特殊 情形 . 
定理 18 设 几 和 7 是 吧 个 字母 的 置换 , 其 中 7 是 循环 置换 7 一 (al .……am), 并 用 
3 = (alg…amg) 表示 另 一 个 循环 , 它 是 用 了 表示 式 中 每 个 a; 在 由 作用 下 所 成 的 
像 aig 来 代替 ai 而 得 到 的 . 那么 6-1y6 =Y. 
证 明 乘积 $7176 把 每 个 字母 aig 先 映 成 aigd-1 = ui, 再 映 成 aiy = aiy1, 最 后 
映 成 ai+l4, 因此 六 1y9 作用 到 aig 上 的 效果 与 Y 作用 到 aip 上 的 效果 相同 ( 记 
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anm+1 = 41). 类 似 地 , 我 们 计算 出 , 9 Ye 和 YY 都 把 任意 不 是 形 为 aig 的 字母 变 
为 自身 . 因此 和 74% = 站 如 断言 所 述 . 
推论 对 任意 两 个 置换 尹 和 少 ,如 果 由 写成 忽 环 之 积 几 二 和 4.…Yr, 那么 我 们 有 


9 WG = Nh, 
式 中 是 从 Yi 得 到 的 , 如 定理 18 所 述 . 


习 题 


. 把 下 列 置换 5 表示 成 不 相交 循环 之 积 : 
(a) 10=4, 24 =6, 36=5,49=1,56=3,6¢=2; 
(b) 16=5,26=3,39=2,49=6,56=4,66=1; 
(0) 16=3,26=5,36=6,46=4,50=1,60=2. 
求 出 每 个 置换 的 阶 . 
把 下 列 乘积 表示 成 不 相交 循环 之 积 ， 
(1234) (567) (261) (47)， (12345) (67) (1357) (163)， (14) (123) (45) (14). 
求 出 每 个 乘积 的 阶 . 
求 置换 (abcdef)(ghij)(klm) 和 (abcdef)(abcd)(abc) 的 阶 . 
把 莹 形 对 称 群 表示 成 它 的 四 个 顶点 的 置换 群 . 
描述 由 所 有 那些 把 {zx1, z2} 集合 映 到 自身 的 z1,… ,ze 的 置换 构成 的 子 群 的 所 有 右 陪 
集 和 左 陪 集 . 
哪些 对 称 群 是 阿 贝 耳 群 ? 
设 G 是 由 保持 一 个 顶点 固定 的 立方 体 所 有 对 称 构成 的 群 , 把 G 表示 成 这 些 顶 点 的 轩 
换 群 (参见 6.3 节 ). 
(a) 证 明 : 每 个 置换 可 写成 长 度 为 2 的 循环 (“对 换 ”) 之 积 (一 般 来 说 , 不 一 定 不 相交 ). 
*(b) 这 个 结论 同 “ 由 ab = ba 证 明 一 般 交换 律 ”(1.5 节 ) 有 什么 关系 ? 
把 等 边 三 角形 对 称 群 表示 成 
(a) 三 个 字母 的 置换 群 ; (b) 六 个 字母 的 置换 群 ; 
*(c) 用 两 种 本 质 上 不 同 的 方式 做 (b). 
*10. 证明: n 次 对 称 群 是 由 循环 (12.…(n 一 1)) 和 ((n 一 1)n) 生成 的 . 
. 在 什么 意义 下 , 定理 16 的 表达 式 是 唯一 的 ? 证 明 你 的 回答 . 


6.10 ” 偶 置 换 与 奇 置换 
当 我 们 考虑 齐 次 多 项 式 形式 


~ 


a 


和 


~ 


2 


中 
卢 
-© 
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P=TIc:-z) (其 中 必 7 从 1 跑 到 nn) 


i<j 
时 , 就 会 发 现 置换 的 一 个 重要 分 类 . 当 n=3 时， 
P= (zl 一 Z2)(zl 一 Z3)(za — x3) 
= ztzo + zzs + z3zl — TIL3 — TIT2 ~ zz， 


而 且 P? 是 5.5 节 中 讨论 的 判别 式 . 一 般 地 , 已 是 人 一 卫 次 多 项 式 . 显然 ,中 下 
标的 任意 置换 使 P 的 这 组 因 于 保持 不 变 , 因此 除 符号 外 , P 本 身 也 不 变 , 而 且 对 换 
(zlz2) 把 (zl 一 z2) 变 为 它 的 负 值 (zz 一 z1), 把 (zl 一 2;) 和 (zz 一 zj) 互 换 (7 > 2)， 
并 保持 其 他 因子 不 变 , 因此 (ziza) 把 已 变 为 -P. 

因此 全 体 下 标的 nl 个 置换 分 为 两 类 保持 P( 或 ~-P) 不 变 的 置换 称 为 偶 轩 痪 , 
把 号 和 ~P 互 换 的 罗 换 称 为 寺 蛙 接 . 由 此 推出 , 当 我 们 考虑 相继 实行 这 两 关 置 换 的 
效果 时 , 有 下 列 法 则 


偶 置 换 x 偶 置 换 = 奇 置换 x 奇 署 换 = 偶 置 换 ， 
偶 置换 x 奇 署 换 = 奇 置 换 x 偶 置换 = 奇 置 换 . 


我 们 用 公式 (12) 和 定理 11 得 出 一 个 推论 : 全 体 侦 轰 换 构 成 次 对 称 群 的 子 群 hr、 
这 个 子 税 通 常 称 为 阶 “ 交 钳 群 ”. 

此 外 , 如 果 8 是 国定 的 奇 轩 换 , 6 是 变化 的 奇 置换 , 那么 46-: 是 偶 置 换 ,所 以 
4 = (60-00 是 在 有 陆 集 4 中. 概括 地 说 , 全 体 奇 置换 构成 A 的 单个 右 陪 集 , 因 
此 根据 拉 格 妆 日 定理 , n 个 符号 的 “交错 群 * 刚好 包含 全 个 元 素 . 

个 未 定 元 zu-…,zn 的 多 项 式 9(z1,…,zn), 如 果 在 它 的 下 标 置换 的 对 称 群 
作用 下 它 是 不 变 的 , 则 称 g(z1,…,z) 为 “对 称 ”多 项 式 .特殊 对 称 多 项 式 是 (对 
n=3) 


(12) 


cl 一 Z1 十 Z2 十 Z3， 02= Z172 十 T173 十 Z273， 03 = T17273. “(13) 
它们 是 下 面 展开 式 的 系数 
(Gt— zi)(t— zo)(t— £3) = — ot + ot— os. (14) 
一 般 地 , 我 们 称 这 样 的 多 项 式 为 初等 对 称 多 项 式 (n 个 变量 ), 它们 是 
ol = Dr 02= Drirj03 = YD wivizk, 7 on =T1ezn. (15) 


i<j i<j<k 
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因为 (-1)*ok 是 p(t) = lle 一 Zk) 作为 t 的 多 项 式 的 展开 式 中 t"* 的 系数 , 这 些 


表达 式 oi; 给 出 p(t) 的 系数 这 些 系数 为 p(t) 的 根 的 函数 . 从 所 谓 “对称 多 项 式 基本 

定理 ”可 推导 出 初等 对 称 多 项 式 的 很 多 重要 性 质 . 现在 我 们 不 加 证 明 地 @ 叙 述 这 个 

定理 . 

定理 19 ”任意 对 称 多 项 式 p(T1,…, Zn) 可 表示 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 
例如 , 在 两 个 变量 > 和 vy 的 情况 下 ， 


Z2 十 好 = (T+Y)? — 27y = 0 — 202, 
73 + = (T+Y)’ — 37y(T+Y) = 01(07 — 302), 等 等 


即使 多 项 式 gq(z1,.…, zn) 不 是 对 称 的 , 我 们 至 少 也 可 以 要 求 找 出 保持 多 项 式 不 变 的 
所 有 那些 下 标 置换 组 成 的 集合 . 显然 这 个 集合 是 一 个 群 ; 它 称 为 多 项 式 群 . 


习 题 


(a) 列 出 三 个 字母 的 奇 置换 。 (b) 列 出 四 个 字母 的 奇 置换 . 

对 哪些 正 整数 n, 长 度 为 n 的 循环 是 偶 置 换 ? 对 哪些 正 整数 n， 长度 为 n 的 循环 是 奇 

置换 ? 

(a) 证 明 : 若干 个 循环 (不 一 定 不 相交 ) 的 乘积 是 奇 置换 当 且 仅 当 它 包含 着 奇数 个 长 度 
为 偶数 的 循环 . 

(b) 置换 (123)(246)(5432) 和 (12)(345)(67)(891) 是 奇 置 换 还 是 偶 置换 ? 

(a) 构造 11 个 字母 的 14 阶 偶 置 换 和 奇 置换 的 例子 . 

(b) 证 明 每 个 8 个 字母 的 10 阶 置换 是 奇 置换 . 

证 明 : 一 个 置换 是 偶 置换 当 且 仅 当 它 可 以 写成 偶数 个 对 换 (6.9 节 习题 8) 之 积 . 

“6. 证 明 : 每 个 侦 置 换 可 以 写成 长 度 为 3 的 循环 之 积 . 

求 出 下 列 每 个 多 项 式 的 多 项 式 群 : 


2 | Wi 2 
T1T2 + T3T4, T2T1 十 T3T2 + TI2T4, T172 + TIT4 十 TIT3 十 Z274。 


Dn 


» 


A 


Ea 


a 


2 


用 初等 对 称 多 项 式 表示 下 列 多 项 式 ， 


THP+2 TY+Yz+2T+ r+ YT + zy. 


6.11 同 态 
从 群 G 到 群 G' 的 单 值 变换 可 以 保持 乘法 , 但 不 是 一 一 的 (也 就 是 说 , 这 个 变换 


@ 参见 L. Weisner, Introduction to the Theory of Equations (New York: Macmillan, 1938 ), 
p 108. 也 可 参见 15.6 节 定 理 15 的 推论 . 
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不 是 同 构 ). 

例如 , 考虑 n 次 对 称 群 和 士 1 在 乘法 之 下 构成 的 群 之 问 的 对 应 , 这 个 对 应 把 偶 
转换 映射 到 +1, 把 奇 置换 映射 到 -1, 由 公式 (12), 它 把 乘积 映射 到 乘积 . 

或 者 考虑 对 应 n 一 … 记 , 其 中 i = V1l, 这 是 整数 加 法 群 和 四 次 单位 根 的 乘法 
群 之 间 的 对 应 . 它 也 保持 了 群 的 运算 : i"+" = im™i", 但 这 个 对 应 是 多 对 一 的 . 

这 些 例子 和 其 他 的 例子 引出 下 面 的 概念 . 
定义 ”把 群 G 映射 到 群 G' 的 单 值 变 换 工 一 ; z', 如 果 对 G 中 一 切 z,y 有 (ZY) = 
Zz'y'， 则 称 这 个 变换 为 群 G 到 群 G' 的 同 态 . 
定理 20 在 任意 同 坊 G 一 G' 之 下 , G 的 单位 元 素 映 射 到 G' 的 单位 元 素 , G 的 北 
元 素 映 射 到 G' 的 送 元 素 . 
证 明 因为 e? = e, 所 以 e 的 像 f 满足 f/? = f = je', 这 时 e' 是 G' 的 单位 元 素 . 
因此 根据 消去 律 有 了 = e', 所 以 G 的 单位 元 素 一 定 映射 到 G' 的 单位 元 素 . 同样 , 如 
果 a 映射 到 a', a-! 映射 到 (a-1)', 那么 aa-! = e 一 定 映射 到 a’'(a-1)’ = e', 所 以 
(a-1)/ 是 a 的 逆 元 素 . 
推论 1 补 环 群 的 任意 同 坟 像 了 是 循环 群 . 

因为 根据 定理 20, 不 论 m 是 正 整 数 、 零 或 负 整 数 , 都 有 (am)' = (a )™, 因此 , 如 
果 群 G 由 所 有 吞 om 构成 , 那么 群 G' 也 由 % 的 所 有 寡 (a )m = (a™)' 构成 . 
推论 2 在 群 G 到 群 G' 的 同 坟 之 下 , G 中 映射 到 G' 的 单位 元 素 e' 的 所 有 元 素 组 
成 的 集合 N 是 G 的 一 个 子 群 . 


这 个 集合 N 称 为 这 个 同 态 的 核 . 

因为 e 一 e%, 所 以 N 是 非 空 的 . 再 根据 定理 20 和 假设 条 件 , 由 a 一 e 和 
be 可 推出 a 1 一 (a -1=(e)-1=e’/ 和 ab 一 ab' = ee’ =e', 因 此 NN 是 一 
个 子 群 . 


直 积 ”任意 两 个 群 G 和 妃 有 直 积 G x 瓦 G x H 的 元 素 都 是 有 序 对 (g,h), 其 中 
9 EG,he H; G x H 中 的 乘法 由 下 面 公 式 定义 : 


(gh)(g',h') = (gg", hh’). (15o) 


显然 , (e,e) 在 Gx 五 中 起 单位 元 素 的 作用 ; (g-!,h-!) 是 (g,) 的 逆 元 素 ; 并 且 乘 法 
满足 结合 律 ; 因此 G x 五 是 一 个 群 . 此 外 , 函数 a(9,h) =g 定义 一 个 从 Gx 甩 到 G 
上 的 同 态 a, 函数 8(g,hh) = 疡 定义 一 个 从 G x 五 到 互 上 的 同 态 5. 
还 可 以 证 明 , 每 个 有 限 阶 的 阿 贝 耳 群 与 阶 为 素数 短 循 环 群 的 直 积 同 构 . 我 们 这 
里 只 需 用 下 面 比 它 更 弱 的 结果 . 
定理 21 设 m 和 mn 互 素 , 则 m 阶 循环 群 和 nn 阶 循环 群 的 直 积 是 一 个 mn 阶 循环 
群 . 

@ 同 态 映 上 有 时 称 为 满 同 态 , 于 是 相应 地 称 同 态 像 为 满 同 态 像 . 
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证 明 


设 a 和 5 分别 生成 循环 群 4 和 B, 其 阶 分 别 为 mw 和 n. 那么 ,在 C=AxB 


中 , (a,6)* = (a*, bw) 是 单位 元 素 (e,e) 当 且 仅 当 大 三 0(mod m), 大 三 0(mod n). 根据 
1.9 节 定 理 17, 这 就 意味 着 上 = 0(mod mn). 因此 (a,b) =c 是 C 中 mmn 阶 元 素 , C 
只 包含 mmn 个 元 素 , 所 以 它 是 循环 群 . 证 毕 


pr- 


名 


a 


习 题 


. 在 同 态 n 一 让 (其 中 i= V-l,n e Z) 下 , 求 出 同 态 核 


证 明 : 8 阶 循环 群 有 同 态 像 为 
(a) 4 阶 循环 群 ， (b) 2 阶 循环 群 . 


.把 每 个 x 映射 到 复数 es” 上 的 对 应 是 所 有 实数 z 构成 的 加 法 群 的 同 态 吗 ? 如果 是 ， 


那么 它 的 同 态 像 是 什么 ? 它 的 同 态 核 是 什么 ? 

设 G 是 n 个 字母 1,2,…,n 的 某 些 和 图 换 组 成 的 群 , G 中 每 个 置换 $ 把 字母 1,2,… , 尼 
的 子 集 合 映射 到 自身 , 又 设 G' 是 字母 1,2,…,k 的 全 体 置 换 4 组 成 的 群 , 证 明 群 G 
满 同 态 于 群 G'. 


. 在 正方 形 中 , 设 两 条 对 角 线 为 4 和 d', 两 个 轴 是 h 和 v. 证 明 : 存在 一 个 同 态 $6 一 ; 省， 


在 这 个 同 态 下 , 正方 形 对 称 群 的 每 个 运动 $ 诱导 出 关于 dd h 和 ~ 的 置换 ,详细 
列 出 对 应 一, 8”. 它 的 同 态 核 是 什么 ? 


6. 证 明 , 如 果 G 同 态 于 G',G' 同 态 于 G”, 那么 G 同 态 于 G”. 


~ 


Sm 


10. 


下 列 这 些 对 应 中 , 哪些 是 所 有 非 零 实数 的 乘法 群 到 自身 的 同 态 ” 如 果 对 应 是 同 态 , 指出 
它 的 同 态 像 G' 和 同 态 核 . 


(a) z 一 lz|， (bj z 一 2z， (c) zx 一 zz， (d) ze 二 


(0) zz, (D zzs， (8 zo — -i, (i 


证 明 : 四 群 是 两 个 2 阶 循环 群 的 直 积 . 
证 明 ， 所 有 非 零 复数 组 成 的 乘法 群 是 单位 圆 的 旋转 群 和 非 零 实数 的 乘法 群 的 直 积 ,( 提 
示 : 设 >= reie.) 


证 明 : 对 任意 群 G,H,K, 有 Gx 万 与 了 xG 同 构 , G x (再 x 天 ) 与 (Gx 甩 ) x K 同 构 . 


6.12 自 同 构 . 共 斩 元 素 


定义 群 G 同 它 自身 的 同 构 称 为 G 的 自 同 构 . 于 是 G 的 自 同 构 a 就 是 G 到 自身 
的 一 一 变换 (G 的 双 射 ), 并 满足 


(zyja = (za)(ya)， 对 G 中 一 切 z,y. (16) 


定理 22 ”任意 群 G 的 会 休 自 同 构 构 成 一 个 群 A. 
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证 明 ” (参看 定理 6.) 显然, 恒 等 变 换 是 自 同 构 , 并 且 任意 两 个 自 同 构 的 乘积 也 是 自 
同 构 . 最 后 , 如 果 z 一 ， za 是 一 个 自 同 构 , 那么 由 (16) 式 , 有 
(ze = [(za Ta) (ya oa! 
= {[(za™)(yo la}o™ 
= (za )(ya- 7). 


所 以 ar: 是 一 个 自 同 构 . 证 毕 
一 个 平行 的 定义 和 定理 可 用 到 整 环 上 , 实际 上 , 上 述 内 容 一 般 可 应 用 到 抽象 代 
数 系统 上 , 我 们 可 以 把 一 个 抽象 代数 系统 4 的 自 同 构 恰 恰 看 作 4 的 对 称 . 
定义 ”在 任意 群 G 中 , a-lza 称 为 元 素 z 在 由 a 共 耗 变换 之 下 的 共 罗 d 元 素 (或 简 
称 工 在 a 之 下 的 共 罗 ). 
在 定理 18 中 我 们 已 经 看 出 , 在 置换 群 中 , 任意 循环 的 共 罗 是 另 一 个 具有 相同 长 
度 的 循环 . 在 任意 变换 群 中 也 有 一 个 类 似 的 说 法 . 例如 , 如 果 a 和 是 空间 9 到 自 
身 的 一 一 变换 , 则 = a-19a 与 $ 的 关系 如 同 定理 18 中 所 说 的 那样 . 特别 地 , 5 中 
的 任意 点 4 可 以 写 为 4 = pa 这 里 p 是 5 中 某 一 点 , 并 有 


(pa)$ = pala 0a) = (paa 1)da = (pg)a- 


于 是 少 是 变换 pa 一 > (p9)a; 换 句 话说 , $ 在 a 之 下 的 共 轿 少 = aiga 是 由 少 按 
下 面 方 式 得 到 : 每 个 点 p 和 它 的 像 > = p9 分 别 用 pa 和 ra 代替 . 例如 , 在 正方 形 
群 中 ,V = R-1HR 表明 , 关于 垂直 轴 的 反射 是 关于 水 平 轴 的 反射 在 R 之 下 的 共 斩 ， 
这 因为 已 把 水 平 轴 映 射 到 垂直 轴 . 
定理 23 对 群 G 的 任意 图 定 元 素 a, 共 拖 变换 Ta:z 一 alza 是 G 的 一 个 自 同 
构 . 
证 明 对 所 有 z,y, 有 
(a-lza)(a-lya) = a-!(zy)a. 

形 为 z 一 a-!za 的 自 同 构 Ts 称 为 内 自 同 构 . 所 有 其 他 自 同 构 称 为 外 自 同 构 . 

可 以 验证 , 正方 形 对 称 群 有 四 个 不 同 的 内 自 同 构 , 有 四 个 外 自 同 构 . 另 一 方面 ， 
三 阶 循环 群 除了 恒 等 变换 之 外 没有 内 自 同 构 , 但 是 它 有 外 自 同 构 r + 72. 
定理 24 ”任意 群 G 的 全 体内 自 同 构 构 成 G 的 自 同 构 群 的 一 个 子 群 . 
证 明 ”因为 0!(a™!za)b = (oz(ab), 所 以 内 自 同 构 Te 和 T5 的 乘积 是 内 自 同 
构 Taw; 类 似 地 , 因为 (co-0)-:(o-1iza)(o-1) = ,所 以 共 氏 变 换 (或 自 同 构 )Ta 的 逆 是 
To-i. 
定义 (如 罗 瓦 (Galois)) 群 G 的 子 群 5S 是 G 中 正规 子 群 当 且 仅 当 它 在 G 的 所 有 内 
自 同 构 作 用 之 下 不 变 (也 就 是 说 , S 在 包含 每 个 元 素 的 同时 , 也 必 包 含 这 个 元 素 的 所 
有 共 示 元 素 ). 
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正规 子 群 有 时 称 为 自 共 轿子 群 或 不 变 子 群 . 

例如 , 正方 形 的 旋转 群 是 正方 形 对 称 群 的 正规 子 群 ; 子 群 [1, R?] 也 是 正规 子 
群 . 再 有 , 阿 贝 耳 群 的 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 , 因为 对 所 有 的 > 和 a, 有 o 1za = 
a-laz = 7. 还 有 , 平面 的 平移 群 是 平面 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 的 一 个 正规 子 
群 (参看 第 9 章 ). 
定理 25 ”任意 同 坊 0:G 一 昌 的 核 NN 是 G 的 正规 子 群 
证 明 根据 定理 20 的 推论 2 知 , N 是 G 的 子 群 . 再 有 , 如 果 ae N,be G , 则 


0(b-lab) = 6b-10(a)b’ = ble’b = €, 
其 中 以 = b(b),e' = 9(e) , 这 是 因为 , 根据 定理 20, 有 
br0 = OO 


一 般 地 , 设 o-15a 表示 所 有 乘积 a-1sa( 这 里 s 在 8 中 ) 的 集合 . 那么 这 个 定义 
表明 , 5 是 正规 子 群 当 且 仅 当 对 G 中 每 个 w 集合 o-1Sa 等 于 5. 
定理 26 ” 子 群 5 是 正规 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 右 陪 集 都 是 它 的 左 陪 集 . 
证 明 如果 5 是 正规 的 , 则 对 所 有 的 a 有 


aSa l= (a-!)-lSa !=5; 


因此 sa(s € 5) 的 集合 Sa 同 由 (asa-!)a = as(s e 5) 组 成 的 集合 (aSa-1)a 一 样 , 于 
是 对 所 有 的 a, 有 Sa = a5. 反 过 来 , 如 果 右 陪 集 Sa 是 左 陪 集 65, 则 o-15a = a-1b5S 
包含 元 素 e = a-!ea, 而 左 陪 集 eS = 5 也 包含 元 素 e, 根据 6.8 节 引 理 2, 所 以 
a-lS0=5. 

这 个 定理 的 一 个 推论 是 , 只 有 一 个 陪 集 的 任意 子 群 9 是 正规 子 群 ; 不 在 S 中 的 
全 体 元 素 构成 5 的 右 陪 集 和 左 陪 集 . 因此 交错 群 是 n 次 对 称 群 的 正规 子 群 . 
注 “考虑 群 G 的 元 素 a 和 由 a 诱导 出 的 内 自 同 构 Ts 之 间 的 对 应 . 根据 定理 24 的 
证 明 有 TsTs = Tso, 这 保留 了 乘法 运算 . 然而 , 如 正方 形 对 称 群 中 那样 , 这 个 对 应 
通常 不 是 一 一 的 (R2 和 上 工 诱导 出 同一 个 内 自 同 构 ); 它 是 一 个 同 态 . 我 们 容易 验证 ， 
这 个 同 态 的 核 恰 是 G 的 中 心 . 


习 是 


1. p 阶 循环 群 有 多 少 个 自 同 构 ? pg 阶 循环 群 呢 ? 这 里 p, g 是 不 同 的 素数 . 
2. 列 出 四 群 的 全 部 自 同 构 , 哪些 是 内 自 同 构 ? 

3. 求 出 8 阶 循环 群 的 全 部 自 同 构 . 

4 证明: m 阶 循环 群 的 自 同 构 是 对 应 a* 一 * a™*, 这 里 > 是 环 Zm 的 单位 . 
5. 证 明 , 在 任意 群 中 ,“z 与 y 共 罗 ” 是 一 个 等 价 关系 . 
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只 


证 明 , 群 的 元 素 a 诱导 出 恒 等 的 内 自 同 构 当 且 仅 当 a 在 群 的 中 心里 . 
(a) 求 出 正方 形 对 称 群 的 一 个 自 同 构 a 适合 Ra = R, Ha = 也. 
(b) 证 明 a 是 外 自 同 构 . (提示 : 正方 形 对 称 群 可 用 6.6 节 中 讨论 过 的 生成 元 RR 和 五 
来 表示 .) 
. 证 明 : 如 果 G 和 互 是 同 构 群 , 那么 G 和 五 之 间 不 同 的 同 构 个 数 等 于 G 的 自 同 构 个 
数 . 
列举 正方 形 对 称 群 的 全 体内 自 同 构 、 共 轧 元 素 集合 和 正规 子 群 . 
”10, 设 G 是 任意 群 , 4 是 G 的 自 同 构 组 成 的 群 证 明 : 全 体 偶 (a,9g)( 其 中 me 4,g € G) 
在 乘法 (a,g)(o/,g') = (aa', (ga')g) 之 下 构成 一 个 群 ( 称 为 G 的 “全 形 ” ). 
"11.，(a) 证 明 : 3 阶 循环 群 的 全 形 是 3 次 对 称 群 . 
(b) 证 明 , 4 阶 循环 群 的 全 形 是 正方 形 对 称 群 . 
12. 证 明 : 如 果 M 和 N 都 是 群 G 的 正规 子 群 , 那么 它们 的 交 也 是 G 的 正规 子 群 . 
13. 证 明 : 如 果 M 和 NN 都 是 群 G 的 正规 子 群 , 那么 所 有 乘积 zy(z & M,y e N) 构成 的 集 
合 MN 是 G 的 正规 子 群 . 
14. 证 明 : 任意 群 G 的 全 体内 自 同 构 是 G 的 所 有 自 同 构 构成 的 群 的 正规 子 群 . 
"15，(a) 证 明 对 每 个 有 理 数 c 关 0, 对 应 z 一 , zc 是 有 理 数 加 法 群 的 自 同 构 . 
(b) 证 明 : 有 理 数 加 法 群 没有 其 他 自 同 构 . 
“16, 设 G 是 pg 阶 (p,q 为 素数 ) 群 . 证 明 : G 或 者 是 一 个 循环 群 , 或 者 包含 一 个 p( 或 9) 阶 
元 素 . 在 第 二 种 情形 中 证 明 ，G 或 者 包含 一 个 正规 子 群 , 或 者 包含 4 个 p 阶 共 罗 子 群 . 
对 后 一 种 情形 , 证 明 , pg 一 qa(p 一 1) = 4 个 非 p 阶 元 素 构成 正规 子 群 . 推出 G 总 有 一 个 
正规 真子 群 . 
*17，(a) 证 明 ; 如 果 kr = 1(mod m), 那么 定义 关系 am = 如 = e, br-1oab = ak 确定 了 一 个 
具有 m 阶 正 规 子 群 的 mn 阶 群 . 
(b) 利用 习题 16 找 出 全 部 6 阶 群 和 15 阶 群 . 
“18. 利用 习题 16 找 出 全 部 可 能 的 10 阶 群 和 14 阶 群 . 
“19. 运用 习题 16 的 分 析 , 证 明 : 阶 数 为 任意 给 定 素 数 的 平方 的 群 中 只 有 两 个 不 同 构 ， 
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现在 我 们 将 指出 怎样 构造 某 一 特定 的 抽象 群 G 的 所 有 同 态 像 G' 的 同 构 . 
诚然 , 设 zx 一 7' 是 群 G 到 群 G' 上 的 任意 同 态 , 并 设 N 是 这 个 同 态 的 核 . 
如 果 a 和 & 是 G 的 任意 元 素 , 则 我 们 可 写成 b = at, 因此 b = a'V. 但 是 根据 消 
去 律 , a't =“a' 当 且 仅 当 妇 = e', 也 就 是 当 上 是 仅 当 上 Ee N. 总 之 , 5 = a' 当 上 且 仅 当 
b=at(t €N). 
引 理 1 G 的 两 个 元 素 在 G' 中 有 同一 个 像 当 且 仅 当 它们 是 在 核 N 的 同一 个 陪 集 
Nz = ZN 中 . 
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这 就 建立 起 G' 的 全 体 元 素 与 核 在 G 中 的 全 体 陪 集 之 间 的 一 一 对 应 . 因此 
G' 的 阶 等 于 核 N 在 G 中 的 陪 集 的 个 数 (或 称 指数 ). 
引 理 2 设 z 和 久 是 G' 的 元 素 , 那么 mW 可 按 下 述 方式 求 出 . 设 Nz 和 Ny 分别 
对 应 着 z' 和 YNzNy 是 所 有 乘积 uv(w E Nz,v E Ny) 组 成 的 集合 , 那么 TY'y 与 
包含 着 集合 NZNYy 的 N 的 (唯一 ) 陪 集 相对 应 . 
证 明 如 果 4=az,v= by(a,bE NN), 那么 


(uw)’ = a'zb'Y = ez'e'y = zy. 


于 是 在 同 构 意义 下 , G' 可 由 G 和 N 来 确定 , 即 G' 同 构 于 NN 在 G 中 的 陪 集 
的 集合 , 这 个 集合 的 乘法 运算 法 则 是 : 两 个 陪 集 的 乘积 Nz 。Ny 是 包含 所 有 乘积 
wu(u E Nz,v E Ny) 的 (唯一 ) 陪 集 . 

我 们 可 以 用 正方 形 对 称 群 G 同 四 群 G': [e,a,b, dj(6.8 节 ) 之 间 的 同 态 来 说 明 
上 述 的 讨论 ， 在 这 个 同 态 之 下 , [LE 一 6,[R,R3] 一 > a,[H,V 一 b,[D,D] > 
c.( 从 正方 形 群 表 可 以 验证 这 是 一 个 同 态 !)e 的 原 像 构成 正规 子 群 [7, R3], 而 其 他 元 
素 的 原 像 是 [1, R3] 的 陪 集 . 最 后 , 通过 计算 乘积 [RH, RV, R3H, R3V], 可 以 推导 出 
一 个 典型 的 运算 法 则 ab = c， 这些 乘积 在 (实际 上 是 构成 )c 的 原 像 的 陪 集 [D, D1] 
之 中 . 

反 过 来 , 设 Y 是 G 的 任意 给 定 的 正规 子 群 , 它 与 任何 同 态 都 没有 事先 的 联系 . 
我 们 可 以 由 NN 出 发 构造 G 的 同 态 像 G', 如 下 所 述 . 

把 G' 的 元 素 定义 为 N 的 不 同 的 陪 集 Nz. NN 的 任意 两 个 陪 集 Nz 和 Ny 的 乘 
积 Nzo Ny 定义 为 包含 所 有 乘积 uwv(u e Nz,v e Ny) 的 集合 NzNy 的 陪 集 . 如 果 
4 二 azu 二 by, 其 中 a,be N, 则 wv = azby = abzy, 其 中 必 = zbz-l 也 在 入 中 ， 
这 因为 N 是 正规 子 群 . 因此 N(zy) 是 一 个 包含 NzNy 的 陪 集 ; 此 外 , 因为 不 同 的 
陪 集 是 不 相交 的 , 并 且 集合 NzNy 是 非 空 的 , 因此 不 存在 两 个 不 同 的 都 包含 NzNy 
的 陪 集 . 

于 是 我 们 就 对 G' 的 全 体 元 素 (又 是 G 的 所 有 陪 集 ) 定义 了 一 个 单 值 二 元 运算 ， 
它 可 以 写成 


Nro Ny= N(ry). (17) 


口头 上 说 就 是 , 任意 两 个 陪 集 的 乘积 可 以 通过 在 G 中 把 任意 一 对 “代表 元 素 ” zx 和 
y 相 乘 , 并 构成 包含 乘积 zy 的 陪 集 来 求 出 . 根据 公式 (17), 乘积 Neo Ny = N(ey) = 
Ny, 所 以 陪 集 N = Ne 是 这 个 陪 集 集合 的 左 单位 元 素 , 又 因 陪 集 (Nzo Ny)o。VNz 和 
Nzo (Nyo Nz) 二 者 都 包含 (zy)z = z(yz), 所 以 陪 集 的 乘法 满足 结合 律 . 最 后 , 陪 集 
Nz-1o Nz 包含 元 素 r-lz = e, 所 以 必 有 Nz-!o Nz = Ne = N, 因此 陪 集 的 左 道 
元 素 存在 . 这 些 结果 同 定理 4 一 起 可 以 证 明 下 面 的 
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引 理 3 G 的 任意 正规 子 群 N 的 全 体 陪 集 构 成 一 个 乘法 群 . 
定义 和 的 陪 集 群 称 为 G 对 N 的 商 群 (或 因子 群 ), 并 用 G/N 表示 . 

由 (17) 式 知 , 对 应 + 一 Nz 是 G 到 G/N 上 的 一 个 同 态 , 并 且 这 个 同 态 的 核 
是 NN. 

反之 , 我 们 已 经 看 到 (根据 引 理 2), 对 群 G 到 群 G' 上 的 任意 同 态 , 如 果 同 态 核 
是 N, 那么 同 态 像 G' 与 商 群 G/N 同 构 . 我 们 得 出 
定理 27 ”一 个 给 定 的 抽象 群 G 的 同 态 像 是 G 对 它 的 不 同 正规 子 群 的 商 群 G/N， 
和 的 陪 集 的 乘法 通过 公式 (17) 来 定义 . 
注 ”从 群 和 正规 子 群 来 构造 商 群 类 似 于 从 整数 环 来 构造 模 n 整数 环 (1.9 节 和 1.10 
节 ). NN 的 陪 集 类 似 于 模 n 的 剩余 类 , 如 果 把 z = y(mod N) 定义 为 关系 zy-! e N， 
则 这 个 关系 与 关系 z 三 y(mod mn) 平行 . zy <s N 等 价 于 断言 , z 和 ?在 N 的 同一 
个 陪 集中 ( 见 6.8 节 习 题 6). 


习 题 


. 列 出 所 有 抽象 群 , 它们 是 正方 形 对 称 群 的 同 态 像 . 

. 列 出 所 有 抽象 群 , 它们 是 正六 边 形 对 称 群 的 同 态 像 . 

. 证 明 : 任意 群 G 的 中 心 2 是 G 的 正规 子 群 , G/2 与 G 的 内 自 同 构 群 同 构 . 

. 证 明 : 在 6.8 节 的 习题 6 中 , 由 zx = y(mod 5) 可 推出 对 所 有 的 a 有 az = ay(mod 5) 
当 且 仅 当 5 是 正规 子 群 . 

. 设 G 是 所 有 形 为 2*3"5” 的 有 理 数 构成 的 群 , 这 里 指数 k, m,n 为 整数 , 而 5 是 所 有 数 
2* 构成 的 乘法 群 . 
(a) 描述 5 的 全 体 陪 集 ， (b) 描述 CVS. 

6. 设 G 一 G' 是 一 个 同 态 , 证 明 : G' 的 任意 子 群 8' 的 所 有 原 像 的 集合 是 G 的 子 群 5, 并 

且 , 如 果 5' 是 正规 子 群 , 那么 5 也 是 正规 子 群 . 

"7. 设 5 是 群 G 的 一 个 子 群 , 而 N 是 群 G 的 正规 子 群 。 证 明 : 如 果 SnN =e 且 

SUN = G, 那么 G/N 与 8 同 构 . 

设 G 是 一 个 群 , 形 为 > "yzg 的 元 素 称 为 换 位 子 , 证 明 : 所 有 这 样 的 换 位 子 的 乘积 组 

成 的 集合 G 构成 G 的 正规 子 群 . 

“9. 在 习题 8 中 , 证 明 : G/C 是 阿 贝 耳 群 . 最 后 证 明 : 如 果 N 是 G 的 正规 子 群 , 并 且 G/N 

是 阿 贝 耳 群 , 那么 N 包含 C. 

群 G 的 两 个 子 群 3 和 T, 如 果 对 某 个 ee G 有 a-15a = 开 则 称 它们 是 共 ve 的 . 证 

明 , G 的 任意 子 群 S 和 它 的 共 斩 的 交 是 G 的 正规 子 群 . 


@ 如 果 G 是 阿 贝 耳 群 , 这 个 群 中 的 二 元 运算 用 “十 ”表示 , 那么 每 个 子 群 N 是 G 中 的 正规 子 群 , 这 时 
商 群 常常 称 为 差 群 , 并 记 作 G 一 NN. 
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*11. (a) 证 明 : 如 果 M 和 N 是 G 的 正规 子 群 , 并 有 M 门 N = e, 那么 对 一 切 a€ M,b Ee N， 
有 ab = ba. (提示 : 证 明 aba-1b-! € MNN.) 
*(b) 证 明 ; 在 (a) 中 , 如 果 MUN = G, 那么 G= M xN. 

"12. 设 G 是 任意 群 , S 是 G 的 任意 子 群 . 对 任意 ce G, 设 五 是 8 的 全 体 右 陪 集 Sz 上 的 
置换 Sz 一 Sza. 证 明 : 
(a) 对 应 a 一 Ta 是 同 态 . 
(b) 同 态 核 是 习题 10 所 说 的 正规 子 群 . 

*13. 证 明 : 非 正规 子 群 的 全 体 陪 集 在 乘法 (17) 意义 下 不 能 构成 群 . 


"6.14 ”等 价 关系 与 同 余 关 系 


在 定义 整数 之 间 的 关系 a 三 b(mod n) 时 , 在 通过 数 偶 的 同 余 关系 (ob) 三 
(o', 尺 )( 这 个 同 余 关系 的 意思 是 ob' = a'b) 来 构造 有 理 数 时 , 还 有 其 他 地 方 , 我 们 曾 断 
言 过 , 任何 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 可 以 看 作 与 相等 是 一 类 关系 .我们 
现在 系统 地 讲 这 个 断言 的 意义 . 

为 方便 起 见 , 把 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 R, 即 对 集合 5 的 一 切 元 
素 a,b,c, 有 性 质 


aRa 由 aRb 可 推出 5Ra， 由 aRB 和 bRe 可 推出 aRe, 


称 为 9 上 的 等 价 关系 . 如 果 像 在 陪 集 的 情形 (6.13 节 ) 中 , 我 们 把 5S 的 适当 子 集 当 
作 元 素 处 理 , 这 样 等 价 关系 RR 就 变 成 了 通常 的 相等 关系 . 事实 上 , 如 果 a 是 5 的 任 
意 元 素 , 我 们 则 可 用 R(a) 表示 与 a 等 价 的 所 有 元 素 的 集合 ; be R(a) 当 且 仅 当 
bRa. 这 样 一 些 R- 子 集 具有 各 种 简单 性 质 . 
引 理 1 由 aRb 可 推出 R(a) = R(b), 反之 亦 真 . 
证 明 ”首先 假定 aRb, 并 设 是 R(a) 的 任意 元 素 . 那么 根据 定义 有 cRa, 因此 再 根 
据 传递 律 得 cRb, 这 就 意味 着 cE R(b). 反 过 来 , 由 对 称 律 得 bRa, 所 以 由 ce R(b) 推 
出 ee R(a), 这 就 意味 着 两 个 集合 R(a) 和 R(b) 具有 相同 的 元 素 , 因此 R(a) = R(b). 

现在 假定 R(a) = R(b). 根据 自 反 律 有 bRb, 所 以 be R(b), 因为 R(a) = R(b) ， 
这 意味 着 be R(a), 于 是 aRb, 这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 

在 忆 是 整数 之 问 的 模 ” 同 余 关 系 的 特殊 情形 中 , 由 整数 a 确定 的 集合 R(a) 就 
是 包含 整数 a 的 剩余 类 . 这 里 , 引 理 1 特别 给 出 断言 : a = b(mod n) 当 且 仅 当 a 和 
5 属于 模 n 的 同一 个 剩余 类 (参看 1.10 节 ). 其 他 的 说 明 留 作 习 题 . 

再 有 , 模 全 部 剩余 类 把 整数 的 整个 集合 Z 分 成 不 相交 的 子 类 , 因此 可 以 说 这 
构成 了 了 的 一 个 “分 划 ”. 一 般 地 , 类 S 的 分 划 + 是 把 S 划分 成 子 类 4, B,C,…， 


*6.14 等 价 关 系 与 同 余 关 系 ”145 


使 得 3 的 每 个 元 素 属于 一 个 且 仅 属于 一 个 子 类 ( 子 集合 ). R- 子 集 总 提供 这 样 的 
个 分 划 . 

引 理 2 两 个 R- 子 集 或 者 相等 , 或 者 它们 没有 公共 元 素 , 并 且 所 有 RR- 子 集 的 全 体 
构成 5 的 一 个 分 划 . 

证 明 如果 R(a) 和 R(b) 包含 公共 元 素 c, 于 是 cRa 并 且 cRb, 那么 根据 对 称 律 和 
传递 律 有 aRb. 根据 引 理 1 这 意味 着 R(a) = R(b). 所 以 , 如 果 R(a) 关 R(b), 这 两 个 
类 不 能 重 迭 . 最 后 , 集合 5 的 每 个 元 素 < 在 特定 的 R- 子 集 R(c) 中 , 这 是 因为 , 根据 
自 反 律 有 cRe, 所 以 ce R(c). 

引 理 2 的 逆 命 题 可 直接 证 得 . 如 果 集合 5 被 分 划分 成 不 相交 的 子 类 4, B,C,… 
那么 关系 aRb 可 以 定义 为 a 和 4b 属于 这 个 分 划 的 同一 个 子 类 中 , 这 就 给 出 3 上 的 
一 个 抽象 的 等 价 关系 R. 此 外 , 通过 每 个 元 素 a 依 这 个 关系 确定 的 R- 子 集 恰 是 按 
分 划 7 给 出 的 包含 a 的 子 类 . 这 些 结论 可 以 概括 如 下 : 
定理 28 集合 5 上 的 每 个 等 价 关系 已 确定 5 的 一 个 分 划 mr 它 把 5 分 成 不 相交 
的 尽 子 类 . 反 过 来 ,9 的 每 个 分 划 六 产生 一 个 等 价 关系 R. 于 是 存在 一 个 S 上 全 
体 等 价 关 系 忆 和 5 的 全 体 分 划 克 之 间 的 一 一 对 应 忆 坟 Ti 使 得 3 的 元 素 @ 和 日 属 
于 分 划 7 的 同一 个 子 类 当 且 仅 当 aRb. 

在 讨论 一 个 可 容许 的 相等 关系 (1.11 节 ) 的 必要 条 件 时 , 我 们 还 需要 某 个 与 二 
元 运算 有 关 的 “ 代 换 性 质 ”. 利用 集合 S 上 的 等 价 关系 RR 和 二 元 运算 aob=c, 这 
个 性 质 可 写成 形式 

由 aRa' 和 5bRb' 可 推出 (aob)R(a'o5). (18) 
这 个 条 件 有 着 确定 的 理论 含义 . 

事实 上 , 设 已 是 5 上 的 任意 等 价 关系 , 又 设 r 是 相应 的 分 划 , 它 把 5 分 成 R- 
子 集 4, B,C,…, 同 陪 集 的 情况 一 样 , 我 们 把 R- 子 集 看 作 新 系统 = S/R 的 元 素 . 
同 商 群 (或 模 n 剩余 类 ) 的 情况 一 样 , 我 们 可 以 由 8 中 的 二 元 运算 来 定义 荆 中 的 二 
元 运算 ， 


在 5 中 , 4。B = C 当 且 仅 当 在 S 中 ,由 a e A 和 be B 推 出 (aob) EC。 (19) 


性 质 (18) 是 说 , 如 果 a 和 a’ 两 个 元 素 都 在 R- 于 集 4 中 ( 即 , aRa'), 并 且 5 和 以 都 
在 尺 于 集 B 中 ,那么 (ao6b) 和 (a’ob) 都 属于 同一 个 R- 子 集中 .于 是 ,这 个 运算 
得 到 的 RR 子 集 C 便 由 4 和 B 唯一 确定 , 并 且 在 (19) 式 意义 下 , C 就 是 4 和 B 的 
乘积 4o B. 换 句 话说 , 代 换 性 质 (18) 等 价 于 断言 : 定义 (19) 产生 一 个 R- 子 集 ( 即 
了 2) 上 的 单 值 二 元 运算 . 这 就 证 明了 

定理 29 ”已 知 集合 5 上 的 一 个 等 价 关系 忆 , 定义 在 S 上 并 具有 代 换 性 质 (18) 的 
任意 二 元 运算 产生 一 个 5 的 RR- 于 集 上 的 如 (19) 式 定义 的 单 值 二 元 运算 . 
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例如 , 设 R 是 整数 集合 上 的 模 ” 同 余 关系 , 加 法 和 乘法 都 具有 代 换 性 质 (18)， 


于 是 定理 29 产生 出 Zn(1.10 节 中 定义 的 ) 中 剩余 类 的 加 法 和 乘法 . 更 一 般 地 , 定理 
29 可 以 应 用 到 关系 a。 一 be C 上 , 这 里 C 是 任意 交换 环 中 的 任意 理想 , 甚至 可 以 推 
广 到 其 他 代数 系统 , 这 个 系统 的 运算 不 一 定 是 二 元 的 . 一 般 说 , 满足 定理 29 条 件 的 
关系 称 为 “ 同 余 关 系 ”. 类 似 地 , 同 构 、 自 同 构 和 同 态 等 概念 可 以 应 用 到 一 般 的 代数 
系统 . 例如 , 如 果 G 和 五 是 具有 三 元 运算 (a, b, c) 的 代数 , 那么 G 到 五 上 的 同 态 
是 具有 下 面 性 质 的 G 到 及 上 的 映射 9, 这 个 性 质 是 , 对 G 中 一 切 a,b,c 有 
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(a, b,c)0 = (ab, 5,cg). 


习 


“下列 关系 RR 中, 哪些 是 等 价 关 系 ? 如 果 是 , 描述 一 下 R- 子 集 . 


(a) G 是 群 ，S 是 子 群 , aRb 意味 着 a-!b€ 5. 
(b) G, 5 如 (a) 中 所 述 , aRb 意味 着 ba-! e S. 
(c) Z 是 整数 环 , aRb 意味 着 a 一 b 是 素数 . 

(d) Z 是 整数 环 , aRb 意味 着 a 一 b 是 偶数 

(e) Z 是 整数 环 , aRb 意味 着 a 一 b 是 奇数 . 


. 设 G 是 字母 zx,zn 的 置换 群 , 设 riRzi 意味 着 对 某 个 $e G 有 zi9 = zj, 忆 是 等 


价 关系 吗 ?G 是 怎样 作用 在 每 个 R- 子 集 上 ? 


. 设 G 是 由 全体 平面 的 变换 (z,y) 一 (z + a,y) 组 成 , 设 (z,y)R(z',y) 意味 着 对 某 个 


ge G 有 (z,y)$ = (z',V). 在 这 种 情况 下 , R- 子 集 是 什么 ? 

设 a 和。 是 实数 , 设 aRb 意味 着 a 一 b 是 360 的 整数 倍 . 

(a) 忆 是 等 价 关系 吗 ? 

(b) 它 是 加 法 同 余 关 系 吗 ? 

(c) 它 是 乘法 同 余 关 系 吗 ? 

(qd) 看 作 角 度 的 加 法 和 乘法 , 从 这 里 可 推出 些 什么 ? 

(a) 设 C 是 交换 环 中 任意 理想 , 证 明 : 关系 a 一 be C 对 于 加 法 和 乘法 是 同 余 关系 . 
(b) 如 果 民 是 交换 环 上 的 任意 同 余 关 系 , 那么 , 当 加 法 和 乘法 用 公式 (19) 定义 时 , 全 体 
RR- 子 集 构成 另 一 个 交换 环 . 

在 习题 1(a) 中 , 证 明 : 代 换 性 质 (18) 的 一 半 对 任意 子 群 5 都 成 立 , 并 证 明 (18) 的 另 
一 半 成 立 当 且 仅 当 5 是 正规 子 群 . 


. 设 。: 5? 一 5 是 二 元 运算 , R 是 5 上 的 等 价 关系 . 证 明 : 如 果 由 aRa’ 推出 (aob)R(a'o5) 


和 (boa)R(boa') ,那么 (18) 式 成 立 . 
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7.1 平面 向 量 


在 物理 学 中 出 现 一 些 称 为 向 时 的 物理 量 , 它们 不 单纯 是 数量 , 它们 除了 有 数量 
大 小 之 外 还 具有 方向 . 例如 , 平面 上 的 一 个 平行 移动 , 它 的 效果 不 仅 依赖 于 移动 的 
距离, 而 且 还 依赖 于 移动 的 方向 ， 为 方便 起 见 ,我 们 可 以 把 平行 移动 表示 成 具有 适 
当 长 度 和 方向 的 箭头 a( 图 7-1). 两 个 这 样 的 平行 移动 a 和 6, 表示 做 完 一 个 平移 
之 后 再 接着 做 另 一 个 平移 , 它们 的 联合 效果 就 是 “总 ”位 移 Y. 如 果 先 做 平移 a 后 
做 平移 B, 而 箭头 B 的 始 端 位 于 箭头 a 的 终端 , 那么 总 位 移 Y = a + B 就 是 连接 
a 的 始 端 和 6 的 终端 的 箭头 . 这 是 以 a 和 6 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 , 这 个 求 
a + B 的 法 则 就 是 所 谓 的 向 其 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 

一 个 位 移 a 可 以 放大 三 倍 得 到 新 的 位 移 
3a, 或 者 取 半 得 到 位 移 3 了 a 我 们 甚至 可 以 构成 


它 的 负 倍数 , 例如 -2a, 它 表示 一 个 大 小 是 a 的 
两 倍 , 方向 与 a 相反 的 位 移 . 一 般 地 , a 可 以 乘 
上 任意 实数 c 构成 新 位 移 ca, 当 c 为 正 数 时 , ca 
的 方向 与 a 相同 , ca 的 大 小 是 a 的 c 售 ,而 当 c 2 
是 负数 时 , 方向 必 相 反 . 数 e 称 为 标量 (或 纯 量 )， 
乘积 ca 称 为 “ 数 乘 ” 积 . 

平面 中 作用 于 一 点 的 力 , 以 及 速度 和 加 速度 , 都 有 类 似 的 向 量 表示 , 在 所 有 这 些 
情形 中 , 向 其 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 和 ( 实 ) 数 乘 运算 , 具有 同位 移 情形 一 样 的 涵义 . 
这 就 说 明了 “各 种 不 同 的 物理 状态 可 以 有 相同 的 数学 表示 ”这 样 一 个 原理 . 

解析 几何 提出 了 用 实数 偶 来 表示 平面 向 量 的 方法 . 我 们 可 以 用 始 端 在 (0, 0), 终 
端 在 相应 的 点 (a1, a2) 的 箭头 a 表示 任何 这 样 的 向 量 , 其 中 坐标 a1,a2 是 实数 . 那 
么 向 量 的 和 及 “ 数 乘 ” 积 的 坐标 可 以 通过 各 向 量 的 坐标 利用 下 面 法 则 计算 : 


(anyaa) + (bi1,b2) = (a1 + bi1,a2 + b2), (1) 


c(a1, 02) = (ca1 cas). 2) 


从 这 些 法 则 我 们 容易 得 到 向 量 代 数 ? 的 各 种 定律 , 例如 
@ 本 书 里 我 们 用 小 写 希腊 字母, 像 ce BT … ,7,，… 来 表示 向 量 , 用 小 写 拉丁 字母 来 表示 标量 . 
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Qa+B=B+a, at+(B+7)= (a+8)+7, (3) 
cla+D)=ca+c， l:a=a, (4 


等 等 . 这 些 当中 有 很 多 (特别 是 向 量 加 法 的 交换 律 ) 还 对 应 着 几何 原理 
向 基 运 算 可 以 用 来 表达 很 多 热 悉 的 几何 概念 . 例如 , 向 量 a = (a1,02) 的 终端 
到 向 量 8 = (b1, bs) 的 终端 之 间 的 连 线 中 点 可 以 用 公式 (3 和) 给 出 , 因 


此 也 就 是 用 向 量 和 jc 十 B) 给 出 . 所 得 到 的 向 量 也 可 以 称 为 向 量 a 和 6 的 重心 . 
向 量 代数 的 一 组 完整 公设 将 在 7.3 节 中 给 出 , 我 们 先 描述 向 量 的 其 他 一 些 例子 . 


习 题 


1. 利用 法 则 (1) 和 (2) 证 明 向 量 代数 的 定律 (3) 和 (4)- 

2. 画图 说 明 分 配 律 (4). 

3. 证 明 : 全 体 平面 向 量 构成 加 法 群 . 

和 证 明 : 每 个 平面 向 量 a 可 以 唯一 地 表示 成 两 个 向 量 之 和 a = B+7, 其 中 避 是 灌 z 轴 方 
向 的 向 量 , 7 是 沿 y 轴 方 向 的 向 量 . 


7.2 推 广 


上 节 描述 的 例子 可 以 在 两 个 方面 推广 . 第 一 个 方面, 维 数 (7.1 节 的 向 量 是 二 维 
的 ) 可 以 是 任意 的 . 首先 , 从 以 下 事实 我 们 看 出 维 数 可 以 推广 . 按照 7.1 节 中 处 理 平 
面 位 移 和 平面 力 的 同样 的 方法 可 以 处 理 空 间 中 的 位 移 和 力 , 唯一 的 差别 是 , 对 于 空 
间 的 情形 , 向 最 具 有 三 个 分 量 (z1,22,z3), 而 平面 向 时 具有 两 个 分 

其 次 , 在 静 力学 理论 中 我 们 可 以 看 出 , 作用 在 刚体 上 的 力 能 够 分 解 成 六 个 分 基 ， 
作用 在 重心 上 请 三 个 互相 垂直 方向 的 拉力 和 绕 这 些 垂 直 轴 的 三 个 旋转 力矩 两 个 力 
的 合力 的 分 量 还 可 以 通过 各 力 的 分 基 来 计算 , 而 数 乘 运算 (用 实数 去 乘 ) 的 含义 同上 
面 一 样 . 

更 一 般 地 , 对 任意 正 整数 w 全 体 m 数组 a = (a1,… ,an) 构成 一 个 n 维 向 量 
空间 , 可 以 把 它 看 作 n 维 几 何 空间 . 例如 , 直线 是 形 为 a +46(a,B 固定 , 6 六 0;t 是 
变量 ) 的 元 素 的 集合 ; ou,… ,on 的 重心 是 二 (oa + … 十 am), 等 等 (这 将 在 9.13 闻 
中 叙述 ), 为 了 得 到 完整 的 几何 理论 , 我 们 只 须 如 在 7.10 节 中 那样 引进 距离 的 概念. 

第 二 方面 的 推广 来 源 于 下 面 的 观察 ; 就 小 及 的 代数 性 质 而 论 , 向 量 的 分 量 和 标 
其 都 不 一 定 是 实数 , 而 可 以 是 任意 域 上 的 元 素 . 实际 上 , 含有 复 分 量 的 向 量 在 电路 理 
论 和 电磁 学 中 常常 被 用 到 .而 在 第 14 章 中 , 我 们 是 以 研究 含有 有 理 标量 的 向 量 作 
为 代数 数论 的 基础 
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前 面 两 段 所 描述 的 推广 合并 起 来 叙述 就 是 , 对 于 任意 正 整数 n( 维 数 ) 和 任意 标 
基 域 推广 都 成 立 . 
例 ”向量 空 间 F" 是 以 所 有 n- 数组 a = (@1,…,an), B= (b1,…,bn),…( 其 中 分 
其 ai,5; 在 刁 中 ) 作为 它 的 元 素 . F" 中 的 加 法 和 数 乘 运算 定义 如 下 : 


(aan] + (be*, bn) = (Q1+ Db, ,Qn + bn), (5) 
c(al an) = (col :can). (6) 

定理 1 在 向 量 空间 = Fn 中 , 向 量 加 法 和 数 乘 运算 具有 下 列 性 质 : 
在 加 法 运算 之 下 入 是 阿 贝 耳 群 ; (7) 
c(a+B)= ca+cB， (ec+oc)a = ca+ca (分 配 律 ) (8) 
(ce)a = c(ca)， l:a=a. (9) 


证 明 ”我 们 首先 验证 关于 群 的 公设 . 向 量 加 法 满足 结合 律 , 这 是 因为 对 任意 像 上 面 
那样 定义 的 向 量 a 和 B, 和 任意 向 量 7 = (c1,…,cn), 我 们 有 


(a+B)+7y= (0+ht+ey,ant+bnt+cn) = oa+ (BB+). 


上 式 是 根据 域 中 加 法 的 结合 律 (6.4 节 ), 对 每 个 i, 有 (ai 十 Bi) 十 ci = ai 十 (bi 十 ci). 特 
殊 向 量 0 = (0,…,0) 起 着 单位 元 素 的 作用 , 而 -a = (-al,……,-an) 在 w+(-a) = 
(-a)+a=0 的 意义 下 是 a 的 道 元 素 . 注意 , -a = (-1)a 还 是 向 其 a 与 标量 (-1) 
的 乘积 , 而 0 = 0a, 对 任意 a. 

因为 对 每 个 i 有 ai + bi = bi 十 ai, 所 以 上 述 群 是 可 交换 的 . 同样 地 , 定义 (5) 
和 (6) 将 分 配 律 (8) 的 两 边 化 为 分 量 所 在 域 中 的 分 配 律 . 


习 题 


1 设 a=(1,1,0), 8= (到 03) 六 二 (042), 计算 ， 


(a) c++28+37， (b) 3(a +B)—2(B8+7), 
(c) a,B,7Y 的 重心 是 什么 ? ”(d) 解 方程 68 + 5€ = aa. 
2. 设 a=(1,i,0),B = (0,1 一 i,2i),Y = (1,2 一 i,1), 计算 : 
(a) 2a —ip, 
(b) ia + (1+i)8 — (i+ 3)Y, 
(©) 解 方程 一 这 = 6. 
. 设 a 和 B 如 习题 1 和 习题 2 所 述 , 试 把 线段 aB 分 为 2:1. 
*4. 设 a 和 如 习题 2 所 述 , 你 能 把 线段 a5 分 为 1 : 2i 吗 ? 并 加 以 说 明 . 
. 设 23 是 由 n 维 向 量 组 成 , 其 分 量 属于 模 3 整数 域 . 试问 
(a) Z8 中 有 多 少 向 量 ? 
(b) 关于 2Z3 中 的 a + a + a 你 能 说 些 什么 ? 


的 


a 
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“6. 你 能 够 定义 23 中 任意 两 点 间 的 “中 点 ” 吗 ? 能 定义 任意 三 点 (或 四 点 ) 的 重心 吗 ?( 提 
示 : 试验 数值 例子 .) 


7.3 ”向 量 空间 与 子 空间 


我 们 现在 来 定义 向 量 空间 的 一 般 概 念 . 向 量 空间 实质 上 就 是 一 个 代数 系统 , 它 
的 元 素 在 向 量 加 法 和 数 乘 运算 之 下 组 合 在 一 起 , 这 里 的 数 (标量 ) 是 属于 一 个 适当 
的 域 F, 对 于 这 两 个 运算 , 7.2 节 中 列举 的 法 则 都 成 立 . 
定义 域 已 上 的 向 量 空间 了 是 满足 下 面条 件 的 向 量 的 集合 : V 中 任意 两 个 向 量 
Ca 和 司 确 定 一 个 (唯一 的 ) 向 量 a 十 作为 和 ; 任意 向 量 a E V 和 任意 标量 cE 
确定 一 个 “ 数 乘 ” 积 , 它 具有 性 质 (4) 和 (7)~(9). 

(法 则 (8) 和 (9) 对 于 所 有 向 其 a 和 B, 以 及 所 有 标量 c 和 c 者 成 立 .) 

定理 1 实质 上 表明 , 对 任意 正 整 数 n 和 任意 域 已, F" 是 向 量 空间 . 还 有 很 多 无 
穷 维 向 量 空间 , 它们 在 现代 数学 分 析 中 起 着 基本 的 作用 . 

例如 , 设 5 表示 所 有 实 变量 z 的 函数 f(z) 的 集合 , f(z) 在 区 间 0 < z < 1 上 单 
值 连 续 . 两 个 这 样 的 函数 f(z) 和 g(z) 的 和 h(z) = f(z) +g(z) 是 S 中 的 一 个 函数 ， 
并 且 f(z) 与 实 常数 e 的 “ 数 乘 ” 积 cf(z) 也 是 一 个 这 样 的 函数 . 这 些 函 数 不 可 能 用 
箭头 表示 , 但 是 , 它们 的 加 法 和 数 乘 运 算 具 有 同 我 们 前 述 例子 同样 形式 的 代数 性 质 ， 
甚至 可 以 认为 , 这 个 集合 5S 中 的 向 基 在 线段 0 < x < 1 的 每 一 点 上 有 一 个 分 量 ( 即 
函数 值 ). 

再 有 , 考虑 函数 f, 它 的 定义 域 是 任意 集合 5( 比 如 说 , 任意 平面 区 域 ), 它 的 取 值 
域 是 域 F, 这 就 是 说 , f 赋 给 每 个 ze 3 一 个 值 f(z) e F. 如 果 和 刻 = f+g 及 “ 数 
乘 ” 积 hv = cf 是 用 方程 h(z) = f(z) 十 g(z) 及 (Zz) = cf(z) 对 每 个 re 5 分 别 定 
义 的 , 闭 么 所 有 这 样 函数 f 的 集合 构成 F 上 的 向 其 空间 . 

为 了 与 我 们 所 用 的 群 的 加 法 记号 相 一 致 , 我 们 用 0 表示 这 个 群 的 单位 元 素 , 它 是 
满足 

a+0=0+a=a, 对 一 切 c (10) 

的 唯一 的 “ 零 ” 向 量 . 零 向 量 0 与 零 标量 0 不 应 被 混淆 . 然而 , 它们 两 个 却 都 是 单位 
元 素 . 

事实 上 , 对 所 有 的 “和 a, 由 (8) 的 两 个 分 配 律 得 到 

ca 十 0a = (c+O0)a= ca= cat+0, 
cat+c0=c(a+0)= ca=cat+0. 


现在 消去 两 边 的 co, 我 们 得 到 两 个 公式 
0a = 0, 对 一 切 aq; co0 = 0, 对 一 切 c. (11) 
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再 有 ,“ 数 乘 ” 积 (-1l)a 在 群 中 充当 任意 给 定向 量 a 的 道 元 素 , 这 因为 
a+(-Da=1l:a+(-lDa=[1+(-l)la = 0a=0. 


因此 
在 (加 法 ) 群 中 , 任意 向 量 a 的 逆向 量 是 (-1)a. (12) 


由 (11) 和 (12) 得 出 , 任意 向 量 的 “每 ”的 循环 子 群 是 由 不 同 整 数 n 和 a 的 来 积 组 
成 . 
在 普通 的 三 维 向 量 空间 Rs 中 , 位 于 一 个 固定 平面 上 通过 原点 的 所 有 向 基 构 成 

一 个 二 维 向 其 空间 , 它 是 整个 空间 的 一 部 分 . 类 似 地 , 位 于 一 个 固定 直线 上 通过 原点 
的 所 有 向 其 的 集合 5, 在 加 法 和 数 乘 运算 之 下 是 封闭 的 , 因此 这 个 集合 也 是 R3 的 
“ 子 空间 ”. 
定义 ”向 量 空间 V 的 子 集合 5, 如 果 它 对 于 Y 中 的 向 量 加 法 和 数 乘 运算 也 是 一 向 
量 空 间 , 那么 9 称 为 Y 的 子 空 间 . 

一 个 非 空子 集 5 是 子 空 间 当 且 仅 当 8 中 任意 两 个 向 量 之 和 还 在 S 中 , 并 且 S 
的 任意 向 基 与 标 二 的 乘积 还 在 S 中 . 从 定义 出 发 可 以 很 容易 地 验证 这 个 命题 . 很 显 
然 , 子 空间 的 定义 同 以 前 子 域 和 子 群 的 定义 相 类 似 . 从 几何 上 讲 ,“ 子 空间 ”只 不 过 
是 通过 原点 O 的 线性 子 空间 (直线 、 平 面 等 ). 

例如 , 对 任何 域 下 , 形 为 (0,z2,0,z4) 的 全 体 向 基 构 成 Rs 的 子 空间 . 还 有 , 单独 
一 个 零 向 基 0 是 任意 向 其 空间 的 子 空间 . 

再 有 , 次 数 最 高 是 7 的 多 项 式 集合 是 所 有 多 项 式 构成 的 向 量 空间 的 子 空间 , 这 
里 不 管 多 项 式 的 基 域 是 否 是 实数 域 . 类似 地 , 定义 在 区 间 0 < z < 1 上 的 全 体 连 续 
函数 的 集合 是 定义 在 同一 个 定义 域 上 所 有 函数 的 线性 空间 的 子 空间 . 

在 向 量 空间 Y 中 , 给 定向 量 a1,…, Qam, 所 有 ae 的 线性 组 合 


clal 十 … 十 cmam (每 个 ci 是 标量 ) 
的 集合 是 子 空间 , 这 是 因为 对 所 有 向 基 ai 和 所 有 标量 ci, cf 及 o, 恒等式 


(claa 十 十 cnmnam] + (aa + + Onom) 


一 (cl 十 o)aa 十 … 十 (cm + Cn)om, (13) 


cfciana 十 … 十 cmam) = (ccljaa + ++ (Cecm)om, (14) 
都 成 立 . 这 就 证 明了 
定理 2 向 量 空间 V 中 任意 一 组 向 量 的 所 有 线性 组 合 的 集合 是 『 的 子 空间 . 
这 个 子 空间 显然 是 包含 所 有 给 定向 量 的 最 小 子 空间 , 因此 称 它 为 由 给 定向 量 生 
成 (或 张 成 ) 的 子 空间 . 由 单个 向 量 oa 关 0 张 成 的 子 空间 是 所 有 “ 数 乘 ” 积 caa 组 成 
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的 集合 51; 在 几何 上 , Si 就 是 通过 原点 和 oi 的 直线 . 类 似 地 , 由 两 个 非 共 线 的 向 量 
oa 和 as 张 成 的 子 空间 实际 上 是 一 个 通过 aa, ac? 和 原点 的 平面 . 
定理 3 向 量 空间 V 的 任意 两 个 子 空间 的 交 SNT 是 V 的 子 空间 . 
证 明 ”两 个 给 定 的 子 空间 5 和 了 的 交 , 定义 为 既 属 于 5 又 属于 了 的 所 有 向 量 的 
集合 5nT( 参 见 6.9 节 定 理 17, 关于 两 个 子 群 的 交 ). 如 果 a 和 B 是 两 个 这 样 的 向 
量 , 则 它们 的 和 a + B 一 定 在 5S 中 (因为 5 是 包含 a 和 有 的 子 空间 ), 同样 也 一 定 
在 了 中 , 因此 它 也 在 交 SNT 中 . 类 似 地 , 任意 向 量 a 的 “ 数 乘 ” 积 ca 在 SnT 中 . 
证 毕 
再 有 , 向 量 空间 Y 的 任意 两 个 子 空 间 S 和 了 确定 一 个 集合 $+ 了, 它 是 由 所 有 
和 a + 组成, 其 中 a 属于 9, 8 属于 了 . 根据 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 (3) 和 (4)， 
集合 5 + 了 是 个 子 空间 , 称 为 S 和 了 的 线性 和 或 线性 张 成 . 显然 , 它 包 含 S 和 也 
而 其 他 任意 同时 包含 5 和 了 的 子 空间 忆 都 包含 它 . 因此 线性 和 的 概念 类 似 于 两 个 
子 群 的 并 (参见 6.8 节 ). 5 十 了 的 这 些 性 质 可 以 叙述 为 


ScSsS+T,， TCS5+T; 由 SCR 和 和 TCR, 推 出 S+TC RR， (15) 
这 里 5 Cc RR 的 意思 是 子 空间 S 包含 在 子 空间 RR 中 . 
习 题 


. 证 明 , 在 任何 向 量 空间 中 , 由 ca = 0 可 推出 或 者 c= 0, 或 者 a = 0. 
设 a,B,Y 如 7.2 节 习 题 1 中 所 述 , 计算 


Dr- 


7 Ee — 3) + 3(38 — on| —2(@ 7) +58+20. 


加 


设 a,B 如 7.2 节 习题 2 中 所 述 , 计算 (1 + 2i)(2a -38) -8a 一 9iB. 

下 列 Q"(n > 2) 的 子 集合 中 , 哪些 组 成 子 空间 (这 里 上 表示 向 量 (zl，…,zn))? 

(a) 分 量 zi 为 整数 的 所 有 é&; (b) 分 量 ra = 0 的 所 有 &; 

(c) 或 者 分 量 ri = 0 或 者 分 量 za = 0 的 所 有 &; 

(d) 满足 条 件 3z1 + 4za = 1 的 所 有 司 。 (e) 满足 条 件 7zi - za = 0 的 所 有 &. 
.下 列 定义 在 0 < z 和 1 上 的 实 函 数 f(z) 的 集合 中 , 哪些 是 0 < z < 1 上 所 有 实 函数 向 
量 空间 的 子 空间 ， “ 
(a) 所 有 四 次 多 项 式 ; 

(b) 所 有 四 次 或 低 于 四 次 的 多 项 式 (包括 f(z) = 0); 

(ec) 满足 条 件 27(0) = f(1) 的 所 有 函数 ; 

(d) 满足 条 件 0+ f(1) = 7(0) + 1 的 所 有 函数 ; 

(e) 所 有 正 函 数 ; 

(0) 对 一 切 = 满足 f(z) = f(1 一 z) 的 所 有 函数 . 


[eg 


只 


7.4 线性 无 关 与 维 数 。 153 


6. 当 DD 取 作 域 下 时 , 3.3 节 习 题 3 所 描述 的 函数 集合 中 , 哪些 构成 向 量 空间 ? 
7. 设 5 是 Q 的 子 空间 , 它 是 由 所 有 形 为 (0,rz,zs》 的 向 量 组 成 , 而 了 是 由 向 量 (1,2,0) 
和 (3,1,2) 张 成 的 子 空间 . 哪些 向 量 在 Sn7 中 ? 哪些 向 量 在 $+ 了 中 ? 
在 23 中 , 有 多 少 向 量 是 由 (1,2,1) 和 (2, 1, 1) 张 成 的 ? 有 多 少 向 量 是 由 (1,2,1) 和 
(2, 1 2) 张 成 的 ? 
证 明 : 在 Q? 中 , 平面 zs = 0 可 以 由 下 面 每 对 向 量 张 成 : (1, 0, 0) 和 (1, 1 0); (2,2,0) 
和 (4, 1,0); (3,2,0) 和 (一 3,2,0). 
10, 证 明 : 如 果 5 是 由 1 和 6 张 成 ,了 是 由 mr,72 和 za 张 成 ,那么 5+T 是 由 ,W192 和 
ms 张 成 . 推广 这 个 结果 . 
11. 构造 23 的 加 法 表 , 并 列 出 它 的 子 空间 . 
12. 构造 23 的 加 法 表 , 并 列 出 它 的 子 空间 . 
13. 证 明 : 一 对 齐 次 线性 方程 olzk 十 … + anzn = 0, bizi 十 … 十 bnzn = 0( 其 中 a1, bi zi 
全 都 属于 ) 的 所 有 解 (z1,.…, zn) 的 集合 是 PF” 的 子 空间 . 
“14. 证 明 : 向 量 空 间 公 设 1. a = a 不 能 从 其 他 公设 推出 .( 提 示 : 在 平面 上 构造 “ 伪 ” 数 乘 
积 c@ a, 它 是 ca 在 固定 直线 上 的 投影 .) 
*15. 证 明 , 对 于 向 量 加 法 的 交换 律 公设 是 多 余 的 .( 提 示 : 用 两 种 方法 展开 (1 + 1)(a + B).) 


2 


ba 


a 
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向 基 空 间或 者 子 空间 的 维 数 这 一 重要 几何 概念 尚 待 给 出 抽象 的 定义 ， 它 将 被 
描述 为 张 成 这 个 空间 (或 子 空间 ) 的 向 基 的 最 少 个 数 ， 

例如 , 普通 空间 R3 可 以 由 三 个 向 基 (1,0,0), (0,1,0) 和 (0,0,1) 张 成 , 它们 分 别 
是 沿 三 个 坐标 轴 的 单位 向 基 (长 度 为 1), 但 是 R3 不 能 由 两 个 向 基 张 成 (两 个 非 共 
线 向 量 张 成 一 个 通过 原点 的 平面 )- 因此 R3 的 维 数 是 3. 

更 一 般 地 , 任意 F" 由 nn 个 单位 向 量 


E1 = {1,0,...,0), 
E2 一 a *,0), ae 
En 一 (0,0, *…,1) 
. 张 成 . 实际 上 , F" 中 任意 向 量 是 这 些 单 位 向 量 的 线性 组 合 , 这 因为 
(zl Zn) 一 ZIel 十 … 十 Znen- (17) 


我 们 将 在 定理 5 的 推论 2 中 证 明 , F" 不 能 由 少 于 个 向 量 张 成 , 因此 有 理由 称 F" 
为 域 上 的 n 维 商量 空间 . 
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不 仅 si,……,en 生成 整个 空间 F", 而 且 , zlgl 十 … 十 Znen = 0 当 上 且 仅 当 
(zzn) 二 (0,…,0), 即 当 且 仅 当 z1 = … = zn = 0. 这 意味 着 单位 向 量 在 
下 述 意义 之 下 是 线性 无 关 的 . 
定义 ”向 量 Qi,…,Qm 线性 无 关 (在 媚 上 ) 当 且 仅 当 对 玉 中 一 切 标量 ci， 


由 Clo 十 … 十 cmQm 一 0 推出 cl = …= cm =0. (18) 


一 组 向 量 如 果 不 是 线性 无 关 的 , 则 称 它们 线性 相关 . 

线性 无 关 的 向 基 组 的 任意 子 集合 还 是 线性 无 关 的 , 这 是 定义 的 明显 的 结论 . 然 
而 , 下 面 关于 线性 组 合 与 线性 相关 之 间 的 关系 更 为 重要 . 
定理 4 在 空间 V 中 非 替 向 量 al,……，,am 线性 相关 当 且 仅 当 这 些 向 量 中 的 某 个 
向 量 是 它 前 面 几 个 向 量 的 线性 组 合 . 
证 明 ”在 向 量 ak 是 它 前 面 几 个 向 量 的 线性 组 合 ak = clal 十 … 十 ck-lak-l 的 情 
况 下 , 我 们 立刻 有 一 个 线性 关系 


cal 十 … 十 ck-lak_1 二 (-1ak =0， 


其 中 至 少 有 一 个 系数 (-1) 不 为 零 . 因此 根据 (18), 这 些 向 量 线性 相关 . 
反之 , 假定 向 其 a1,…, am 线性 相关 , 于 是 由 aa 十 … + dmam = 0, 选取 最 大 
的 下 标 ,使 得 dk 关 0, 然后 把 ak 表示 成 线性 组 合 


ak = (-dkldi)aa 十 .十 (一 dldk-i)axk-l， 


除了 大 = 1 的 情形 之 外 , 上 式 将 ak 表 为 它 前 面 几 个 向 量 的 线性 组 合 .在 dia1 = 0( 其 
中 di 关 0) 的 情形 中 , 故 有 aa = 0, 这 同 我 们 给 定 的 向 基 没 有 一 个 为 零 向 量 的 假定 
矛盾 . 证 毕 
例如 , 三 个 向 基 81 = (2,0,0), Bs = (1,3,0) 和 Bs = (0, -2,0) 不 能 张 成 整个 空 
间 了 Rs, 因为 它们 位 于 同一 个 平面 上 . 我 们 可 以 用 关系 B1 -2Bs -3Bs = 0 或 者 ( 解 
出 Bi) 用 关系 Bi = 2Bo + 3B 来 表示 这 个 线性 相关 . 于 是 集合 (B1, 6B2, 6s) 同 它 的 
一 个 真子 集 (B82, Bs) 张 成 同一 个 子 空间 . 这 就 证 明了 
推论 1 一 组 向 量 线性 相关 当 且 仅 当 它 包含 一 个 真 ( 即 最 小 ) 子 集 与 原 向 量 组 张 成 
同一 个 子 空间 . 
这 也 就 是 说 , 我 们 可 以 从 这 组 向 量 中 , 删 去 任意 一 个 向 量 , 它 是 0 或 者 它 是 它 
前 面向 量 的 线性 组 合 , 并 可 证 明 剩 下 来 的 向 量 生 成 的 子 空间 与 原来 一 组 向 量 生成 的 
子 空间 相同 . 现在 用 归纳 法 , 我 们 得 到 
推论 2 ”任意 有 限 的 向 量 集合 包含 一 个 线性 无 关 的 子 集合 , 它 张 成 的 子 空间 与 原 集 
合 张 成 的 子 空间 相同 . 
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现在 我 们 可 以 叙述 线性 相关 的 基本 定理 . 
定理 5 设 史 个 向 量 张 成 向 量 空间 V, 它 包含 了 个 线性 无 关 向 量 , 那么 nL 之 7. 
证 明 设 4o = [et ……am] 是 张 成 V 的 nn 个 向 量 的 序列 ,并 设 XX=[&1,…,é&r] 是 
Y 的 > 个 线性 无 关 向 量 的 序列 . 因为 4o 张 成 V, 所 以 &1 是 a1,… ,an 的 线性 组 合 ， 
因此 序列 Bi = [aa，…,am] 张 成 V, 而 且 是 线性 相关 的 . 根据 定理 4, Bi 的 某 一 
个 向 基 必 与 它 前 面 的 向 量 线性 相关 . 这 个 向 量 不 可 能 是 &1, 因为 &1 属于 线性 无 关 
向 其 组 XX, 因此 在 Bi 中 , 某 个 向 量 as 依赖 于 它 前 面 的 向 量 6 oi,…, Qi-1. 像 推 
论 1 那样 , 删 去 这 个 向 量 ai, 子 序列 41 = 攻 oaa as- ait ,Qn] 仍然 张 成 
VV 

现在 重复 论证 .构造 序列 Bs = [é2, 41] = [é2,€1, aa ,Qi aa+l ,Qn]， 
同 Bi 一 样 ，B。 张 成 w, 而 且 它 是 线性 相关 的 . 因此 和 前 面 一 样 ， Bs 中 某 一 个 向 量 
是 它 前 面向 量 的 线性 组 合 . 因为 这 些 &; 是 线性 无 关 的 , 所 以 这 个 向 基 不 会 是 62 或 
&1, 故 一 定 是 某 个 oj, 其 中 下 标 了 天 坟 比 如 说 , 7 > i). 删 去 这 个 oj, 剩 下 可 张 成 了 
的 n 个 向 其 的 新 序列 


42 = 区 6 Ql) il ai+1D 1 O41 am] 


这 一 论证 可 以 重复 7 次 , 直到 X 的 元 素 都 取 完 . 每 一 次 失去 ho 的 一 个 元 素 . 因此 
ho 最 初 就 一 定 至 少 包含 > 个 元 素 , 这 就 证 明了 n 之 7、 证 毕 
定理 5 有 几 个 重要 推论 . 虽然 它们 包含 的 “ 基 ” 和 “ 维 数 ” 等 概念 的 完整 涵义 
直到 7.8 节 才 变 得 显然 , 然而 为 方便 起 见 , 我 们 现在 还 是 证 明 这 些 推论 . 
定义 ”生成 ( 张 成 ) 整个 向 量 空间 的 一 组 线性 无 关 向 量 称 为 这 个 向 量 空间 的 基 , 一 
个 向 量 空间 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 它 有 一 组 有 限 基 . 
例如 , (16) 式 的 单位 向 其 e1,… ,en 是 F" 的 一 组 基 . 
推论 1 任意 有 限 维 向 量 空间 V 的 一 切 基部 包含 着 相同 数目 (有 限 个 ) 的 元 素 . 
证 明 ”因为 Y 是 有 限 维 的 , 所 以 它 有 一 组 有 限 基 


4= [oa……oam]， 


设 B 是 V 的 任意 另 一 组 基 , 因为 4 张 成 V, 并 且 B 是 线性 无 关 的 , 定理 5 表明 B 
是 有 限 的 , 比如 说 有 r 个 元 素 , 于 是 n > 7 另 一 方面 , B 张 成 V, 而 4 是 线性 无 关 
的 , 因此 > >n, 所 以 n=r. 

有 限 维 向 量 空间 V 的 任意 一 组 基 中 元 素 的 个 数 称 为 V 的 维 数 , 并 用 dlV] 表 
示 . 根据 定理 5 我 们 有 
推论 2 ”如 果 向 量 空间 VV 的 维 数 是 n, 那么 , (i) V 的 任意 nn 十 1 个 元 素 是 线性 相关 
的 ; (证 ) n 一 1 个 元 素 的 任意 集合 不 可 能 张 成 VV. 
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定理 6 有 限 维 向 量 空间 VV 的 任意 一 组 线性 无 关 向 量 是 VV 的 基 的 一 部 分 ， 

证 明 ” 设 这 个 线性 无 关 向 量 组 是 &1,…,é;., 并 设 ol,… ,on 是 V 的 一 组 基 . 构成 
序列 C = [后 ,aa …, Qn]. 我 们 从 C 中 可 以 抽出 一 个 线性 无 关 的 子 序列 ( 定 
理 4 的 推论 2), 它 也 张 成 空间 Y( 因 而 它 是 Y 的 一 组 基 ), 这 个 子 序列 是 通过 删 去 那 
些 是 它 前 面向 量 的 线性 组 合 的 向 量 而 得 到 的 . 因为 这 些 &; 是 线性 无 关 的 , 所 以 没有 
一 个 & 被 删 去 , 因此 所 得 到 的 这 组 基 包 含 每 一 个 &;. 

推论 nn 维 向 量 空间 VV 的 nn 个 向 量 al ,am 是 一 组 基 的 充分 条 件 是 : 或 者 它们 
张 成 空间 V, 或 者 它们 线性 无 关 . 

证 明 ”如果 4 = [oa …,an] 张 成 V, 则 它 包含 一 个 子 集合 4', 这 个 4 是 了 的 一 
组 基 (定理 4 的 推论 2); 因为 Y 的 维 数 是 m%, 所 以 4 必 有 个 元 素 (定理 5 的 推论 
1), 因此 4' = 4, 于 是 4 是 V 的 一 组 基 . 再 有 , 如 果 4 是 线性 无 关 的 , 那么 根据 定 
理 6, 4 是 基 的 一 部 分 , 根据 定理 5 的 推论 1, 这 组 基 应 有 m 个 元 素 , 所 以 4 本 身 就 
一 定 是 一 组 基 . 


习 题 


1. 证 明 , 在 F? 中 , 向 量 (a1,a2) 和 (b1, 52) 线性 相关 当 且 仅 当 a1b2 - azbl = 0 

.向量 (1, 1, 0) 和 (0, 1,1) 构成 Q* 的 一 组 基 吗 ? 为 什么 ? 

证 明 , 如 果 B 不 在 子 空间 5S 中 , 而 在 由 5 和 a 张 成 的 子 空间 中 , 那么 在 由 S 和 B 

张 成 的 子 空间 中 . 

4. 证 明 , 如 果 &1,62,6s 在 R" 中 线性 无 关 , 那么 &; 十 62,Ei + &3,é2 + 6s 也 线性 无 关 , 这 

个 结论 在 每 个 PF" 中 都 正确 吗 ? 

5. 由 23 中 四 个 线性 无 关 的 元 素 张 成 的 每 个 子 空 间 中 有 多 少 个 元 素 ? 推广 你 的 结论 . 

定义 整 环 D 上 的 向 量 空间 , 在 这 个 更 一 般 的 情形 中 , 迄今 所 讨论 的 公设 和 定理 中 有 了 哪 

些 不 能 成 立 ? 

"7. 证明: 具有 有 理 坐 标的 三 个 向 量 在 Q 中 线性 无 关 当 且 仅 当 它们 在 R? 中 线性 无 关 . 从 
两 个 方面 推广 这 个 结果 . 

8. 设 向 量 ai,…, Qem 线性 无 关 , 证 明 , 向 量 8 是 al,…,am 的 线性 组 合 当 且 仅 当 向 量 

oa，…am 有 线性 相关 

“9. 证 明 : 实数 1, V2 和 V5 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 . 

10. 在 C3 中 找 出 四 个 向 量 , 它们 一 起 张 成 二 维 子 空间 , 并 且 它 们 之 中 任意 两 个 向 量 线性 无 
关 . 

11. 证明, 如 果 cra + czB+c7 = 0, 其 中 cics 关 0, 那么 a 和 生成 的 子 空间 与 和 了 
生成 的 子 空间 相同 . 

12. 证 明 : 如 果 向 量 空间 V 的 两 个 子 空间 9 和 了 具有 相同 的 维 数 , 那么 由 9 Cc T 可 推出 

SsS=T. 

(a)23 中 有 多 少 两 元 素 的 线性 无 关 组 ? 有 和 多少 三 元 素 的 线性 无 关 组 ? 有 多 少 四 元 素 的 


wD 


> 


“ 


多 


7.5 矩阵 与 行 等 价 ”157 


线性 无 关 组 ? 
(b) 把 你 的 公式 推广 到 23 上 和 Z? 上 . 
"14. Zp 有 多 少 不 同 的 k 维 子 空间 . 


7.5 ”矩阵 与 行 等 价 


与 FP" 中 含有 数值 坐标 的 向 量 集合 有 关 的 问题 , 差不多 总 可 以 描述 为 联 立 线性 
方程 组 问题 . 这 样 , 它们 常常 可 以 用 2.3 节 中 令 述 的 消去 法 求解 . 我 们 现在 就 开始 系 
统 地 研究 这 个 方法 , 这 个 方法 是 以 矩阵 及 其 行 等 价 等 基本 概念 为 中 心 的 . 我 们 首先 
给 出 矩阵 的 定义 . 
定义 ”在 域 情 上 , m 行 和 n 列 元 素 组 成 的 长 方 阵列 称 为 玉 上 的 m x 史 婚 阵 . 

注 “显然 , 任意 域 上 的 全 体 m x n 矩阵 在 下 述 两 种 运算 之 下 构 mm 维 向 量 空 
间 : (i) 用 同一 个 标量 去 乘 矩阵 的 所 有 元 素 ; (ii) 两 矩阵 各 对 应 分 量 相 加 . 

我 们 现在 运用 矩阵 的 概念 来 确定 , 在 什么 情况 下 F" 的 两 组 向 量 al,…,am 和 

B1,…,B. 张 成 同一 个 子 空间 . 显然 , 向 量 ea, ,am 确定 一 个 m xm 矩阵 


a a12 Qln 
Q21 022 … aq2n 

A= ， . (19) 
Qml am2 … amn 


它 的 第 i 行 由 向 量 os 的 ”个 分 量 aia,…,ain 组 成 .矩阵 (19) 可 以 缩写 为 (0i;). 矩 
阵 4 的 每 一 行 看 作 F" 的 向 基 , 称 为 行 向 基 , 由 全 体 行 向 量 张 成 的 FP" 的 子 空 间 称 
为 矩阵 4 的 行 空间 . 我 们 现在 要 问 : 什么 时 候 两 个 m x n 矩阵 有 相同 的 行 空间 呢 ? 
也 就 是 说 , 什么 时 候 它 们 的 行 向 量 在 F" 中 张 成 相同 的 子 空间 呢 ? 这 个 问题 的 部 分 
答案 是 通过 我 们 现在 要 定义 的 行 等 价 的 概念 给 出 的 . 

我 们 现在 考虑 下 列 称 为 初等 行 运算 的 三 个 典型 步 又 作用 在 (19) 式 矩 阵 4 时 的 
效果 : 

(i) 任意 两 行 互 换 ; 

人 的 某 一 行 元 素 乘 以 下 中 任意 非 零 常数 6; 

(者) 某 一 行 的 任意 倍数 加 到 其 他 任意 一 行 上 . 
如 果 m x n 矩阵 BB 可 以 从 m xm 矩阵 4 通过 有 限 次 初等 行 运算 得 到 , 那么 称 如 
与 4 行 等 价 . 因为 每 一 个 这 样 的 运算 的 效果 可 以 通过 另 一 个 同类 型 运算 抵消 , 使 矩 
阵 不 变 , 因此 我 们 有 下 面 引 理 . 
引 理 ”任何 初等 行 运算 的 北 仍 是 初等 行 运算 . 
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因此 , 如 果 BB 行 等 价 于 4, 那么 4 行 等 价 于 B, 也 就 是 说 , 行 等 价 关系 是 对 称 
的 . 显然 具有 自 反 性 和 传递 性 , 因此 它 是 一 个 等 价 关系 . 
定理 7 行 等 价 算 阵 具 有 相同 的 行 空间 . 
证 明 用 aa ……am 表示 m x n 和 矩阵 4 的 逐个 行 向 量 . 那么 4 的 行 空 间 是 所 有 
形 为 claa +… 十 cmQm 的 向 量 组 成 的 集合 , 并 且 初 等 行 运算 变 为 : 

(D os 与 oj 互 换 从 让; 

(ii 对 任意 标量 关 0, 用 cai 代替 ai; 

( 道 ) 对 任意 了 关 和 任意 标量 d, 用 ai + da 代替 ori. 
只 须 考虑 每 种 类 型 单个 初等 行 运算 作用 在 行 空间 上 的 效果 , 因为 类 型 (i) 和 (ii) 的 
运算 显然 不 改变 行 空间 , 所 以 我 们 只 注意 类 型 ( 辽 ) 的 单个 初等 行 运算 的 情形 . 取 一 
个 典型 的 情况 , 即 把 第 二 行 的 倍数 加 到 第 一 行 上 , 这 就 是 把 4 的 各 行 向 量 分 别 用 行 
等 价 矩 阵 召 的 各 新 行 向 量 


Bi = aa + de,B = an = am (20) 
来 代替 . B 的 行 空间 的 任意 向 量 Y 具有 形式 Y= zciBi, 因此 把 (20) 代入 , 我 们 有 
7 了 = cl(aa + do) 十 czao2 + + emam, 


这 表明 7 在 4 的 行 空间 中 . 反 过 来 , 根据 引 理 , 4 的 行 向 量 可 以 通过 B 的 行 向 量 表 
示 为 
Qi1= 6B -do2 = Po, ,om = Bn, 
所 以 同样 的 论证 指出 4 的 行 空间 包含 在 B 的 行 空间 中 , 于 是 两 个 行 空间 相等 . 
上 述 证 明 立 即 得 到 
推论 1 把 矩阵 A 化 为 行 等 价 乱 阵 妃 的 任意 一 系列 初等 行 运算 可 以 明显 地 把 召 
的 行 向 量 表示 为 外 的 行 向 量 的 线性 组 合 . 
联 立 线性 方程 组 ”下面 我 们 应 用 行 等 价 矩 阵 的 概念 重新 说 明 一 下 2.3 节 所 描述 的 
“高 斯 消去 法 ”. 考虑 联 立 线性 方程 组 
Q11T1 十 Q1272 十 … 十 QlnZn 一 Qln+1) 
Q2171 十 02272 十 … 十 QanTn = 02,n+1; 
2 (21) 


Qm1T1 十 Gm2T2 十 …' 十 AmnTn = am,n+l, 


这 里 系数 ai; 是 域 天 中 已 知 常数 ,我们 想 要 知道 什么 样 的 解 向 量 & = (z1,z2,… ,zn) 
(如 果 存 在 的 话 ) 满足 已 知 方程 组 (21). 
容易 验证 , 满足 (21) 的 一 组 解 向 量 & 在 下 列 各 种 运算 之 下 是 不 变 的 ， 
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(i) 任意 两 个 方程 互 换 . 

(ii) 一 个 方程 乘 上 已 中 任意 非 零 常数 c. 

(十) 一 个 方程 的 任意 倍数 加 到 其 他 任意 一 个 方程 上 . 
但 是 这 些 运算 应 用 到 (21) 中 的 m x 人 十 1) 常数 矩阵 (aij) 时 , 它们 恰 是 前 面 定义 
过 的 三 种 初等 行 运算 . 这 就 证 明了 
推论 2 如 果 有 入 和 电 是 同一 个 域 政 上 的 mx (n+1) 行 等 价 算 阵 , 那么 联 立 线性 
方程 组 (21) 同方 程 组 


bliz1 + bi272 + + binzn=bi,ntl, 
baz1 + b2272 + +** + banTn = b2,nt1, 
a > (21") 
bmiZ1 + bm2T2 + + bmnTn = bmnt1. 
有 相同 解 向 量 = (z1,…,zn) 集合 . 
习 


1 设 4 和 如 是 行 等 价 矩 阵 , 证 明 : 4 的 行 向 量 线性 无 关 当 且 仅 当 B 的 行 向 量 线性 无 关 . 
2. 证明, 如 果 运算 ( 冯 ) 用 下 面 (这 ') 来 代替 , 那么 行 等 价 的 涵义 不 变 . 
(iii') 任意 一 行 加 到 其 他 任意 一 行 . 
“3. 证 明 : 任意 (i) 类 初等 行 运算 可 以 用 四 次 (i、 人 ii) 类 运算 来 完成 . (提示 , 用 2 x 2 矩阵 
试验 .) 
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现在 我 们 的 目的 在 于 使 用 初等 行 运 算 把 已 知 的 m xm 矩阵 4 尽 可 能 简化 . 在 
4 的 任意 非 零 的 行 中 , 第 一 个 非 零 元 素 称 为 这 一 行 的 “ 首 ” 元 素 . 如 果 和 矩阵 4 满足 
下 列 两 个 条 件 , 则 我 们 称 4 是 行 简化 给 阵 : 


(a) 每 个 首 元 素 ( 非 零 行 的 ) 是 1. 
(b) 包含 这 样 的 首 元 素 的 每 列 中 , 其 他 元 素 都 是 零 . 
4 x 6 行 简化 矩阵 的 例子 是 
0 0 1 rm Ts Te 1 da 0 du 0 di 
1 0 0 ra 725 7o6 0 0 1 da 0 de (29) 
0 1 0 ra rs5 Ts6 0 0 0 0 1 ds 
000 0 0 0 0 0 7 
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定理 8 ”任意 埠 阵 4, 可 通过 (让 类 和 (过) 类 初等 行 运算 使 它 行 等 价 于 行 简化 矩 
阵 . 
证 明 ”假设 含有 元 素 ai 的 已 知 矩 阵 4, 它 的 第 一 行 非 零 , 其 首 元 素 是 alt, 位 于 第 
t 列 . 用 ai 乘 第 一 行 , 这 行 的 首 元 素 变 为 1. 现在 对 每 个 i 1, 从 第 i 行 减 去 第 一 
行 的 ut 倍 . 这 就 把 第 t 列 的 其 他 每 个 元 素 化 为 零 , 因此 对 于 第 一 行 , 条 件 (a) 和 (b) 
满足 . 

现在 按照 同样 的 方式 逐次 处 理 其 他 各 行 . 在 处 理 第 k 行 时 , 含有 第 1,…,k 一 1 
各 行 首 元 素 的 列 中 的 元 素 不 变 , 这 是 因为 这 些 列 和 第 太行 交叉 的 元 素 都 已 变 为 零 . 
因此 当 处 理 完 第 & 行 之 后 , 我 们 得 到 的 矩阵 其 前 大 行 满足 条 件 (a) 和 (b). 对 天 用 
归纳 法 就 推出 定理 8. 

通过 行 的 置换 ( 即 相继 进行 (i) 类 初等 行 运算 ), 显然 我 们 可 以 重新 排列 行 简化 
矩阵 忆 的 各 行 , 使 得 

(0) 已 的 每 个 零 行 都 排 在 忌 的 所 有 非 零 行 的 下 面 . 
假定 有 7 个 非 零 行 , 对 于 i = 1,2……,m, 第 i 行 首 元 素 出 现在 去 列 . 因为 所 有 这 样 
的 列 中 其 他 元 素 都 为 零 , 所 以 当 守 关 7 时 我 们 有 去 关 刁 . 再 通过 行 的 置换 , 我 们 可 重 
新 排列 尽 使 得 

(d) 妇 <to <…< 妇 (第 i 行 首 元 素 在 第 列 中 )- 
如 果 行 简化 矩阵 还 满足 (c) 和 (d), 则 称 为 行 ) 简 化 梯形 矩阵 ( 首 元 素 位 于 “ 梯 ” 上 ). 
我 们 已 证 明了 : 
推论 ”任意 乱 阵 同 简化 梯形 算 阵 行 等 价 . 

例如 , (22) 式 的 第 二 个 矩阵 已 经 是 简化 梯形 矩阵 ; (22) 式 的 第 一 个 矩阵 却 不 是 ， 
但 是 , 把 第 一 行 放 在 第 三 行 下 面 就 可 化 成 简化 梯形 矩阵 . 
定理 9 设 酝 是 含有 非 零 行 Yi ……,Tr 的 行 简化 算 阵 ， 各 行 首 元 素 1 位 于 第 
丰 ，… 丰 列 . 那么 对 忆 的 行 空间 中 的 任意 向 量 忆 有 


B=71 + + yrYr, 


其 中 Ti 的 系数 中 是 局 的 第 去 列 的 元 素 , 也 就 是 后 的 第 去 个 分 量 . 
证 明 ”因为 瑟 的 第 志 列 元 素 除 了 Yi 行 那个 元 素 是 1 外 , 其 余 都 是 0, 所 以 B 的 第 
去 个 分 量 一 定 是 y;* 1. 
推论 1 行 简化 矩阵 的 全 体 非 震 行 向 量 线性 无 关 . 

这 是 因为 如 果 8 = 0, 则 根据 上 述 定理 每 个 y; = 0. 
推论 2 设 mxn 矩阵 和 与 行 简化 起 阵 尼 行 等 价 , 那么 再 的 全 体 非 零 行 向 量 构 
成 入 的 行 空 间 的 一 组 基 . 
证 明 ”根据 推论 1, RR 的 这 些 行 向 量 线性 无 关 , 并 张 成 玉 的 行 空间 . 于 是 它们 是 这 
个 行 空间 的 一 组 基 , 根据 定理 7, R 的 行 空间 与 4 的 行 空间 恒 等 . 证 毕 
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和 矩阵 4 的 行 空 间 的 维 数 称 为 矩阵 4 的 秩 , 记 作 rank(4). 因为 这 个 空间 是 由 
和 的 全 体 行 向 量 张 成 , 这 些 行 向 量 一 定 包含 张 成 行 空间 的 一 组 线性 无 关 的 行 向 量 ，， 
所 以 我 们 看 到 , 4 的 秩 也 可 被 描述 成 4 的 线性 无 关 行 向 量 的 最 大 数目 . 根据 定理 
7, 行 等 价 矩 阵 具有 相同 的 秩 . 
特别 是 , n x n 矩阵 ( 方 阵 )4 的 秩 为 n 当 且 仅 当 它 的 所 有 行 向 量 线性 无 关 . 主 
对 角 线 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 上 的 元 素 都 为 1, 而 其 他 元 素 都 为 0 的 n xn 甜 阵 称 为 
mm X7 单 位 和 矩阵 , 记 作 I，. 
推论 3 ”一 个 nxn 短 阵 的 秩 为 见 当 且 仅 当 它 与 mx7m 单位 算 阵 Tn 行 等 价 . 
证 明 设 4 与 秩 为 ”的 简化 梯形 矩阵 召 行 等 价 , 则 矩阵 召 有 个 非 零 行 向 量 , 因 
此 对 个 首 元 素 1 在 m 个 不 同 的 列 中 , 在 这 些 列 中 除了 首 元 素 外 没有 其 他 非 零 元 素 
(这 些 列 包括 所 有 的 列 ). 适当 调整 行 序 , 则 B 恰好 是 单位 矩阵 . 证 毕 
在 检验 向 基线 性 无 关 时 , 或 更 一 般 地 , 在 计算 子 空 间 的 维 数 (等 于 矩阵 的 秩 ) 时 ， 
不 一 定 使 用 简化 梯形 矩阵 , 只 须 把 矩阵 化 为 任意 梯形 矩阵 就 可 以 了 , 例如 下 面 的 4x7 
矩阵 的 形式 
0 1 ds da ds d6 dr 
00 0 1 ds d6 dr 
入 -和 1 dse dar 
00 0 0 0 0 0 
于 是 梯形 矩阵 可 以 通过 下 面条 件 来 定义 : 每 一 非 零 行 的 首 元 素 是 1, 第 一 行 后 的 每 
一 行 中 , 首 元 素 1 前 零 的 个 数 大 于 前 面 那些 行 首 元 素 前 零 的 个 数 . 
这 样 , 化 成 梯形 矩阵 之 后 , 利用 下 面 的 定理 可 直接 求 出 矩阵 的 秩 . 
定理 10 ”任意 算 阵 入 的 秩 是 任意 行 等 价 于 4 的 梯形 矩阵 的 非 零 行 的 个 数 ， 
证 明 将 留 作 习题 . 
例 ”检验 oa = (1, 一 1,1,3), as = (2, 一 5,3,10) 和 ass = (3,3,1,1) 的 线性 无 关 性 . 
通过 (省) 类 初等 行 运算 得 到 新 的 行 向 量 B; = aa, Bs = ao 一 2aa = (0, -3, 1,4), 
Bs = om 一 3on = (0,6, -2,-8). 最 后 , 设 y= Di， Ta = -362, 3 = [3 一 07s = 
Bs 十 2Bs = 0. 结果 得 到 含有 行 向 量 7i,72,7s 的 梯形 矩阵 C， 


E= 


因为 C 有 零 行 , 所 以 原来 的 向 量 aa, az, as 线性 相关 . 把 前 面 的 关系 代入 Ya = 0 
中 , 我 们 得 出 as 之 间 明 显 的 依赖 关系 


0=7Y3= Bs3+2B, = (as -3aa)+2(a2 — 201) = -7a + 2a2 + aas. 
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行 等 价 的 附录 ”简化 梯形 矩阵 为 行 等 价 性 的 检验 提供 了 方便 的 方法 . 

定理 11 只 存在 一 个 m xn 简化 梯形 乱 阵 召 具 有 已 知行 空间 S C Fn. 

证 明 ” 设 具有 行 空间 5 的 简化 梯形 矩阵 如 有 非 零 行 向 量 YI,… ,YY,, 这 里 7; 的 首 
元 素 是 1, 位 于 第 所 列 中 . 由 条 件 (d), 有 和 < 妇 < < 二 设 B= Ti 十 十 困 Tr 
是 吾 的 行 空间 中 任意 非 零 向 量 ; 根据 定理 9, 向 量 6 的 第 鼠 个 分 量 为 %, 如 果 ys 是 
加,…,Vr 中 第 一 个 非 零 元 素 , 那么 B = ysys 十 … 十 yrYr. 因为 ts < … < 如 ,所 以 剩 
下 行 向 量 Yo41,… ,Yr 的 首 元 素 在 第 ts 列 后 面 的 那些 列 中 , 因此 B 有 ys。 作为 它 的 
首 元 素 , 位 于 第 ts 列 中 . 换 句 话说 , 5 中 的 每 个 向 量 8 具有 首 元 素 位 于 第 己 ，…, 女 
列 中 的 一 列 . 这 些 列 的 每 一 列 都 出 现 (7; 的 首 元 素 所 在 的 列 ). 因此 行 空间 5 确定 了 
指标 码 ，…，, 女 . 

瑟 的 行 向 其 7……7r 中 , 每 一 行 都 有 首 元 素 1 在 第 刀 ,… ,tr 列 中 (对 某 一 行 
而 言 ), 除 一 列 外 其 余 各 列 都 是 零 元 素 . 如 果 B 是 5 的 任意 向 量 , 它 的 首 元 素 1 在 某 
一 列 (第 去 列 ) 中 , 其 他 各 列 (第 二 列 ) 的 元 素 为 零 , 那么 根据 定理 9, 6 一 定 是 Y,;. 
于 是 行 空间 和 这 些 列 指标 唯一 确定 了 召 的 行 向 量 Yi,……,7 满足 定理 要 求 . 

证 毕 
推论 1 任意 mxn 矩阵 4 与 一 个 且 仅 与 一 个 简化 梯形 矩阵 行 等 价 . 

这 个 结果 容易 证 明 . 它 还 可 以 概括 为 如 下 说 法 : 简化 梯形 矩阵 给 出 行 等 价 意义 
下 的 矩阵 标准 型 . 也 就 是 说 , 每 个 矩阵 与 一 个 且 仅 与 一 个 特殊 的 标准 型 矩阵 行 等 价 . 
推论 2 两 个 mxn 矩阵 入 筷 行 等 价 当 且 仅 当 它们 有 同一 个 行 空间 . 
证 明 如 果 44 与 召 行 等 价 , 那么 根据 定理 7, A 和 马 有 同一 个 行 空间 . 反之 , 如 果 
和 4 和 BB 有 同一 个 行 空间 , 它们 分 别 行 等 价 于 简化 梯形 矩阵 已 和 '. 因为 百 和 到 
有 同一 个 行 空间 , 根据 定理 11, 和 EB' 相等 . 因此 (通过 召 = E'), 4 确实 与 召 行 
等 价 . 

这 些 结果 再 次 表明 , 矩阵 的 行 等 价 恰 是 研究 F" 子 空间 的 另 一 种 语言 . 


习 题 


1. 证 明 ， 


2. 把 下 列 各 和气 阵 化 为 行 等 价 的 梯形 矩阵 ， 


1 -1 3 -5 6 -3 
(| 2 -4 1|， (b) 3 i 
0 32 4 -2 8 
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Lai a 


a 


b> 


2 


多 


吕 


的 一 些 向 量 方程 时 , 用 矩阵 代替 线性 方程 组 (21), 并 


16 -2 5 2 -13 2 
40 4 -2 0 2 .14 
(9) ， (d) ， 
0 4 -2 3 9 
-6 3 -3 3 2 -3 45 
i 1 -i 1+i 
1 -i i 2-i 
© 
| oi 0 
pe 


在 习题 2 中 , 把 梯形 拖 阵 的 各 行 向 量 表示 成 原来 矩阵 各 行 向 量 的 线性 组 合 . 
检验 下 列 各 组 向 量 是 否 线性 相关 : 

(a) (1, 0, 1), (0, 2, 2), (3, 7, 1) 在 Q 中 或 在 C3 中 . 

(b) (0,0,0), (1, 0, 0), (0, 1, 1) 在 Rs 中 . 

(©) (1,i, 1+)), ( —1,2 —i), (0, 0, 3) 在 C3 中. 

(qd) (1, 1,0), (1, 0, 1) (0, 1, 1 ) 在 如 中 和 在 23 中 . 

在 线性 相关 的 各 种 情况 中 , 取出 生成 相同 行 空间 的 线性 无 关子 集 . 


. 在 Qs 中 检验 下 列 各 组 向 量 的 线性 无 关 性 , 并 找 出 张 成 子 空间 的 基 : 


(a) (2,4,3, —1, —2, 1), (1,1,2, 1 3, 1), (0, 一 1,0,3,6,2). 
(b) (2, 1, 3, —1,4, —1), (一 1, 1, 一 2,2, —3, 3), (1, 5, 0, 4, —1, 7). 
把 习题 5 中 两 组 向 量 放 在 一 起 , 找 出 张 成 子 空 间 的 基 . 


求 出 下 列 和 矩阵 的 秩 和 甜 阵 行 空间 的 基 ; 
Lv 
站 a ES eh 
234| wm ool 1 2345|. 
3 45 -1 -2 0 2 1 
0 4 -1 -3 
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列 出 含有 两 个 非 零 行 向 量 的 2 x 4 简化 梯形 和 矩阵 的 所 有 可 能 形式 .( 这 些 产生 “格拉 斯 曼 


(Grassmann) 流 形 ” 的 胞 腔 部 分 , 这 里 流 形 的 点 是 四 维 空间 中 通过 原点 的 平面 .) 
证 明 : mm x n 矩阵 的 秩 , 既 不 超过 m 也 不 超过 n. 


(A) < rank(B). 


7.7 向量 方程 齐 次 方程 
当 我 们 想 要 求解 形 为 
入 = maal + 十 zmom (aa am 为 F" 中 国定 向 量 , 为 任意 向 量 ) 


.如果 m x (n+ 上) 甜 阵 BB 是 由 m x n 和 矩阵 4 再 添上 个 新 的 列 构成 的 , 那么 rank 


.直接 证 明 (不 用 定理 8): 任意 矩阵 4 行 等 价 于 一 个 梯形 矩阵 (不 一 定 是 简化 梯形 算 阵 ). 


(23) 


Ff 对 甜 阵 使 用 初等 行 运算 , 这 样 做 
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是 特别 方便 的 . 
例如 , 设 oa, az,as 是 7.6 节 的 例 中 给 出 的 向 量 , 设 入 = (2,7, 一 1, -6). 把 矩阵 
4 化 为 梯形 矩阵 C, 我 们 先 解 方程 


A=YY1 十 272 二 2aT3 = YL 十 y272. 


比较 等 式 两 边 的 第 一 个 分 量 , 我 们 得 思 = 2; 比较 第 二 个 分 量 , 我 们 则 得 7 = 一 yy 十 y2 
即 = 9. 因此 , 如 果 和 确实 是 aa, ao, as 的 线性 组 合 , 那么 我 们 一 定 有 


入 = 271 +972 = 201 — 38, = 2al -3(aa — 2al) = 8al — 302, 


计算 8al - 3aes 的 第 三 分 量 和 四 分 量 , 我 们 看 出 入 的 确 是 al, az, as 的 线性 组 合 . 
因为 7 = -7aa + 2as + as = 0, 所 以 在 上 述 情况 下 , (23) 的 另 一 些 解 是 


入 = (8 一 7y)aa + (-3 十 2y)ao2 + yas, 


其 中 yy 是 任意 的 . 这 确实 是 (23) 的 最 一 般 的 解 . 如 果 向 其 入 换 成 和 = (2,7,1, -6)， 
则 上 面 过 程 指出 入 根本 不 可 能 表示 为 aa, az, as 的 线性 组 合 . 

事实 上 ; 当 含有 几 个 向 基 和 时 , 常常 最 好 是 把 含有 行 向 其 qi,… ,Qem 的 mxn 
矩阵 变换 成 含有 非 零 行 向 量 71,…,Y; 的 简化 梯形 矩阵 C. 因为 矩阵 的 每 个 初等 行 
运算 只 包含 有 限 次 有 理 运 算 ( 即 加 、 减 、 乘 、 除 ), 又 因为 经 过 有 限 次 初等 行 运 算 之 
后 可 以 把 给 定 的 矩阵 变换 成 简化 梯形 和 矩阵, 所 以 经 有 限 次 有 理 运算 之 后 , 可 以 把 给 
定 的 矩阵 变换 成 简化 梯形 矩阵 . 

那么 , 应 用 定理 9 我 们 可 以 得 到 一 组 唯一 可 能 的 系数 y,… ,yr 使 得 入 = 
Yi 十 … 十 YrYr. 如 果 这 个 方程 不 是 对 7 的 所 有 分 其 都 成 立 , 那么 入 就 不 在 4 的 
行 空间 中 , 因此 (23) 就 没有 解 . 如 果 这 个 方程 对 7 …,?r 的 所 有 分 基 都 成 立 , 那 
么 , 因为 C 的 各 行 向 基部 是 ai,…,am 的 线性 组 合 Yi = 》 ,eaj, 所 以 我 们 得 到 

j=1 

(23) 的 解 为 入 = 》 ,yieija, 因此 我 们 有 zj = yes +… 十 yrer. 这 就 证 明了 下 面 
的 结果 . 
定理 12 对 F" 中 已 知 向 量 入 ,Ql1,…,Qm, 向 量 方程 入 = Zl1ad 十 :… 十 Zmam 可 
以 通过 尺 中 的 有 限 次 有 理 运算 解 出 (如 果 解 存在 的 话 ). 
推论 设 3 和 了 分 别 是 由 向 量 aa aom 和 ,DBk 张 成 的 Fm 的 子 空 间 , 那 
么 关系 式 SDT,TDS 和 5 二 TT 可 以 通过 有 限 次 有 理 运 算 来 检验 . 

这 是 因为 , 我 们 可 以 由 aq1,…, am 经 过 初等 行 运算 来 构造 一 组 非 零 向 量 y1,…， 
7r， 它们 就 是 简化 梯形 矩阵 的 行 向 基 , 而 且 还 张 成 5， 然 后 我 们 像 上 面 那样 检验 
B1,…,Bk 是 否 都 是 7 …,Tr 的 线性 组 合 , 显然 这 是 5 2 了 的 充分 必要 条 件 . 把 前 
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面 的 过 程 反 过 来 , 我 们 可 以 确定 是 否 T 2 S. 这 两 个 过 程 结合 起 来 可 以 检验 S = 工 

是 否 成 立 . 另外 还 可 以 把 以 qi1,… ,am 为 行 向 量 的 矩阵 和 以 B1,…, Bk 为 行 向 量 

的 矩阵 都 变换 成 简化 梯形 抢 阵 , 来 检验 5 = 工 是 否 成 立 , 因为 5 = 工 成 立 当 且 仅 当 
它们 的 简化 梯形 矩阵 具有 相同 的 非 零 向 量 . 

简化 梯形 矩阵 还 可 以 用 来 确定 形 为 

all71 十 al1272 十 … 十 alnzZn = 0, 

Q2171 + Q2272 十 … 十 Q2nTn = 0, 

(24) 


Qml71 十 am272 十 … 十 amnzn 一 0 


的 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 我 们 设 5 是 F* 中 所 有 满足 (24) 的 向 量 上 = (z1,…, zn) 
的 集合 . 容易 验证 5 是 一 个 子 空间 . 我 们 将 指出 如 何 确定 这 个 子 空间 的 基 . 
首先 看 到 , 同 2.3 节 一 样 , 用 初等 行 运算 作用 在 方程 组 (24) 上 可 以 把 它 变换 成 
等 价 的 方程 组 , 特别 是 , 当 作 用 到 m x n 矩阵 4( 它 的 第 i 行 是 (24) 的 第 i 个 方程 
的 系数 (ai1,…,ain)) 时 , 这 些 运算 把 A 变 成 具有 相同 “ 解 向 其 ”& = (z1,… ,zn) 
的 集合 5 的 另 一 个 矩阵 , 现在 把 4 化 为 简化 梯形 矩阵 , 其 中 首 元 素 都 为 1, 位 于 第 
与 ，… 妇 列 上 , 相应 的 方程 组 有 7 个 非 零 方程 , 并 且 第 ;个 方程 是 含有 未 知 数 ze 的 
唯一 的 方程 . 
为 使 记号 简单 , 假定 首 元 素 出 现在 前 7 列 (事实 上 , 只 要 对 未 知 数 21,… ,zn, 也 
就 是 对 A 的 各 列 , 作 适 当 的 置换 , 这 是 可 以 办 到 的 ). 那么 化 简 后 的 方程 组 具有 形式 
T1+ ChrtiTrtit+ "+ CinZn = 0, 
上 本 Ctl be ni =0, (28) 
Zr 十 crir+lZr+l 十.… 十 crnZn = 0. 


在 这 个 简化 了 的 形式 中 , 任意 选取 zr+1,… ,zn 的 值 , 并 对 z1,…, zr 解 方程 组 (25). 
得 到 解 向 基 


n 
《= (- > C17 — > cj (26) 


j=r+1 j=r+1 


显然 我 们 就 可 以 得 到 方程 组 (25) 的 一 切 解 . 特别 是 , 在 参数 rr+1,……,zn 中 , 令 其 中 
一 个 为 1, 其 他 为 0, 我 们 就 得 到 n 一 + 组 解 


Er+1 = (一 cur+1 一 crnr+ly1 0 0)， 


én = (一 cm 一 crm00 1 
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这 n 一 r 个 解 向 量 是 线性 无 关 的 (因为 前 7 个 坐标 全 都 忽略 , 它们 是 线性 无 关 的 ). 公 
式 (26) 表明 , 一 般 解 € 刚好 是 这 nr 个 基本 解 的 线性 组 合 € = Zr+16r+1 十 … 十 ZnEn 
于 是 我 们 就 找到 了 已 知 方程 组 (24) 的 解 向 量 空间 5 的 一 组 基 , 因此 证 明了 

定理 13 含有 nn 个 未 知 数 的 7 个 线性 无 关 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 所 有 解 (ZT1,…， 
zn) 组 成 的 “ 解 空间 ”的 维 数 为 一 7. 

推论 ”含有 nn 个 未 知 数 ?1，… ,zn 的 nn 个 线性 无 关 的 齐 次 线性 方程 组 的 唯一 解 是 


Z1=722=..= zn =0. 


例 设 3 是 由 方程 zi + za = zs +za 和 zl +azs = 2(zz 二 za) 定义 的 . 这 样 , 在 几 
何 上 , 5S 是 四 维 空间 中 两 个 三 维 超 平面 的 交 . 这 些 方程 的 矩阵 化 简 如 下 


1 1-1-1Y_/1 1-1-1Y_/1 4-3 0 

1 (Td 0 -3 2 -1 0-3 2-1/° 
最 后 一 个 矩阵 (除了 符号 和 列 序 外 ) 是 简化 梯形 和 矩阵， 这 就 得 出 等 价 方程 组 zl 十 
4z2 一 373 二 0， 一 372 十 273 一 24 = 0, 它 具 有 一 般 解 为 


€ = (373 — A472, 72, 73, —372 + 273), 


今 72 = 二 0,73 = 二 1 和 7 = 1,z3= 0 得 到 解 空间 的 一 组 基 (3,0,1,2) 和 (-4,1,0, —3). 

根据 对 偶 原则 , 我 们 可 以 得 到 由 任意 子 空间 的 一 切 向 量 所 满足 的 线性 方程 组 
的 基 ， 例 如 , 设 工 是 Ft 中 由 向 基 (1,1, 一 1, 一 1) 和 (1, -2,1, 一 2) 张 成 的 子 空间 . 
那么 齐 次 线性 方程 Daiz; = 0 对 了 中 所 有 向 其 (z1, 22,z3,z4) 是 恒等式 当 且 仅 当 
ai+oa 二 a3 十 Q4 和 al+as = 2(az +a4) . 满足 这 些 方程 的 系数 向 最 (a1, a2, a3, a4) 
的 集合 的 基 前 面 已 经 求 出 , 把 那里 的 > 用 a 代替 . 

上 述 例子 的 线性 方程 z1 + zz 一 73 -za=0 和 zl 一 2z7z+z73 一 2z4 = 0 等 价 于 
向 量 方程 


Zz1(1,1) + x2(1,—2)+ za(—1,1)+ 7z4(—1,—2) = (0, 0). 


它 的 解 是 二 维 空间 F? 中 四 个 向 量 (1,1),(1, 一 2), (1,1), (1, -2) 之 间 所 有 线性 依 
赖 关系 . 它 还 可 以 像 7.5 节 那 样 , 把 以 这 四 个 向 基 作 为 行 向 量 的 4x 2 矩阵 化 简 成 梯 
形 和 矩阵 来 求解 , 这 个 矩阵 可 以 从 前 面 的 2 x 4 矩阵 经 过 转 置 行 和 列 而 得 到 . 

习 题 


1 设 和 =(1,1,1D),é&2 = (2,1,2), €3 = (3,4, 一 1), &4 = (4,6,7), 求 出 不 全 为 零 的 数值 cz 
满足 c1&i + c2é2 + c3é3 + caé4 = 0. 
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2. 设 mi = (1+i2i)，7a = (2, 一 3D，7s = (2i 3 二 4), 求 出 所 有 满足 cimi 十 cz72 十 ca7s = 0 
的 复数 ci. 

求 出 两 个 向 量 , 使 它们 张 成 由 所 有 满足 zl + zz = zs 一 4 = 0 的 向 量 (zl, zz,za,z4) 组 
成 的 子 空间 . 

求 出 两 个 向 量 , 使 它们 张 成 由 所 有 满足 


» 


be 


3zl 一 2zz 十 4zas 十 z4 三 ZI 十 Z2 一 3zs 一 24 一 0 


的 向 量 (zi, zz, za, z4) 组 成 的 子 空间 . 


5. 求 出 下 列 各 方程 组 解 向 量 空 间 的 基 : 
(al z+Yy+32=0, (b) z+y+z=0, 
27+2y+6z=0; y+z+t=0; 
(c) z+2y—4z=0, (d) z+y+z+t= 0, 
37+y— 2z=0; 27+3y—2z+t=0, 


37+ y+2t=0. 
把 习题 5 中 的 方程 式 换 成 模 5 同 余 式 , 求 同 余 式 组 解 向 量 空间 的 基 . 
确定 下 列 各 向 量 方程 (在 有 理 数 域 上 ) 是 否 有 解 . 如 果 有 解 , 就 求 出 它 的 一 组 解 . 
(a) (1,—2) = z1(1,1) + £2(2, 3), 
(b) (1,1,1) = z1(1, —1,2) + zaz(2,1,3) + zs(1l, 一 1,0)， 
(©) (2, -1 1) = za(2,0,3) + z2(3, 1,2) + z3(1, 2, —1). 
8. 在 Qt 中 , 设 aa = (1,1,2,2), az = (1,2,3,4), as = (0,1,3,2) 和 a4 = (~-1,1,-1,1). 
把 下 列 各 向 量 表示 成 形式 zkat + zaas + zsaas 十 T4041: 


站 


(a) (1,0,1,0), (b) (3, -2,1,—1), (c) (0,1,0,0), (d) (2, 一 2 2, 一 2)， 


9. 证 明 , 对 m x n 拖 阵 至 多 进行 m? 次 初等 行 运 算 就 可 以 把 它 变换 成 行 简化 矩阵 . 

10. 证 明 , 对 4 x 6 矩阵 至 多 进行 56 次 乘法 、42 次 加 减法 和 4 次 互 换 运算 ( 像 ao: = 
ba-a=0 或 0.a=0 都 没有 计算 在 内 ) 就 可 变换 成 行 简化 矩阵 . 

- 对 n x n 和 矩阵 投 述 并 证 明 类 似 于 习题 10 的 结果 . 


= 
二 
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我 们 已 经 把 张 成 向 量 空间 Y 的 一 组 线性 无 关 向 量 定义 为 空间 Y 的 基 . 基 的 实 
际 意 义 在 于 , 空间 F" 的 任意 基 的 向 量 在 适当 选取 的 坐标 系 下 可 以 看 作 空间 的 单位 
向 量 . 这 个 证 明 依赖 于 下 面 的 定理 . 
定理 14 如 果 Qi,…,Qn 是 六 的 一 组 基 , 那么 Y 的 每 个 向 量 &€ 可 唯一 地 表示 成 
al，…，an 的 线性 组 合 


志 =Zlal 十 … 十 Znarm. (27) 
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证 明 ”因为 Qa1,…,an 是 Y 的 一 组 基 , 它们 张 成 V, 所 以 V 中 的 每 个 向 量 至 
少 有 一 种 方式 表示 成 (27) 的 形式 . 如 果 某 个 向 量 上 《< V 有 第 二 种 这 样 的 表示 式 
€= Zia 十 … 十 ZhQn, 那么 从 (27) 中 减 去 它 , 重新 合并 一 下 就 得 出 


0=é€-é€= (71— 7a + + (Tn — Th)on. 


因为 a,…,an 是 一 组 基 ， 它们 是 线性 无 关 的 ， 所 以 从 上 面 的 等 式 推出 
TD1 一 21 二 … 二 Zn 一 Zh 二 0, 因 此 每 个 z= 于 ,于 是 表示 式 (27) 是 唯一 的 . 
我 们 把 (27) 式 中 的 标量 zi 称 为 向 量 上 关于 基 alt, …，,am 的 坐标 . 如 果 


T=Nal+ + Ynon 
是 V 中 第 二 个 向 量 , 其 坐标 为 Ww,…,yn, 那么 由 向 量 代数 的 恒等式 , 有 
二 + 了 = (21+) + + (Tn + Yn)on. (28) 


口头 上 说 就 是 , 向 量 和 关于 任意 基 的 坐标 可 以 通过 把 被 加 向 其 相应 的 坐标 相 加 来 求 
得 . 类 似 地 , 形 为 (27) 的 向 量 € 与 标量 的 乘积 是 


cé = c(zlaa 十 .十 Znam) = (crl)aa 十 十 (czn)an， (29) 


所 以 cé 的 每 个 坐标 是 c 和 的 相应 坐标 的 乘积 . 
类 似 于 整 环 同 构 和 群 同 构 定义 , 现在 我 们 定义 同一 域 R 上 的 两 个 向 其 空间 V 
和 W 之 间 的 同 构 C: V 一 W 是 ,由 V 到 W 上 适合 下 面条 件 的 一 一 对 应 & 一 > &C: 


(+m)C=éC+nC 和 (cé)C =c(é0), 
(对 V 中 一 切 向 量 $, ,对 Ff 中 一 切 标 基 c)， 


那么 公式 (28) 和 (29) 表明 , F 上 的 向 量 空间 V 的 每 一 组 基 oi,… ,an 提供 了 一 
个 由 V 到 Fr" 上 的 同 构 . 这 个 同 构 就 是 对 应 Ca, 它 赋 给 了 中 每 个 向 量 & 关于 基 
Ql,…… ,Qn 的 坐标 的 mw 数组 , 即 


(30) 


(ZT1Q1 十 … 十 Znamn)Ca = (zl Zn) EF™. 31) 


因为 基 向 量 的 个 数 n 是 由 空间 的 维 数 n 确定 , 而 它 是 不 变 的 (定理 5 的 推论 1), 所 
以 我 们 就 证 明了 
定理 15 域 尺 上 的 任意 有 限 维 向 量 空 间 与 一 个 且 只 与 一 个 空间 Fn 同 构 . 

这 样 我 们 就 解决 了 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 有 限 维 向 量 空间 的 问题 . 而 且 我 们 
已 经 指出 , 同一 向 量 空间 的 一 切 基 在 同 构 意义 下 是 等 价 的 , 即 存在 V 的 一 个 同 构 ， 
它 把 任意 一 组 基 映 射 到 其 他 任意 一 组 基 . 
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一 个 向 量 空 间 可 以 有 很 多 不 同 的 基 . 例如 , 根据 定理 7, 我 们 从 e1,… ,en 出 发 
逐次 使 用 初等 行 运算 而 得 到 F"* 的 任何 一 组 向 量 , 它 是 FP” 的 一 组 基 . 特别 地 , 对 任 
何 使 1+1 关 0 的 域 了 ai =(1,1,0), az=(0,41), 和 oa=(1,0,1) 是 F3 的 一 组 
基 . 同样 , 在 普通 三 维 空间 中 任意 三 个 非 共 面向 量 确定 了 “和 斜 角 坐标 ”向 量 的 一 组 
基 


再 有 , 如 果 在 复数 域 C 中 只 考虑 复数 加 法 和 复数 的 数 乘 (用 实数 乘 ) 而 不 管 其 
他 所 有 代数 运算 , 那么 复数 域 C 可 以 看 作 实数 域 R 上 的 向 量 空间 . 这 个 空间 的 维 
数 是 2 因为 1 和 i 构成 一 组 基 , 它们 分 别 生 成 实数 和 纯 虚 数 的 子 空间 . 1+i 和 1-i 
两 个 数 构成 R 上 空间 C 的 另 一 组 基 , 但 这 组 基 用 起 来 不 方便 . 

另外 , 考虑 齐 次 线性 微分 方程 

一 3 +2zx=0. 

不 难 验证 , 这 个 方程 的 两 个 解 的 和 z1(t) + z2(t) 还 是 方程 的 解 , 一 个 解 同 任意 ( 实 ) 
常数 的 乘积 也 是 方程 的 解 . 因此 这 个 微分 方程 的 所 有 解 组 成 的 集合 V 是 一 个 向 基 
空间 , 有 时 称 它 为 微分 方程 的 “ 解 空 间 ”.， 描述 这 个 空间 的 最 容易 的 办 法 是 说 ,et 
和 e2t 构成 这 个 解 空间 的 一 组 基 , 这 就 意味 着 一 般 解 可 以 唯一 地 表示 成 形式 z = 
clet + coe2t. 

最 后 , 域 上 关于 未 定 元 x 的 所 有 多 项 式 形式 构成 的 整 环 FIz] 是 上 的 向 
基 空 间 , 因为 在 Flz] 中 向 量 空间 的 一 切 公设 都 满足 .多项式 相 等 的 定义 用 于 方程 
p(z) = 0, 就 意味 着 所 有 的 短 1, z,z2,z3,… 在 F 上 线性 无 关 . 因此 这 些 寡 组 成 了 
下 |z] 的 一 组 无 穷 基 , 因为 任意 向 量 (多 项 式 形式 ) 可 以 表示 成 这 组 基 的 有 限 子 集 的 
线性 组 合 . 

在 R3 中 , 通过 原点 的 平面 $ 和 通过 原点 但 不 在 3 中 的 直线 了 张 成 整个 空间 ， 
所 以 空间 中 任意 向 量 可 以 唯一 地 表示 成 这 个 平面 上 的 一 个 向 量 与 这 条 直线 上 的 一 
个 向 量 的 和 . 更 一 般 地 , 设 5 和 了 是 向 量 空间 VV 的 子 空间 , 如 果 Y 的 每 个 向 量 & 可 
以 唯一 地 表示 成 5 的 一 个 向 量 和 T 的 一 个 向 量 的 和 ， 


€=0o+7, ces, TET (32) 


那么 我 们 称 V 是 两 个 子 空间 S 和 了 的 直 和 (直接 和 ). 

因为 (rc+T)+(ac'+T)=(c+a)+(T+T) 所 以 对 应 (c,r) 一 (go 十 7) 是 
由 向 量 空间 Y 的 加 法 群 映 上 到 S 和 了 的 加 法 群 的 直 积 (6.11 节 ) 的 一 个 同 构 . 更 
一 般 地 , PF" 是 玉 的 加 法 群 的 n 重 直 积 (作为 加 法 群 ), 记 作 F*=FxFx.…xF(n 
个 因子 ). 

反 过 来 , 如 果 S 和 工 是 同一 个 域 上 的 任意 给 定 的 两 个 向 量 空间 , 那么 我 们 
可 以 定义 一 个 新 的 向 量 空间 了 = 5 @ TT, 它 的 加 法 群 是 5 和 了 的 加 法 群 的 直 积 ， 
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它 的 数 乘 运 算 由 公式 c(n,¢) = (cn,c6)( 对 一 切 ce 下) 来 定义 ， 在 这 个 空间 VV 中 ， 
(m,0) 和 (0,6) 组 成 的 子 集合 分 别 构成 与 5 和 工 同 构 的 子 空间 , 而 且 按 上 面 的 定义 ， 
V 是 这 两 个 子 空间 的 直 和 . 我 们 也 把 S @7 说 成 已 知 向 量 空间 3 和 了 的 直 和 |. 
定理 16 ”如果 有 限 维 向 量 空间 V 是 它 的 子 空间 3 和 了 的 直 和 , 那么 5 的 任意 基 
和 本 的 任意 基 的 并 就 是 V 的 一 组 基 . 

证 明 设 3 和 了 的 基 分 别 是 B1,…,B: 和 1,…,Ym; 我 们 希望 证 明 B1,…, Bi， 
714"…7Ym 是 V 的 一 组 基 . 首先 , 这 些 向 基 张 成 V, 这 因为 Y 中 任意 向 量 上 可 写成 
€=7+6, 其 中 是 B1,…,Bi 的 线性 组 合 ,5 是 71,… ,Ym 的 线性 组 合 . 其 次 , 这 
些 向 量 是 线性 无 关 的 , 这 因为 如 果 


0 =bB1 + + beBk 十 ciml + e+ emYms (33) 


那么 0 就 表示 成 5 中 向 量 mo = 56iB; 与 中 向 量 &0 = Pcy7y; 之 和 .但 是 0= 0+0 
是 0 作为 5 的 向 基 与 了 的 向 量 之 和 的 另 一 表示 , 根据 假设 , 表示 是 唯一 的 , 所 以 
0= mo = 2306; 和 0 = Dcyyj. 但 是 B1,…, Bi 线性 无 关 , 7 ,Ym 线性 无 关 , 因 
此 六 =…= 姑 一 0 和 cl=…= cm=0. 于 是 关系 式 (33) 只 当 所 有 系数 为 零 时 
才 成 立 , 因此 B1…, Bk,Y1,… ,Ym 确实 线性 无 关 . 

这 个 定理 及 其 证 明 可 以 很 容易 地 推广 到 有 限 多 个 子 空间 的 直 和 的 情形 . 
推论 ”如果 有 限 维 向 量 空间 V 是 它 的 子 空间 5 和 了 的 直 和 , 那么 


dlV] = dlS] + dlT]. (34) 
式 中 dlV] 表示 空间 V 的 维 数 , 等 等 . 
证 明 ”因为 空间 的 维 数 等 于 (任意 ) 基 向 量 的 个 数 , 所 以 上 述 证 明 表 明 , 如 果 d[S] = 


k,d[T] = m, W dlV] = 大 十 mm 证 毕 
当 V 是 5S 和 了 T 的 直 和 时 ,我 们 称 $S 和 了 是 V 的 补 子 空间 . 那么 我 们 有 


5S+T=V, SNT=0. (35) 


事实 上 , (32) 式 指出 V 是 子 空间 S$ 和 了 的 线性 和 . 断言 $nT = 0 证 明 如 下 , 如 
果 & 是 5S 和 TT 的 任意 公共 向 量 ,那么 & 有形 为 (32) 的 两 种 表示 &1 = 6 + 0 或 
é&1 = 0 十 &1; 因为 这 两 种 表示 一 定 是 一 样 的 , 所 以 &1 = 0, 因此 交 5NnT 是 零 向 量 . 
反 过 来 我 们 可 以 证 明 , 如 果 条 件 (35) 成 立 , 则 V 是 5 和 了 的 直 和 . 于 是 , 在 这 种 情 
况 下 , 关系 式 (34) 可 化 为 


dly]=alsS+ 了 如 +dlsn 寻 = dlS] + dT]. 


上 面 的 后 一 个 等 式 对 任意 两 个 子 空间 情形 也 成 立 。 
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定理 17 设 3 和 人 是 向 量 空间 Y 的 任意 两 个 有 限 维 子 空间 , 那么 
dlS] + dlT] = dlS NT] + dlS + 7). (36) 


证 明 设 &,…,é&。 是 SNT 的 一 组 基 , 根据 定理 6, S 和 工分 别 有 基 &1,…,é，， 
1 907 和 1,… ,C1 … 6 显然 和， ,rb1,… 一 起 张 
成 5+T. 它们 也 是 一 组 基 , 这 因为 


Aé1 + tanén t+ hn + + bn + c++cads =0 


推出 0;m; = 一 2ai6i 一 2ck6kx 在 T 中 ,因此 它 在 SNT 中 , 所 以 2bjn; = 2diéi, 其 中 
di 是 某 一 组 标量 . 因为 &; 和 9 线性 无 关 , 因此 每 个 bi 必 为 0. 类 似 地 , 每 个 ck = 0， 
代入 原 式 得 Daié; = 0, 所 以 每 个 ai = 0. 这 就 证 明了 &1,… ,én, 1 C11 Cs 
是 S+7 的 一 组 基 . 

证 明了 这 个 之 后 , 我 们 看 到 定理 的 结论 归结 为 算术 公式 (n 十 7) + (n+s) = 
n+ (ntr+s). 


习 题 


1. 在 7.6 节 的 习题 4 中 , 指出 哪些 向 基 集 合 是 包含 它们 的 空间 的 基 . 

2. 在 Q* 中 求 出 单位 向 量 e1,e2,e3,e4 关于 基 aa = (1,1,0,0), a2 = (0,0,1,1),as = 
(1,0,0,4), aq4 = (0,0,0,2) 的 坐标 . 

, 求 出 向 量 (1, 0,1) 关于 C3 的 基 


(2i5,1,0)， (2,—i,1),， (0,1+i,1-i) 


Ee 


的 坐标 . 

在 Q* 中 求 出 

(a) 包含 向 量 (1, 2, 1, 1 ) 的 基 ; 

(b) 包含 向 量 (1, 1, 0, 2) 和 (1, 一 1,2,0) 的 基 ; 

(c) 包含 向 量 (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 2), (0, 2, 3, 0) 的 基 . 
. 证 明 : 以 有 理 数 a,…,e 为 系数 的 数 


atbV2+cV3+dV6+evVi2 


的 全 体 构成 一 个 交换 环 , 这 个 环 是 有 理 数 域 Q 上 的 向 量 空间 . 求 出 这 个 空间 的 一 组 基 - 
在 Q* 中 , 两 个 子 空间 5 和 了 分 别 由 下 面向 量 张 成 : 


5: (1,—1,2,—3),(1, 1,2,0), (3, —1,6, —6), 
T: (0,—2,0, —3), (1,0, 1,0). 


求 出 5,T,SNT 和 5 十 TT 的 维 数 . 


Le 


a 


只 
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“7. 对 一 般 的 域 23 解 习题 6. 
8. 设 5 和 了 是 F* 中 具有 固定 维 数 分 别 为 s 和 + 的 可 变 的 子 空间 , 求 $+ 了 的 最 大 可 能 
维 数 和 Sn 了 的 最 小 可 能 维 数 . 证 明 你 的 结论 . 
证 明 , 对 于 子 空间 , 由 SnT = SNT',S+T=5+T 和 TCT, 可 推出 T=T'. 
设 5 是 有 限 维 向 量 空间 Y 的 子 空间 , 证 明 : 存在 V 的 一 个 子 空间 了 ,使 得 V 是 5S 和 
了 的 直 和 1 
"11. 设 51,…,5p 是 Y 的 子 空间 , 如 果 Y 的 每 个 向 量具 有 了 唯一 的 表示 & = 9 十 … 十 9 
其 中 me 5;, 则 称 V 是 51,…,5p 的 直 和 . 对 这 样 的 直 和 统 述 并 证 明 与 定理 10 相 类 
似 的 定理 . 
12, 证 明 , V 是 3 和 了 的 直 和 当 且 仅 当 (35) 成 立 . 
"13, 对 了 个 子 空间 的 直 和 馆 述 并 证 明 与 习题 12 相 类 似 的 定理 . 
14. 向 量 空间 Y 的 自 同 构 指 的 是 V 同 它 自身 的 同 构 . 
(a) 证 明 ; 对 应 (zi za, zs) 一 > (72, 一 zl,z3) 是 Fa 的 自 同 构 . 
(b) 证 明 , V 的 所 有 自 同 构 组 成 的 集合 是 V 上 的 变换 群 . 
15,，F? 的 一 个 自 同 构 把 (1, 0) 映射 到 (0, 1), 把 (0, 1) 映射 到 (1, -1). 它 的 阶 是 多 少 ? 你 
的 答案 依赖 于 基 域 吗 ? 
“16. 建立 有 限 维 向 量 空间 的 自 同 构 和 它 的 有 序 基 之 间 的 一 一 对 应 (参看 习题 14). Za 有 多 
少 自 同 构 ? Z? 呢 ? 


ba 


1 


2 


7.9 内 积 


普通 空间 是 实数 域 上 的 三 维 向 量 空间 , 它 记 作 R3. 在 这 个 空间 中 可 以 用 公式 
来 定义 向 量 的 长 度 和 向 量 之 间 的 天 角 ( 包 括 直 角 ), 这 些 公式 不 仅 顺利 地 推广 到 R" 
空间 , 而 且 还 推广 到 无 穷 维 实 向 量 空间 ( 见 7.10 节 的 例 2). 这 些 推广 将 是 7.9 节 至 
7.11 节 中 的 课题 . 
为 了 建立 有 关 的 公式 , 我 们 需要 另外 一 种 运算 . 为 此 目的 , 最 方便 的 是 做 内 积 
的 运算 . 含有 实 分 量 的 两 个 向 量 上 = (z1,…,zn) 和 == (Wy1,…,Vn) 的 内 积 指 的 是 
数 基 
(€,7) = Ziyi + Z2Y2 十 …… 十 Tnyn. (37) 


(因为 这 是 一 个 标量 , 所 以 物理 学 家 常常 把 我 们 上 面 的 内 积 说 成 两 个 向 量 的 “标量 
积 ”.) 内 积 有 站 个 重要 性 质 , 这 些 性 质 都 是 定义 (37) 的 直接 结论 : 
(€+7,6)=(é,6)+(n6), (ccé,n) = c(é,n); (38) 


(&,7)=(m,é)， (é&, 和 >0 除 非 &=0. (39) 


前 两 个 定律 表明 内 积 对 于 左边 因子 是 线性 的 ; 第 三 个 定律 是 对 称 律 , 因此 同 前 两 个 
公式 一 起 得 出 , 内 积 对 于 左右 因子 部 是 线性 的 ( 双 线 性 ); 第 四 个 定律 是 正 性 律 . 
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例如 , 计算 平面 R? 中 向 基 & 的 长 度 上 |( 也 称 为 “绝对 值 ” 或 “ 模 " ) 的 笛 卡 儿 公 
式 给 出 这 个 长 度 是 内 积 的 平方 根 


= Vz? +23= (6,€)4. (40) 
三 维 空间 中 的 长 度 用 一 个 类 似 的 公式 来 计算 . 再 
有 , 如 果 a 和 6 是 任意 两 个 向 基 , 那么 对 于 以 ; 有 
QB,7Y = BB 一 a 为 三 边 的 三 角形 (图 7-2), 由 三 角 
余弦 定理 得 到 2 a 
图 7-2 


lI8—al? = |al? +|Bl? — 2al: |B|. cosO, 


(C = 4(a,B)). 而 根据 (38) 和 (40) 有 
IB-al?=(8-a,B-a)=(8,8) -2(a,8)+ (a, ao). 


与 上 式 合并 并 消去 一 些 项 , 我 们 得 到 


(oaB) 2 
cc la 可 人 
也 就 是 说 , 两 个 向 量 a 和 有 之 间 的 夹 角 Z(a, B) 的 余弦 是 这 两 个 向 量 的 内 积 与 它 
们 长 度 之 积 的 比 . 由 这 个 公式 可 以 得 到 , 几何 上 两 个 向 其 a 和 B 正 交 ( 或 垂直 ) 当 且 
仅 当 内 积 (av, B) 为 零 
由 于 向 量 加 法 和 数 乘 运算 容易 推广 到 任意 域 上 的 任意 维 空间 中 去 , 自然 希望 把 
长 度 和 角度 的 概念 做 类 似 的 推广 然而 , 当 我 们 这 样 推广 时 却 发 现 , 虽然 维 数 可 以 
是 任意 的 , 但 是 推广 到 很 多 数 域 时 产生 了 麻烦 .即使 内 积 可 以 由 (37) 定义 , 但 是 长 
度 
= (6 6 = (0++… +22)3 (42) 
是 没有 定义 的 , 除非 每 个 n 平方 和 有 平方 根 . 对 于 距离 也 有 同样 问题 , 而 角度 的 推 
广 引起 更 多 的 困难 . 
由 于 这 些 原因 , 我 们 现在 只 限于 讨论 实数 域 上 向 量 空间 中 的 长 度 、 角 度 和 有 关 
课题 . 在 9.12 节 中 我 们 将 讨论 复数 域 上 相应 的 概念 . 


习 题 


1. 用 解析 几何 方法 证 明 : 在 平面 上 , 向 量 = (zt za) 和 == (yi,y2) 之 间 的 距离 平方 等 于 
él? + nl — 2(é, 7). 
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利用 三 维 空间 中 的 方向 余弦 证 明 : 两 个 向 量 和 ” 正 交 当 上 且 仅 当 (&,7) = 

.如 果 复 分 量 向 量 & 的 长 度 是 由 公式 (42) 定义 的 , 证 明 ; 存在 长 度 为 零 的 非 零 向 量 . 
证 明 : 在 域 Zs 和 Q 中 存在 一 个 二 平方 和 , 它 没有 平方 根 . 

.从 定义 (37), 证 明 公式 (38) 和 (39). 

.证 明 类 似 于 (38) 的 公式 , 这 个 公式 断言 : 内 积 对 于 右边 因子 是 线性 的 . 

. 证 明 : 任意 平行 四 边 形 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 它 四 个 边 长 的 平方 和 . 

在 Rs? 中 用 


2 


二 xx 人 = (z238 ~ Tay2, zsg 一 T1ysa, T1Yy2 一 Z2Yy1) 
定义 两 个 向 量 《 和 的 外 积 . 
(a) 证 明 ; (€ xm,GxT) 一 (CT) — (€,7)(n, 5) 
(b) 设 上 = 69 = T, 推导 Rs? 中 的 施 瓦 兹 (Schwarz) 不 等 式 作为 (a) 的 推论 ，( 参 看 定 
理 18.) 
(©) 证 明 x (nx 6) = (é,6)n — (é,7)¢. 
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对 维 数 不 加 限制 的 几何 讨论 是 建立 在 下 面 定义 的 基础 上 , 这 个 定义 是 根据 7.9 
节 的 考虑 而 提出 来 的 . 
定义 ”一 个 具有 实 标量 的 向 量 空间 百 , 如 果 马 中 任意 两 个 向 量 上 和 人 对 应 一 个 
( 实 的 ) 内 积 (E, 四), 它 在 (38) 和 (39) 意义 下 具有 对 称 性 、 双 线性 和 正 性 , 那么 马 称 
为 欧 几 里 得 向 量 空间 . 
例 1 任意 R", 如 果 其 中 (&,7) 是 由 (37) 式 定义 , 那么 它 是 n 维 欧 几 里 得 向 量 空 
间 . 
例 2 定义 在 区 间 0 和 z 和 1 上 的 全 体 连续 实 函数 9(z), 如 果 我 们 定义 内 积 (办 力 = 
/ gz)yW(zjdz 那么 它 构 成 一 个 无 穷 维 欧 几 里 得 向 量 空间 . 


欧 几 里 得 向 量 空间 已 的 向 量 的 长 度 上 | 可 以 定义 为 内 积 的 平方 根 
(6 一 一 (39) 的 正 性 条 件 保证 了 平方 根 的 存在 . 
定理 18 ”在 任意 欧 几 里 得 向 量 空间 中 , 长度 具有 下 列 性 质 : 


(1) leé| = lel |él; 

(让 | 引 >0, 除非 €=0; 

Gii) {(é, | < 人 | 四 | ( 施 瓦 兹 不 等 式 ); 
(iv) Ié +n| < |é| + lnl (三 角形 不 等 式 ). 


证 明 因为 (cé,cé) = 2(é,é&), 所 以 我 们 有 性 质 i). 性 质 (ii) 是 欧 几 里 得 向 量 空间 
的 定义 中 所 要 求 的 正 性 条 件 的 推论 
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性 质 (iii) 的 证 明 并 不 直接 . 如 果 & = 0 或 者 7 = 0, 那么 (ii) 归结 为 平凡 的 不 
等 式 0 < 0. 否则 ， 

0 < (a€ + bn,aé + bm) = a?(é,€) +2ab(é,n) + b(n,n). 

一 | 一 全 故 o2 = (m,n),bY= (&,é&) .代入 上 式 则 有 


F2|é| :|n|: (é,n) < 2(é,é)(n,n) = 2312 Inl?. (43) 


两 边 除 以 2|é| .In| > 0, 我 们 就 得 性 质 (党 ). 
由 (ii) 容易 得 到 性 质 (iv), 这 因为 


Ié+n| = (€+n,é+n) = (é€,€) +2(é,n) + (n,n) 
< |él +21é] :In| + |nl? = (|é| + lz)2. 


现在 , 如 果 我 们 定义 EE 中 任意 两 个 向 量 上 和 7 之 间 的 距离 为 |& 一 |, 则 我 们 
可 以 证 明 它 具 有 普通 距离 的 所 谓 “ 度 量 ” 性 质 , 首先 是 由 弗 雷 谢 (Fréchet, 1906) 做 
了 抽象 的 考虑 . 
定理 19 距离 具有 性 质 : 

(M1) |é-é|=0, 而 当 E n,n|>0; 

(M2) |é€—7|=|n-€ (对 称 性 ); 

(M3) |é—n|+In-¢l>lé -dl 
证 明 首先 , 根据 性 质 G) 有 |& 一 | = |0| = 10.&| = 0.1|é| = 0 而 根据 (ii), 当 
一 7 关 0( 或 & 关 ,有 上 同一 nn| > 0, 这 就 证 明了 (M1)， 其 次 , 根据 性 质 (i) 有 
忧 一 咱 一 [DO 一 避 王 | 一 直 四 一 引 = 四 一 引 这 就 证 明了 (M2). 最 后 , (M3) 由 
(iv) 推出 , 这 因为 


发 一 咱 二 和 一 引 关 | 全- 太 十 全 一 人 = 惟一 人 


从 施 瓦 效 不 等 式 我 们 特别 推出 , 对 任意 非 零 向 其 67, 有 一 1< -全 四 < 1. 因此 在 


四 站 于 
0* 和 180。 之 间 有 一 个 且 仅 有 一 个 角 , 它 的 余弦 是 站 中 我 们 就 可 以 把 这 个 角 定义 


为 向 量 & 和 之 间 的 夹 角 ( 同 (41) 的 特殊 情况 相 比较 ). 除了 直角 的 情形 外 , 我 们 不 
去 证 明 如 此 定义 的 角 有 什么 性 质 (你 能 证 明 人 (&,n) + 和 (n,¢) > 人 (é,¢) 吗 ?) 
两 个 向 基 《和 7, 如 果 满 足 (&,7) = 0, 则 称 它们 是 正 交 的 ( 记 作 上坟 ). 把 这 个 
定义 用 到 上 面 的 例 2 中 , 就 得 到 分 析 上 一 个 重要 概念 , 即 正 交 函数 的 概念 . 容易 证 
明 , 如 果 吉 上 7m, 则 nm 上 二 正 交 关系 是 对 称 的 ), 并 且 对 一 切 标量 c 和 c 有 cé 上 cm. 
还 有 , 0 是 唯一 的 与 自身 正 交 的 向 量 . 此 外 , 如 果 (n,&1) = … = (n,ém) = 0, 则 对 
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任意 标量 c,… ,cm, 有 


(mC1€1 + + Cmém)= c1(n,é€1) + + cm(n, ém) 
=c1:0+:…+cm:0=0, 


所 以 与 和 ,…,ém 的 每 个 线性 组 合 也 是 正 交 的 . 这 就 证 明了 
定理 20 如果 一 个 向 量 与 1，…,ém 正 交 , 那么 它 与 由 &1，,… ,Em 张 成 的 空间 中 
每 个 向 量 正 交 . 


避 


» 
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Ea 


多 
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习 题 


, 设 €= (1,2,3,4),n = (0,3, 一 2,1), 计算 (&,7),|é), |nl, 和 人 (&,)- 
. 设 5 和 如 习题 1 所 述 , 求 出 形 为 (1,1,0,0) +c1€ + can 并 与 & 和 两 个 向 量 正 交 的 


向 量 . 


，(a) 在 正文 的 例 2 中 , sin 2rz 与 cos 2xz 正 交 吗 ? 


(b) sin 2mxrz 与 sin 2nzz 正 交 吗 ? 

(c) 求 出 与 1 和 z 正 交 的 二 次 多 项 式 . 

证 明 : |€ 一 n+ + 一 26 十 四 靖 ). 

证 明 , 在 R3 中 , 恰好 存在 两 个 长 度 为 1 的 向 量 同 两 个 已 知 线性 无 关 向 量 垂直 . 

证 明 : 在 R? 中 , 存在 一 个 含有 有 理 坐 标的 向 量 与 任意 两 个 给 定 的 含有 有 理 坐 标的 向 
量 垂直 . 

设 a,B 关 0 是 欧 几 里 得 向 量 空间 的 两 个 固定 向 量 , 求 出 形 为 y = a 十 tB 的 最 短 向 量 . 
这 个 向 量 与 8 正 交 吗 ? 画 出 图 来 . 


. 证 明 : 如 果 向 量 a 到 B 的 距离 同 到 Y 的 距离 相等 , 那么 线段 BY 的 中 点 是 从 a 到 BY 


的 垂 线 的 徘 足 . 

证 明 : 在 欧 几 里 得 向 量 空间 中 , 如 果 上 | = |al, 那么 一 QLé + x. 从 几何 上 解释 这 个 
结论 . 

(a) 证 明 : 二 次 方程 


(Et +2 Mtt+ n,n) = tn =0 


的 判别 式 B? 一 44C 是 4[(é,7)? 一 (é€,€)(m,)]. 
(b) 利用 上 述 尝 实 证 明 施 瓦 效 不 等 式 . 
(提示 : | 纸 十 n| = 0 不 可 能 有 两 个 不 同 的 实 解 t, 除非 《= 0.) 


. 证 明 : 在 任意 欧 几 里 得 向 量 空间 中 , 有 ||é| 一 |nl| < 长 一 趾 . 
12. 


证 明 : 如 果 R2 的 内 积 是 由 
(é€,7) = (zl 十 zz)(oa + y2) + Tay2 十 (zz 十 2zs)( 加 十 2ys) 


来 定义 的 , 那么 Rs 就 成 为 欧 几 里 得 向 量 空间 . 
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7.11 ”标准 正 交 基 


在 7.10 节 的 例 1 中 , 单位 向 量 sl = (1,0,…,0),…,en = (0,0,…,1) 具有 单位 
长 度 并 且 互 相 正 交 . 这 是 “标准 正 交 基 ” 的 一 个 例子 . 
定义 “一 组 向 量 al,…，,am 满足 下 列 条 件 时 称 为 标准 正 交 的 : 
人 对 一 切 写 有 |oil=1i (ii 当 站 关 记 有 ai 上 oj， 
引 理 1 了 欧 几 里 得 向 量 空间 妃 的 一 组 非 零 正 交 向 量 Q1，,… ,Qn 线性 无 关 ， 
证 明 ”如果 zial 十 … 十 ZmQam =0, 则 对 大 = 1,……,m 有 


0= (0,ak) = Zi(aa ak) 十 十 Zm(amyGk) 一 Thaky OK), 


这 里 最 后 一 个 等 式 是 从 正 交 性 的 假设 得 来 的 . 但 是 根据 假设 wk 冯 0, 因此 (Qk, ax) > 
0 所 以 zk =0 证 毕 
推论 ” 张 成 空间 忆 的 标准 正 交 向 量 组 是 媚 的 一 组 基 { 即 所 谓 “ 标 准 正 交 基 ” ). 
我 们 现在 将 指出 , 欧 几 里 得 向 量 空间 的 任意 一 组 基 , 如 何 只 通过 有 理 运算 把 它 
正 交 化 . 这 称 为 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 正 交 化 方法 . 
引 理 2 ”由 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 瑟 的 任意 一 组 (有 限 个 ) 线性 无 关 向 量 1，…， 
Tom, 可 以 构造 一 组 非 零 正 交 向 量 
os = 7 — Ddiryk (=1 ,m), (44) 
kt 
它们 同 41,…,Ym 张 成 百 的 相同 的 子 空 间 . 
证 明 ”对 m 用 归纳 法 , 我 们 可 以 假定 非 零 正 交 向 量 aa … ,am-1 已 经 构成 , 它们 
同 Y1,…,Ym_1 张 成 相同 的 子 空间 5. 我 们 现在 把 Ym 分 成 两 部 分 : “平行 > 于 5 的 
部 分 B 和 垂直 于 5 的 部 分 wm- 为 做 到 这 一 点 , 令 
am = Ym— seow 其 中 cmk= Re， (440) 
那么 对 了 = 1,…,m 一 1, 我 们 有 
m—l 
(Qm; 9) = (Tm 0) — >》 cmr (ok 9) =0, 
k=1 
这 是 因为 由 正 交 性 , 当天 了 时 (ak, Qi) = 0, 而 由 (44) 有 cmj(@j,@;) = (Ym 07)- 
根据 归纳 法 假定 , (44) 式 中 oai(i = 1,…,m 一 1) 的 表达 式 代入 (44) 式 中 , 有 


am 一 Tm 一 > CmkOk = Ym 一 > CmkYk 十 bp Cmkdkj Yj 


k<m kc<m j<k<m 
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这 就 证 明了 (44) 式 对 于 m 也 成 立 , 其 中 


dk 一 cm 一 》 cmzdik- 
k<j<m 

因为 4m 与 X,…,Ym-1 线性 无 关 , 所 以 它 不 可 能 在 5 中 , 因此 am 大 0， 最 后 ， 
7 … 和 aa ,am 两 组 向 量 都 张 成 由 S 和 Ym 张 成 的 子 空间 . 这 就 完成 了 
引 理 2 的 证 明 . 

定理 21 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 刀 的 每 组 标准 正 交 向 量 1，…,Ym 是 已 的 标 
难 正 交 基 的 一 部 分 . 

证 明 ”根据 定理 6,7+……,7m 是 已 的 基 Ta ……7n 的 一 部 分 . 这 组 基 可 由 引 理 2 正 
交 化 , 然后 再 设 Bi = ;2 ,使 它 标准 化 ; 而 这 个 过 程 对 原来 的 正 交 向 量 1,… ,Ym 


loil 

没有 任何 变化 . 
推论 ”任意 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 马 有 标准 正 交 基 . 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 还 有 其 他 涵义 , 例如 , 设 5 是 欧 几 里 得 向 量 空 间 到 
的 任意 m 维 子 空间 , 如 上 所 述 , 5 具有 标准 正 交 基 oi,…,am. 如 果 7 是 不 在 3 中 
的 任意 向 其 ， 那么 用 上 偿 正 交 化 过 各 可 以 把 7 表示 成 两 个 向 其 的 和 y = a+ B, 其 
中 分 其 8 在 3 中 ,分量 a 与 5 的 每 个 向 其 垂直 . 向 基 B 称 为 7 在 3S 上 的 正 ( 交 ) 
投影 . 

本 节 最 后 , 我 们 来 确定 已 知 ( 实 ) 有 限 维 向 基 空 间 V 上 的 全 部 内 积 ， 显 然 , 如 
果 ai,……an 是 VV 的 任意 一 组 基 , 那么 对 任意 向 量 上 = ziaa + … + znan 和 
刀 三 轨 aa 十 … 十 YrQn, 根据 双 线 性 我 们 有 


人 可 = (Drias Dor) = Dziv(oi, or). (45) 
ik 
于 是 , 任意 两 个 向 量 的 内 积 通 过 n? 个 实 常数 (ai, ak) = ai 被 确定 为 坐标 zi 和 yi 
的 某 一 个 双 线性 型 Den 因为 (ai, ah) = (ak oi), 所 以 这 个 形式 是 对 称 的 . 
反 过 来 "中 任意 对 称 双 线 作弄 > aikziyk(aik = ou) 满足 (38) 和 (39) 式 的 前 


三 个 条 件 . 第 四 个 条 件 表明 二 次 型 Sad 是 “正定 的 ”, 也 就 是 说 , Paikzizk > 0， 
除非 每 个 zi = 0. 一 个 方 阵 是 否 正定 的 判别 方法 将 在 9.9 节 中 推导 . 
对 于 标准 正 交 基 , 我 们 有 (ai, ak) = 0， 当 ik; (Qi, i) = 1, 因此 (45) 化 为 


(人 = >》 zi = TiY + + Znyn. (46) 


i=l 


由 这 个 公式 我 们 可 得 出 结论 


7.12 商 空 问 179 


定理 22 ”对 于 标准 正 交 基 ,“ 袖 象 的 ”内 积 表现 为 “具体 的 ”形式 (46). 
这 样 每 个 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 就 同 构 于 某 个 R”. 


习 题 


对 下 列 各 组 向 量 张 成 的 四 维 欧 几 里 得 向 量 空间 的 子 空间 , 求 出 标准 正 交 基 ， 

(a) (1, 1, 0, 0, ), (0, 1, 2, 0) 和 (0, 0, 3, 4); 

(b) (2, 0, 0, 0), (1, 3, 3, 0) 和 (0, 4, 6, 1). 

(提示 : 先 找 出 正 交 基 , 然后 再 标准 化 .) 

画图 说 明 向 量 在 一 维 子 空间 上 的 正 投影 . 

求 向 量 B = (2,1,3) 在 由 a = (1,0,1) 张 成 的 子 空间 上 的 正 投影. 

求 8 = (0,0,0,3) 在 习题 1 中 所 述 的 每 个 子 空间 上 的 正 投影 . 

设 5 是 欧 几 里 得 向 量 空间 已 的 任意 子 空间 , 证 明 , 与 S 中 每 个 向 量 上 正 交 的 全 体 向 量 
的 集合 S+ 是 满足 下 面条 件 的 子 空间 : 


SnS+=0, S+35+= 已 并且 dlS]+dlS+] = dlE] 


( 子 空间 5+ 称 为 5 的 正 交 补 空间 .) 

在 三 维 欧 几 里 得 向 量 空间 中 , 求 出 由 (2, 一 1, 一 2) 张 成 的 子 空间 的 正 交 补 空间 的 基 . 
求 出 习题 1 中 所 述 的 每 个 子 空间 的 正 交 补 空间 的 基 - 

(a) 列 出 Q* 中 的 非 平 凡 子 空间 , 它 不 包含 任何 长 度 为 1 的 向 量 , 

(b) 对 标量 属于 任意 有 序 域 的 向 量 空间 , 叙述 并 证 明 类 似 于 引 理 2 的 命题 . 


Fa 9 了 4 
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我 们 现在 将 要 指出 , 6.13 节 中 的 商 群 的 构造 方法 容易 推广 到 向 量 空 间 中 去 . 设 
V 是 域 上 任意 向 量 空间 , 并 设 5 是 V 的 任意 子 空间 . 在 加 法 运算 之 下 , V 是 一 
个 交换 群 , 而 且 S 是 VV 的 一 个 (正规 ) 子 群 . 因此 我 们 可 以 构造 加 法 商 群 V/5. 

例如 , 在 欧 几 里 得 空间 Ra 中 , 设 5 是 由 单位 向 量 (0, 1 , 0) 的 全 体 倍数 (0,y,0) 
组 成 . 则 对 任意 向 量 a = (a, b,c), 陪 集 是 由 全 体 向 量 (a,b 十 y,c) 组 成 , 其 中 每 个 向 
基 与 a 有 相同 的 z 坐标 a 和 相同 的 z 坐标 c; 它们 是 向 量 (a,… o), 这 里 的 圆 点 位 置 
是 一 个 任意 元 素 . 在 商 群 R3/5 中 , 两 个 这 样 的 向 量 的 和 (a, -,c) + (o'，,c) 显然 是 
(a 二 ac 二 cf). 

在 这 个 例子 中 , 我 们 也 可 以 用 任意 标量 t e R 去 乘 每 个 向 量 (a,…, c) 而 得 到 新 
的 陪 集 (ta, ,tc). 显然 , 在 这 些 运算 之 下 商 群 R3/S 是 一 个 ( 实 ) 向 量 空间 . 我 们 现在 
指出 , 类 似 的 构造 能 够 推广 到 一 般 情形 . 

已 知 域 F 上 向 量 空间 V, 我 们 可 以 把 6.13 节 的 讨论 移植 到 . V 上 得 到 商 空 
间 V/S = X. 回忆 一 下 , 对 任意 群 G 和 (正规 ) 子 群 W， 商 群 G/N 的 元 素 只 不 过 
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是 六 在 G 中 的 陪 集 zN. 因此 , 已 知 向 量 空间 Y 的 一 个 子 空间 5, 每 个 向 量 ce Y 
确定 3 的 一 个 陪 集 , 这 个 陪 集 定义 为 由 所 有 和 a + c( 对 一 切 o € 3) 组 成 的 集合 
Q+5. 例如 , a = c++0 是 这 个 陪 集 的 一 个 向 基 , 称 它 是 这 个 陪 集 的 “代表 元 素 ”. 
两 个 陪 集 w+ 3 和 B+ 3 相等 (作为 集合 ) 当 且 仅 当 一 Be 5; 当 这 个 结论 成 立 
时, a 和 6 代表 同一 个 陪 集 (是 陪 集 的 元 素 ). 几何 上 , 子 空间 5 的 不 同 陪 集 恰恰 是 
5 在 平移 之 下 的 “平行 子 空间 ”. 
我 们 定义 两 个 陪 集 的 和 是 一 个 陪 集 : 


(a+S)+(B8+5)= (a+B)+5, 


同 6.13 节 的 引 理 2 中 所 说 的 一 样 , 这 个 和 不 依赖 于 代表 元 素 a 和 6 的 选择 . 下 面 
定义 陪 集 a + 5 用 标量 c 乘 而 得 到 的 积 是 陪 集 


ca+5)=cat+s. 


因为 a 一 Be 5 可 推出 ca 一 cB e& 5, 所 以 这 个 积 也 不 依赖 于 已 知 陪 集 的 代表 元 素 
的 选择 . 不 难 验证 , 这 两 个 定义 使 得 5 在 Y 中 的 所 有 陪 集 的 集合 V/S 成 为 一 个 向 
基 空 间 , 它 称 为 V 对 于 5 的 商 空间 . 此 外 , 如 果 函 数 P 由 aP= a 十 5 定义 , 那么 
书 是 向 基 空 间 的 一 个 满 同 态 , 其 同 态 核 恰好 是 5, 值 域 是 整个 V/S. 这 个 函数 称 
为 V 到 它 的 商 空间 上 的 标准 投影 ; 于 是 我 们 证 明了 : 

定理 23 ”已 知 向 量 空间 VV 的 任意 子 空间 9, 则 存在 一 个 商 空间 X= 二 V/S 和 一 个 
满 同 态 已 :Y 一 义 , 同 态 核 是 5, 它 的 值 域 是 义 . 


习 题 


号 


设 5 是 空间 Rs? 中 的 一 维 子 空间 , 证 明 : 5 的 全 体 陪 集 是 所 有 平行 于 S 的 直线 . 

设 V = 9, FF 是 任意 域 , 5 是 由 (1, 1, 0) 和 (1, 1, 1) 张 成 的 子 空间 . 

(a) 证 明 , 两 个 向 量 (z,y,z) 和 (z',y,z') 在 5 的 同一 个 陪 集 里 当 目 仅 当 z++y = 2 二 人 
(b) 当下 = RR, 描述 5 和 它 的 陪 集 的 几何 意义 . 

证 明 : 如 果 5 是 V = F" 中 同 构 于 F™ 的 一 个 子 空间 , 那么 V/8 与 F*-” 同 构 . 
.详细 证 明 : 在 正文 所 述 运算 之 下 , 向 量 空间 V 的 任意 子 空间 5 的 全 体 陪 集 构成 一 个 向 
量 空 间 . 

设 V= RIz] 是 所 有 实 多 项 式 f(z) 构成 的 空间 , 并 设 


$:f(0) 一 UD + fo). 


SD 


央 a 


be 


(a) 证 明 : $ 是 向 量 空间 的 同 态 . 
(b) 描述 它 的 核 5 和 商 空 间 V/5. 
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7.13 ”线性 函数 与 对 偶 空间 


在 初等 代数 中 , 有 限 维 向 量 空间 V = F" 的 变 向 量 = (71,…,zn) 的 坐标 
zzn 的 ( 齐 次 ) “线性 函数 ”是 特殊 形式 的 多 项 式 函 数 


JE) =€f = clzl 十 … 十 cnzn = 71c1 + + Tncn, (47) 
这 里 c1,…,cn 是 域 中 的 任意 常数 . 容易 验证 , 任意 这 样 的 函数 f 满足 恒等式 
(€+Mf =é€f+nf, (aé)f =a(éf), (48) 


其 中 é&, n 为 V 中 任意 向 量 ; a 为 中 任意 标量 . 
恒等式 (48) 与 公式 (47) 的 定义 相 比 有 两 个 优点 : (i) (48) 是 函数 内 在 的 性 质 
( 即 它们 不 依赖 于 Y 的 基 的 选择 ); (i) (48) 可 用 于 无 穷 维 向 基 空 间 (例如 用 于 函数 
空间 ). 因此 , 我 们 把 任意 域 忆 上 任意 向 量 空间 V 上 的 线性 西数 定义 为 满足 两 个 
恒等式 (48) 的 从 六 到 下 的 函数 . 
在 第 一 个 恒等式 中 取 7 = 0, 立即 看 出 , 0f = 0. 这 两 个 恒等式 可 推出 组 合 恒 等 
式 
(a€ + bn)f =a(éf)+b(nf), éneV, wberF. (49) 
反 过 来 , 当 取 a = 5 = 1 时 这 个 恒等式 便 给 出 (48) 的 第 一 个 恒等式 , 因此 0f = 0, 并 
且 当 取 b= 0 时 , 得 出 (48) 的 第 二 个 恒等式 . 简单 地 说 , 线性 函数 f 是 保持 线性 组 
合 性 质 的 函数 . 
刚才 定义 的 “线性 函数 ”概念 实质 上 等 价 于 7.8 节 中 引进 的 “坐标 ”概念 , 即 定 
理 14 中 的 每 个 zi 当 & 在 Y 上 变化 时 , 它 是 & 的 线性 函数 . 下 面 结果 是 定理 14 的 
对 偶 定 理 , 在 某 种 意义 上 , 定理 14 更 简短 明确 . 
定理 24 如果 Bi ……,D, 是 下 上 向 量 空间 六 的 一 组 基 , C1,…,Cn 是 玉 中 的 nn 个 
常数 , 那么 在 V 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 线性 画 数 f, 使 得 Bif = ci i=1,…,n. 这 个 
函数 由 公式 
(zl + :+ znB,)f = Zilcl 十 … 十 Tncn (50) 
给 出 . 
证 明 ”对 nn 用 归纳 法 , 对 任意 适合 Bif = cili = 1,…,n) 的 线性 函数 f, 从 (49) 可 
直接 推出 方程 (50). 反 过 来 , 对 V 的 任意 一 组 基 81,…,B,, 根据 定理 14, 每 个 E 有 
唯一 的 表示 《= z1B1 十 … 十 ZnBn, 因此 对 下 中 任意 常数 c1,… ,cn, 方程 (50) 定义 
一 个 单 值 函 数 . 这 个 函数 是 线性 的 , 这 因为 对 任意 上 和 刀 = 妨 B; 十 … 十 加 DB 有 


(og + bm)f= [or + bwi)8i]| f = 并 (nr + byi)es 
=aD zic+by yic:= a(éf) +b(nf), 
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因此 条 件 (49) 满足 . 

推论 。F" 上 的 线性 函数 是 由 线性 表达 式 (47) 给 出 的 函数 . 

事实 上 , (47) 式 给 出 函数 f, 它 在 F” 中 单位 向 量 e; 上 取 值 ci. 于 是 每 个 线性 
函数 由 (47) 中 的 n 个 系数 (c1,… ,cn) 所 确定 ; 这 就 表示 全 体 线性 函数 本 身 构成 一 


个 向 量 空间 . 
对 任意 向 量 空 间 V , 把 两 个 线性 函数 f 和 g 的 和 + 9 定义 为 由 方程 
é(f+9)=éf+ég， 对 一 切 《ET (51) 
给 出 的 函数 , 把 线性 函数 f 和 标量 c 的 乘积 cf 定义 为 由 方程 
é(fo)=(éf)c 对 一 切 éEV,ceF (52) 


给 出 的 函数 . 我 们 容易 验证 /+g 与 fc 仍 是 了 上 的 线性 函数 . 
定理 25 设 V 是 玉 上 的 向 量 空间 , V* 是 Y 上 所 有 线性 函数 的 集合 , 那么 V* 在 
由 (51) 和 (52) 定义 的 十 g 和 fc 两 个 运算 之 下 也 是 玉 上 的 向 量 空间 ， 

这 个 VV 上 线性 函数 向 量 空间 V* 称 为 V 的 对 偶 空间 或 V 的 共 朱 空间 . 在 现代 
数学 中 这 是 一 个 基本 概念 . 

为 证 明定 理 , 我 们 只 须 验 证 , 对 于 运算 f +g 与 fc, 向 基 空 间 的 那些 公理 都 成 
立 . 例如 , 为 了 证 明 分 配 律 (f + g)c = fc+ gc 我 们 注意 , 对 任意 & € V, 根据 定义 
(51) 和 (52) 以 及 V 中 的 分 配 律 , 有 

él(f + g)d] = [é(f + 9)]e= [éf + égle 
= (éf)c+(ég)c=é€(fc) + é(gc) = €(fe+ go). (53) 

这 个 方程 表明 , 函数 (f+g)c 和 fc+gc 对 任意 自 变量 & 都 有 相同 的 值 , 因此 它们 一 
定 相等 . 其 他 公理 的 证 明 类 似 . 
推论 1 如 果 向 量 空间 有 一 组 有 限 基 B1,…,Bn, 那么 它 的 对 偶 空间 V* 有 一 
组 基 , 这 组 基 是 由 (Z1B1 十 … 十 ZnBn)fi = Zi(i = 1,…,n) 定义 的 味 个 线性 函数 
户 ，… 押 组 成 . 这 郊 个 线性 函数 由 公式 


区 了 一 1 有 (54) 
唯一 确定 . 


证 明 对 于 个 已 知 标量 c1,… ,cn, 线性 组 合 fici 十 … 十 fncn 是 一 个 线性 函数 ; 
根据 (54), 它 在 任意 基 向 量 6; 上 的 值 是 


B: GE 的 = DBifici = ci 
了 了 
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我 们 可 以 推出 函数 户 ,……, 包 在 V* 中 线性 无 关 , 这 因为 如 果 了 = 有 cl 十 … 十 fncn 一 
0, 那么 对 每 个 iBif = 0, 因此 cl = c2 = … = cn = 0. 还 可 以 推出 n 个 线性 函数 
用 ,…, 有 张 成 空间 V*: 根据 定理 24, 任意 线性 函数 f 是 由 它 的 值 B;f = ci 所 确定 
的 , 因此 / 等 于 以 这 些 ci 值 为 系数 而 构成 的 线性 组 合 》 fic; 


了 
这 组 基 广 ,…, fn 称 为 已 知 基 B1,…,B。 的 对 偶 基 . 
推论 2 nn 维 向 量 空间 VV 的 对 偶 空间 V* 的 维 数 同 了 一 样 , 也 是 n. 
把 V 的 每 个 向 量 DxiB; 映 到 V* 的 函数 fici 的 变换 T:V 一 V* 是 V 到 V* 
上 的 同 构 ; 然而 , 这 个 同 构 依 赖 于 Y 的 基 的 选择 . 
设 & 是 V 中 向 量 , f 是 对 偶 空 间 V* 的 向 量 , 我 们 也 可 以 把 f 在 自 变量 《上 的 
值 写成 对 称 的 “内 积 ” 记 号 Ef = (&,f). 那么 方程 (49) 变 成 


(aé + bn, f) = a(é,f) + b(n, 7), (55) 
而 加 法 和 数 乘 的 定义 (51) 和 (52) 变 成 
(é, fc+ gd) = (é,f)c+ (é,9)d. (56) 


这 两 个 方程 的 类 似 暗 示 了 另外 一 种 解释 . 在 (&,f) 中 , 保持 & 固定 , 而 让 f 变化 . 那 
么 , 由 (56), & 确定 f 的 一 个 线性 函数 , 并 且 由 (55), 这 些 函 数 上 的 向 量 运算 恰恰 对 
应 于 原来 向 最 上 的 向 量 运算 . 

正式 地 , V 中 每 个 向 量 确定 对 偶 空 间 V* 上 的 一 个 函数 Fe, 它 由 Fe(f) = 
(é, 了) 来 定义 . 那么 (56) 表明 Fe 是 线性 函数 . 
定理 26 ”任意 有 限 维 向 量 空间 V, 在 下 述 对 应 下 与 它 的 二 次 共 耗 空间 (V*)* 同 构 ， 
这 个 对 应 把 每 个 向 量 EV 映射 到 由 Fe(f) = 6 定义 的 函数 Fe 上 . 
证 明 ”根据 (55) 式 , 对 应 7 :一 > Fe 保持 向 量 加 法 和 数 乘 运算 . 我 们 现在 证 明 7 
是 一 一 的 , 因而 是 一 个 同 构 . 如 果 & 关 7, 那么 《= 一 9 关 0, 于 是 《是 V 的 基 的 一 
部 分 . 因此 , 根据 定理 24, 在 V* 中 存在 满足 Cj = 1 头 0 的 一 个 线性 函数 fo, 使 得 


Fe(fo) = Fn(fo) + Fe(fo) = Fn(fo) +1# Fn(fo). 


这 就 证 明了 7 是 一 一 的 , 因此 它 是 Y 到 (V*)* 的 同 构 . 可 是 由 定理 25 的 推论 2, V 
和 (V*)* 的 维 数 相同 , 因此 7 是 映 上 的 . 证 毕 
这 个 同 构 一 Fe, 同 由 推论 2 蕴含 的 V 和 V* 之 间 的 同 构 不 一 样 , 它 是 “ 自 
然 的 ”, 因为 它 的 定义 不 依赖 于 V 的 基 的 选择 . 
设 S 是 V 的 任意 子 空间 , 5' 是 V* 中 所 有 满足 (o,f) = 0( 对 每 个 c es 5) 的 
那些 线性 函数 f 所 组 成 的 集合 , 我 们 把 集合 S' 同 子 空间 5 联系 起 来 . 称 3' 是 
5 的 零 化 子 . 显然 它 是 V* 的 子 空间 , 这 因为 由 (o,f) = 0 和 (o,g) = 0 可 推出 
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(c,fce+ gd) = 0. Y 的 子 空间 和 它们 在 V* 中 的 零 化 子 之 间 的 对 应 5 一 8' 具有 性 
质 
若 SCT 可 推出 3 2 了 (57) 


(包含 关系 是 反 的 ), 这 因为 如 果 fe T', 那么 对 了 中 每 个 og。 有 (o,f) = 0, 因此 对 
每 个 oe 5cT 也 有 (o,f)=0. 仅 有 0 一 个 元 素 组 成 的 子 空间 的 零 化 子 是 整个 对 
偶 空间 V*, Y 的 零 化 子 是 Y* 中 仅 有 和 零 沙 数组 成 的 子 空间 . 

由 对 偶 性 , 设 RR 是 苍 空间 V* 的 子 空间 , R' 是 V 中 由 所 有 满足 (&,f) = 0( 对 
每 个 f & R) 的 & 组 成 的 子 空间, 则 每 个 R 确定 一 个 R' 作为 它 的 零 化 子 . 
定理 27 如 果 5 是 n 维 向 量 空间 V 中 的 大 维 子 空间 , 那么 把 3 零 化 的 所 有 线性 
函数 有 组 成 的 集合 5' 是 V* 的 n 一 kk 维 子 空间 . 
证 明 选取 5 的 一 组 基 B1,… ,Bi, 并 根据 定理 6 把 它 扩张 成 V 的 一 组 基 fB1,…,B,. 
在 V* 的 对 偶 基 及,…, fn 中 , 函数 有 ci 十 … 十 fncn 对 于 5 的 所 有 向 量 都 为 零 当 且 
仅 当 它 对 于 每 个 B1,…, Bi 为 零 , 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 cl = … = ck = 0. 这 恰好 意 
味 着 n 一 上 个 函数 f+1,…, fi 构成 S 的 零 化 子 5' 的 一 组 基 . 

定理 27 恰 是 关于 齐 次 线性 方程 组 线性 无 关 解 的 个 数 的 定理 13 的 重 述 . 

子 空间 到 它 的 零 化 子 之 间 的 对 应 5 一 3' 引出 n 维 射影 几何 的 对 偶 原 理 , 在 
这 方面 , 下 面 的 性 质 是 基本 的 . 
定理 28 对 应 5 一 5S' 满足 


(8) = 3 (S+T) = SNT', (SNT) = 5 4+T. (58) 


证 明 ”因为 对 5 中 一 切 € 和 5’ 中 一 切 f, 有 (&,f) =0, 所 以 5S 中 每 个 上 零 化 8/ 
中 每 个 向 量 f, 因此 e (5S')', 于 是 (5') 2 5. 但 是 根据 定理 27, (5S')' 的 维 数 等 于 
nn 一 (n 一 k) = 二 上 = dl[31]; 因此 (S$')' 2 5 是 不 可 能 的 , 必 有 (5)' = 5. 

这 个 关系 表明 , 子 空间 到 它 的 零 化 子 的 对 应 5 一 , 3', 当 作用 两 次 时 就 是 恒 等 
对 应 ; 因此 这 个 对 应 有 逆 并 且 是 一 一 映 上 . 因为 根据 (57) 它 也 是 相反 的 包含 关系 ， 
所 以 我 们 推出 , 它 把 包含 5 和 了 的 最 小 子 空 间 3 二 工 映射 到 包含 在 8' 和 7"' 中 的 
最 大 子 空间 8' mnT", 并 由 对 偶 性 得 到 (SNnT) = 5’+T'. 
推论 1 设 L(V) 是 域 上 有 限 维 向 量 空间 Y 的 所 有 子 空间 组 成 的 集合 . 存在 一 个 
L(V) 到 自身 的 一 一 对 应 , 这 个 对 应 使 包含 关系 相反 并 且 满 足 (58). 

证 明 设 V 中 选取 任意 一 组 固定 基 B61,…,B,. 对 V 的 任意 子 空间 8, 设 8' 是 所 
有 满足 下 面条 件 的 向 量 = yiB1 + … 十 加 B, 组 成 的 集合 : 


TI 二"…' 十 Znyn 二 0, 对 5 中 一 切 上 = (z1B1 十 … 十 znBn)- (59) 


我 们 重复 一 下 证 明定 理 27 和 (58) 式 时 用 过 的 论证 , 就 可 以 得 出 所 需要 的 结果 . 
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注 1 在 有 限 维 欧 儿 里 得 向 量 空间 已 的 情形 , 存在 一 个 从 巨 到 它 的 对 偶 空间 B* 的 
自然 同 构 , 它 可 以 通过 内 蕴 内 积 (&,) 来 定义 . 对 每 个 向 量 7 E BB, 公式 &f = (&,7) 
定义 了 一 个 妃 上 的 函数 1, 因为 (&,7) 是 双 线 性 的 , 所 以 fw 是 线性 的 . 容易 证 明 ， 
对 应 7 一 fw 是 马 到 EB* 上 的 同 构 . 

注 2 hi V,V 到 V* 的 同 构 一 般 来 说 并 不 存在 . 例如 , 设 V 是 
所 有 序列 上 = …,zn…') 组 成 的 向 量 空间 , 其 中 各 分 量 zn € FF, 并 且 只 有 有 限 
tg 如 法 条 法 是 逐 项 进行 的 VV 上 任意 线性 函数 仍然 可 以 表示 成 形式 
&f = 2zict 其 中 的 系数 是 任意 无 穷 序 列 7 = (c1,c2，…,cn,…). 因此 对 偶 空间 V* 
是 由 所 有 这 样 的 无 穷 序 列 组 成 . 空间 V 和 V* 不 同 构 . 例如 , 我 们 借助 于 更 新 的 概 
念 , 如 果 已 是 可 数 域 , 那么 V 是 可 数 的 , 但 V* 却 是 不 可 数 . 


习 题 


1 完成 定理 25 的 证 明 . 

设 及 ,…, fn 是 n 维 向 量 空间 V 上 nn 个 线性 无 关 的 线性 函数 , c1,… ,cn 是 已 知 常数 . 证 

明 : V 中 存在 一 个 且 只 存在 一 个 满足 6 = ci(i = 1,…,n) 的 向 量 &. 利用 非 齐 次 线性 

方程 组 加 以 解释 . 

(a) 完成 注 1 的 证 明 . 

(b) 指出 注 1 与 定理 25 的 推论 1 的 联系 . 

. 在 C* 中 定义 (&,7) = zag2 一 如 zz 十 za 一 yazi 对 每 个 子 空间 5, 定义 5' 为 所 有 满足 
(四 ) = 0( 对 一 切 Ee 5) 的 向 量 ?组 成 的 集合 . 证 明 : (57) 和 (58) 成 立 . 并 证 明 , 如 果 
5 是 一 维 空间 , 那么 SC 8/. 
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8.1 ”线性 变换 与 矩阵 


有 很 多 方法 可 以 把 一 个 平面 线性 地 映射 到 自身 , 也 就 是 说 , 使 得 向 基 的 任意 线 
性 组 合 被 映射 到 变换 了 的 向 量 的 同一 线性 组 合 . 用 符号 表示 这 就 是 


(é + dm)T = c(éT) + dnT). (1) 
与 此 等 价 的 说 法 是 , T 按 下 述 意义 保持 加 法 与 数 乘 : 
E+mMNT=§T+nT, (ceé)T=c(é7). (2) 


例如 , 考虑 平面 围绕 原点 转 过 9 角 的 ( 反 时 针 ) 刚体 旋转 Re. 在 几何 上 , 显然 
Ro 把 以 上 《 和 7 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 上 十 9 变换 到 以 &Re 和 nRo 为 边 的 
平行 四 边 形 的 对 角 线 ERe + mRe. 用 图 8-1 加 以 说 明 , 在 图 中 0 = 135°, 并 可 看 出 
(+7)Fe = &Re +mRe. 还 有 , 如果 是 任意 实 标量 , 则 的 倍数 cf 旋转 到 c(é€ Ro)， 
于 是 (ce)Re = c(éRo). 因此 平面 的 任意 刚体 旋转 都 是 线性 的 , 此 外 , 对 于 空间 围绕 
任 一 轴 的 旋转 , 可 做 同样 的 考虑 . 


图 8-1 


再 有 , 考虑 平面 离开 原点 的 简单 扩展 Dk, 在 这 个 扩展 下 , 平面 上 每 个 点 沿 径 向 
移动 到 一 个 位 置 , 这 个 位 置 到 原点 的 距离 是 原 距离 的 大 倍 , 用 符号 表示 , 我 们 有 


EDF = KE， 对 一 切 é. (3) 


这 个 变换 又 把 平行 四 边 形变 为 平行 四 边 形 , 因此 向 量 和 变 为 向 量 和 , 所 以 (E+m)Dx = 
&Dk + nmDk. 此 外 ,，(c&)Dk = kcé = cké = c(&Dk); 因此 Di 是 线性 的 . 注意 , 如 果 
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0 < < 1 那么 公式 (3) 定义 了 一 个 朝向 原点 的 简单 压缩 ; 如 果 上 = 一 1, 那么 公式 
(3) 定义 了 一 个 关于 原点 的 反射 (通过 180。 的 旋转 ), 所 以 这 些 变换 也 都 是 线性 的 . 

在 任意 有 限 维 向 量 空间 F" 中 存在 类 似 的 变换 , 比如 , 设 了 是 Rs 的 变换 , 它 把 
每 个 向 量 = (zl 22, 23) 变 到 向 量 ”= (1,y2,ys),7 的 坐标 由 的 坐标 z1, za,zas 的 
齐 次 线性 函数 给 出 : 


= 01r1+ bz2 十 clZ3， 
Y2 = a2T1 十 bz2 + Cara, (4) 
Y3 = aaT1 十 baz2 + Caz3. 


显然 , 如 果 所 有 zi 都 乘 上 同一 个 常数 d, 那么 (4) 中 的 所 有 也 同样 乘 上 常数 
4 所 以 (dé&)T = dn = dl6T)， 同 样 , 向 量 二 与 6 = (z4,29,29) 的 和 &+ 引 = 
(zl 十 4, C2 十 24,Z3 十 24) 的 变换 式 &, 可 以 由 (4) 计算 出 它 的 坐标 为 


27= Qj(T1 + 71) + bj(T2 + 22) 十 cj(Zs 十 Z9) 
= (ajgl + bjT2 + cjT3) 十 (ajci 十 bz2 十 cj23)， 


其 中 j = 1,2,3. 这 些 zj 恰好 等 于 yj + 纺 , 这 里 yj 由 (4) 式 给 出 , 而 好 相应 于 (4 
的 表示 . 这 就 是 说 (€ +&)T = T+&T. 

反 过 来 , 在 R? 上 任意 到 自身 的 线性 变换 具有 形式 (4). 为 得 到 这 个 结论 , 分 别 
用 


Ca = (a1,02,03), B= (bi,b2,b3), Y= (c1,c2,c3) 


表示 单位 向 量 
el = (1,0,0)，s2 = (0,1,0),，es = (0,0,1) 


的 变换 式 , 那么 变换 了 一定 把 R3 中 每 个 向 基 《 = (zi, z2,zs) 变 到 


n=é€T= (zlel 十 Z2e2 十 Z353) 了 
= zl(el7T) + x2(e2T) 十 zs(cs7) 
= ZlQG 十 Z2D 十 Z3T 
= (zlal + TZ2b1 + Zscl, T102 十 Za2b2 + Tsc2,Z103 + T2bs 十 Zacs). 


因此 , 如 果 了 是 线性 的 , 那么 它 就 具有 形式 (4). 

前 面 的 构造 明显 地 给 出 (4) 的 系数 , 比如 , 考虑 围绕 原点 转 过 9 角 的 反 时 针 旋 
转 Re. 根据 正弦 函数 和 余弦 函数 的 定义 , 我 们 得 到 , 单位 向 量 sl = (1,0) 旋转 到 
(cos9, sin 9), 而 单位 向 量 e2 = (0, 1) 旋转 到 


(cos (0 + 3) ， sin (e+ 3)) = (~ sing, cos0). 
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这 样 , 在 (4) 中 我 们 有 a = cos9,b = sing, a* = 一 sinb, b* = cosbg, 所 以 Re 的 方程 
是 
Reo:z=zcosg 一 ysing， =zsing 十 ycosb. (5) 
同样 , 关于 通过 原点 并 与 x 轴 交 成 a 角 的 直线 的 反射 Fa, 它 把 极 坐标 是 (7, 09) 
的 点 变换 到 极 坐标 是 (7,2a - 6) 的 点 . 因此 , 变换 Fs 的 效果 可 用 


Fe:z'=zcos2a +ysin2ay = zsin2a 一 ycos2a (5") 


表示 . 
关于 线性 的 概念 还 可 以 更 一 般 地 应 用 到 同一 域 上 任意 两 个 向 量 空间 之 间 的 变 
换 . 
定义 VV 和 多 是 同一 域 忆 上 的 向 量 空间 ,变换 T:V 一 W 如 果 对 了 中 一 切 向 量 
和 ,对 忆 中 一 切 标 量 c 和 d， 有 


(é + dmT = c(€T) + dn7), 


那么 称 了 为 线性 变换 . 
例如 , 考虑 变换 


有 到: (一 (T+Y,T—Y,27) = (zy 2 )， (6) 


它 是 由 方程 " = x+y,y = 2 一 y,z = 27 定义 的 . 这 个 变换 把 平面 向 其 (1, 0) 和 (0， 
1) 分 别 变 换 到 空间 中 的 正 交 向 基 (1, 1, 2) 和 (1, 一 1, 0), 并 把 平面 线性 地 变换 到 空 
间 的 一 个 子 集 合 . 

用 下 面 的 原理 处 理 有 限 维 情况 更 为 方便 . 
定理 1 如 果 Bl……,B 是 向 量 空间 VV 的 任意 一 组 基 ，arl,……,am 是 向 量 空 
间 W 的 任意 m 个 向 量 ， 那 么 存在 唯一 的 线性 变换 了 : V 一 W, 使 得 BIT = 
Ql…,BnT = am-. 这 个 变换 是 通过 


(z1B1 + :+ZmBmn)T = Zia + + TmOm (7) 


来 定义 的 . 

例如 , 在 平面 上 , 设 8; = (1 0)，pa = (0,1)，aa = (10)，as = (a,1). 那么 定 
理 1 断言 , 水 平 切 变换 

So : (2,Y) 一 (2 + oy,y) (8) 

是 线性 变换 , 并 且 是 满足 条 件 B15。= ca1，B254 = as 的 唯一 的 线性 变换 , 几何 上 ， 
图 上 的 每 一 点 都 沿 z 轴 方 向 平行 移动 , 所 通过 的 距离 与 这 一 点 在 z 轴 上 面 的 高 度 
成 正比 . 这 个 变换 把 其 边 平行 于 轴 的 矩 形变 换 成 平行 四 边 形 .( 见 图 8-2, 可 以 把 它 想 
篆 成 一 释 纸 牌 !) 
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Dp © pp’ & 
| 0 
A 8 A' B' 

图 8-2 


证 明 ”如 果 了 是 线性 变换 , 并 且 B;T = ai(i = 1,…,m), 那么 由 定义 (1) 和 归 
纳 法 得 到 公式 (7) 的 明显 形式 另 一 方面 , 因为 V 中 每 个 向 量 可 以 唯一 地 表示 为 
ZT1Bi1 十 … 十 ZmBm, 所 以 公式 (7) 定义 了 一 个 V 到 W 的 单 值 变换 7; 因此 不 可 能 存 
在 另外 的 V 到 W 的 线性 变换 , 使 8;T = oi. 为 了 证 明 了 是 线性 的 , 设 7 = 省 yiB 
是 V 中 第 二 个 向 量 , 那么 ， 


(c+ dn)7= 全 = ‘B+ Dp 


-Se + es T= De + dyi)o 
i=] 


= cD zi +d as = oléT) + dlnT). 
i=1 i=1 
因此 了 是 线性 变换 . 
如 果 V=F™，W =F", 并 设 B1,…,Bm 是 Vm 的 单位 向 量 1=(1,0,…,0)…， 
em = (0,0,…, 了), 我 们 得 到 定理 1 的 一 个 非常 重要 的 应 用 . 在 这 种 情形 , 我 们 可 以 
给 出 每 个 a 的 坐标 表示 ， 


eT = al = (allal2，…,aln)， 
E27 = at = (021,022，…，Q2n)， 
(9) 


EmT = @m = (aml, am2……，amn). 


定理 1 指出 , 刚好 存在 一 个 同 公式 (9) 相 联系 的 线性 变换 . 于 是 , 这 个 变换 是 由 mxn 
矩 阵 4 = (ai) 确定 的 , 矩阵 4 的 第 i 行 是 一 组 坐标 (a1,…,ain), aj 是 矩阵 第 
行 第 7 列 上 的 元 素 . 这 样 我 们 就 证 明了 

定理 2 线性 变换 了 T: FEm 一 FEm 和 域 下 上 的 mn Xn 矩 阵 A 之 间 丰 在 一 个 一 一 
对 应 . 当 给 定 变换 ,相对 应 的 短 阵 和 的 第 ;i 行 是 由 eiT 的 坐标 组 成 ; 当 给 定 短 阵 
4 = (oj), 人 就 是 把 Pm 的 每 个 单位 向 量 ei 变换 到 A 的 第 1 行 (oil ,ain) 的 只 
一 的 线性 变换 . 
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我 们 用 Ta 表示 Fm 到 F” 的 按 上 述 方式 与 4 相对 应 的 线性 变换 , 例如 , 在 平 
面 上 , (5) 式 表示 的 旋转 变换 、(3) 式 表 示 的 相似 变换 和 (8) 式 表示 的 切 变换 分 别 对 
应 于 下 列 和 矩阵 


cosg sing k 0 Li 
B= (0 apd p= E s. = oy 
(9) 式 表 示 的 一 般 变换 7 = TA 把 Fm 的 任意 已 知 向 量 上 = (z1,…,zm) = 
Z161 十 … 十 Zmem 变换 到 W = Fn 中 的 向 量 


éT= TI1a1 十 … 十 Zmam 
一 2l(all an) 十 … 十 Zm(amnl amn) 
= (zlall 十 … 十 Zmaml ZIQlm 十 … 十 Zmamm)- 


因此 , 如 果 (1,… ,yn) 是 变换 了 的 向 其 7 = 7 了 的 坐标 , 那么 利用 这 些 坐 标 通过 一 
组 齐 次 线性 方程 给 出 了 : 


= zl + T2021 + + Tmami = YTiai, 


Y2 = T1012 十 T2022 十 … 十 Zmam2 = Dwiaio, 
y (10) 


Yn = zlqln 十 Zad2n 十 … 十 Zmamn = 》 TiQin. 


因此 我 们 有 
推论 从 Fm 到 F" 的 任意 线性 变换 卫 可 以 用 形 为 (10) 的 一 组 齐 次 线性 方程 来 描 
述 . 特别 是 , 每 个 了 确定 一 个 mm x 见 短 阵 入 = (aij), 使 得 了 把 坐标 为 Zi, ，zn 的 
向 量 E 变换 到 坐标 为 Yi,… ,yn 的 向 量 二 ET, 其 中 加, 加 由 (10) 给 出 . 反 过 
来 , 每 个 m x n 短 阵 和 通过 方程 (10) 确定 一 个 线性 变换 T= TA : Fm 一 FP". 
注意 , (10) 的 系数 长 方 阵列 并 不 是 (9) 中 出 现 的 矩阵 4, 它 是 (9) 式 中 行 与 列 
对 换 后 的 矩阵 .(10) 的 系数 构成 的 nx mm 抢 阵 . 它 是 从 m x nn 和 矩阵 A 通过 行 与 列 对 
换 而 得 到 的 , 称 为 4 的 转 置 . 并 用 AT 来 表示 . 如 果 A = (oi) 的 第 i 行 第 j 列 元 素 
为 ui, 那么 矩阵 4 的 转 置 B = AT 是 通过 关系 


bi = a8 = an(i=1,…,n;j= 11,m) (11) 
形式 地 定义 . 按照 这 种 记号 , 把 (10) 换 成 更 熟悉 的 形式 


biiz1 + Db1272 + + bimTm = Yi, 
b21T1 + bz272 十 … 十 bzmzm = Y2, 
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(1 
bniT1 十 bn272 十 … 十 bnmTm = Yn. 


上 述 线性 变换 公式 涉及 全 体 m- 数组 的 空间 Fm 和 全 体 n- 数组 的 空间 F". 更 一 
般 地 , 如 果 V 和 W 是 已 上 任意 两 个 有 限 维 向 量 空间 , V 是 m 维 的 , W 是 n 维 
的 , 当 我 们 选取 V 的 基 B1,…, Bm 和 W 的 基 7 …,7r 之 后 , 那么 任意 线性 变换 
T:V 一 W 可 以 用 矩阵 4 表示 . 由 于 了 是 由 像 BiT = 》 ai 确定 的 , 所 以 我 们 


了 
说 全 是 由 对 于 已 知 基 的 这 些 系数 组 成 的 m x n 矩阵 4 = (ai;) 来 表示 . 这 相当 于 ， 
在 同 构 ZziBi 一 (ZITm),2yjYNi 一 (0 Vn) 之 下 , 用 m- 数组 空间 和 mn- 
数组 空间 分 别 代替 空间 V 和 空间 W. 


习 题 


,描述 下 列 各 线性 变换 的 几何 意义 : 

(Y=Dr = (by=7,7 = 

{Oy=ss =0 (d) y = ky, x’ = kz + kay; 

(Y=, =cr 

考虑 平面 到 自身 的 变换 , 这 些 变换 是 按 下 面 叙 述 的 方式 把 每 个 点 P 变换 到 与 P 有 关 
的 点 P'. 确定 什么 时 候 变换 是 线性 的 , 并 求 出 它 的 变换 方程 . 

(a) P' 在 书 的 右 方 两 个 单位 , 在 已 的 上 方 一 个 单位 (平移 ). 


(b) P' 是 在 过 原点 斜率 为 3 的 直线 上 的 投影 

(9 忆 在 连结 到 原点 的 半 直 线 OP 上 , P 到 0 的 虐 训 满足 DFI = 二 
(9) 把 围绕 原点 旋转 30* 角 , 接着 再 平行 于 y 轴 做 切 变换 , 最 后 得 到 P'. 
人 @) 已 是 已 关于 直线 = = 3 的 反射 


SD 


3, 求 一 矩阵 , 表示 顶点 为 (1, 0) 和 (去 + 次) 的 等 边 三 角形 的 对 称 . 
4 描述 下 列 空 间 线性 变换 的 几何 意义 . 
(2) 7 =ar,y = by,z = cz; (b) z=0,y = 3y,2 = 3%; 


(0) 2 =z2+2y+52Y =Y,2 = (dj)z =7-Yy,y =7+Y,z = 4z. 
正文 中 (6) 式 的 变换 矩阵 是 什么 ? 

求 出 下 列 所 描述 的 线性 变换 的 和 矩阵: 

(a) (1,1) 一 (0,1), (~1,1) — (3,2); 

(b) (1,0) 一 (4,0), (0,D 一 (-1,2); 

(9 (2 3) — (1,0), (3,2) 一 (1,—D); 

(d) (1,0,0) 一 (1,2, 1), (0,1,0) — (3, 1, 1), {0,0,1) 一 ” (0,0, 3). 


GC 
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7. Y 的 子 空 间 5 在 线性 变换 T 之 下 的 像 , 指 的 是 对 S 中 一 切 所 有 向 量 6 构成 的 集 
合 (5S)T. 证 明 (3S)T 是 一 个 子 空间 . 
8. 一 个 线性 变换 工 把 (1, 1) 变 到 (0, 1, 2), 把 (-1, 1) 变 到 (2, 1, 0). 表示 的 矩阵 是 什 


么 ? 


8.2 矩阵 加 法 


线性 变换 (矩阵 ) 的 代数 包含 三 种 运算 : 两 个 线性 变换 (矩阵 ) 的 加 法 、 线 性 变 
换 与 标量 的 乘法 ( 数 乘 ) 及 两 个 线性 变换 ( 甜 阵 ) 的 乘法 . 我 们 现在 定义 矩阵 的 “向 
基 ” 运算 , 即 两 个 矩阵 的 加 法 , 及 矩阵 与 标量 的 乘法 . 
两 个 mxn 和 矩阵 入 = (o) 与 互 = (bij) 的 和 A 和 + BB 是 通过 相应 元 素 相 加 而 得 
到 的 , 表示 为 
(aiz) + (bi;) = (ai + bis). (12) 


这 个 和 遵循 通常 的 交换 律 和 结合 律 , 因为 矩阵 和 每 个 元 素 遵 循 这 两 个 定律 . 在 这 个 
加 法 运算 之 下 , 所 有 元 素 为 零 的 m x n 抢 阵 O 作为 零 矩 阵 , 所 以 


O+4=4+O= 4， 对 一 切 m x "矩阵 4. 


和 抢 阵 的 加 法 逆 可 以 通过 对 每 个 元 素 简 单 地 乘 以 -1 而 得 到 . 于 是 , 在 加 法 运算 之 下 ， 
全 体 m x n 矩阵 构成 阿 贝 耳 群 . 

矩阵 4 与 标量 c 的 “ 数 来 ” 积 cA 是 通过 对 矩阵 的 每 个 元 素 乘 以 “ 而 得 到 的 . 
我 们 可 以 验证 普通 向 量 定律 : 


1.4=4， cld4)= (cd)4， (13) 
(c+d)A=cA+dA, cA+B)=cA+cB. 
定理 3 ”在 加 法 和 数 乘 运算 之 下 , 域 严 上 的 所 有 mm xn 答 阵 构成 一 个 玉 上 的 向 量 
空间 . 

任意 矩阵 (aij) 可 以 写成 和 Baij ij, 其 中 Bi; 是 一 个 特殊 和 矩阵, 它 的 第 i 行 第 7 
列 元 素 为 1, 其 余 元 素 都 为 0. 这 些 和 矩阵 Ei; 是 线性 无 关 的 , 所 以 它们 构成 所 有 m xn 
矩阵 的 空间 的 一 组 基 . 因此 这 个 空间 的 维 数 是 mn. 

存在 相应 的 线性 变换 的 代数 . 设 了 和 U 是 从 向 量 空间 V 到 向 量 空间 W 的 任 
意 两 个 线性 变换 , 我 们 可 以 通过 


(T+U)=t&T+é&U， 对 V 中 一 切 € (14) 
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来 定义 和 了 ++U. 类 似 地 ,“ 数 乘 ” 积 cT 通过 &(cT) = c(&T) 来 定义 . 根据 定义 (1)， 
线性 变换 之 和 T+U 是 线性 变换 , 这 因为 
(c++ 四 = (c+ T+ (E+ dn)U 
=céT+céU +adnT +dnv 
=cé(T+U) + dn(T+U). 


“ 数 乘 ” 积 cT 也 是 线性 变换 . 

当 V= FP™,W = F" 时 ,由 定义 (14) 推出 ei(T+UV) = eiT+eiUV, 因此 按 定理 
2 那样 , 与 线性 变换 +U 对 应 的 矩阵 C 是 与 和 U 对 应 的 两 个 矩阵 的 和 . 因此 
ei(cT) = clei 了 T), 所 以 刚刚 定义 的 线性 变换 数 乘 运算 对 应 于 前 面 定义 的 m x n 矩阵 
的 数 乘 运算 . 按照 定理 2 下 面 引 进 的 记号 , 这 就 是 


TA+B=TA+TB 和 T.A = cTA. (15) 


这 种 新 定义 具有 本 质 的 优越 性 , 就 是 说 , 这 些 定义 与 V 和 W 中 所 用 的 坐标 系 无 关 
(参看 7.8 节 ). 它们 还 可 以 应 用 到 无 穷 维 向 量 空间 . 

最 后 , 应 当 看 出 , 向 基 空 间 Y 到 向 量 空间 W 的 线性 变换 恰好 是 V 到 W 的 同 
态 (V 和 W 都 看 作 是 阿 贝 耳 群 ), 它们 同样 保持 数 乘 运 算 . 由 于 这 个 原因 , 所 有 从 
到 W 的 线性 变换 构成 的 向 量 空间 常常 记 作 Hom(W W). 


习 题 


1 对 8.1 节 的 矩阵 Re, Dk, S。, 计算 2Re + Dk,25a 一 3Dk 和 Re - So 十 5Dk. 

2. 证 明 , (4 十 B)T = 4T + 有 BT,(c4)T = c4T. 

3. 证 明 法 则 (13). 

4 不 借助 于 矩阵 直接 证 明 : 所 有 线性 变换 T : Y 一 W 的 集合 , 在 (14) 式 和 它 下 面 所 定 
义 的 加 法 及 数 乘 运算 之 下 是 一 个 向 量 空间 . 
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两 个 线性 变换 了 和 U 的 最 重要 的 结合 是 它们 的 乘积 TU( 像 6.2 节 那 样 , 先 作 
用 工 , 后 作用 U). 这 一 节 中 , 我 们 只 考虑 向 量 空间 了 到 自身 的 两 个 线性 变换 T 和 
U 的 乘积 . 那么 TU 可 以 定义 为 V 到 自身 的 线性 变换 , 满足 


&(TU) = (€T)U， 对 V 中 每 个 向 量 é. 


例如 , 如 果 按 (8) 式 的 切 变 换 之 后 再 作用 一 个 相似 变换 De: 把 (z',y) 变 到 
Z” 三 kz， 三 ky, 它们 的 综合 效果 是 把 (z,y) 变 到 z" = kz 十 kay，y' = ky. 这 
个 乘积 SaD 仍然 是 线性 的 . 
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定理 4 ”两 个 线性 变换 的 乘积 是 线性 变换 . 
证 明 ”按照 定义 , 乘积 TU 把 任意 & 映射 到 6(TU) = (€T)U. 由 于 工 和 7 都 是 线 
性 的 , 所 以 有 
(é + damMTU= [c(€T) + dnTNU 
=c(é€TU) +d(nTU), 


(16) 


这 个 公式 就 是 说 , TU 也 满足 线性 变换 的 定义 条 件 (1). 
这 个 结论 意味 着 , 对 于 了 全 和 的 两 个 齐 次 线性 方程 组 (10) 可 以 结合 起 来 产生 
对 于 TU 的 齐 次 线性 方程 组 . 具体 地 说 , 设 对 应 于 矩阵 4 的 变换 


, 
T= Ta 十 ya2l， A= [es 2 


17 
Q21 Qa22 0 


Y = Ta12 十 ya22， 


后 面 有 平面 的 第 二 个 线性 变换 , 它 把 (z',y) 映射 到 (z”,y"), 其 中 


”= bl + Yb2l, B= 的 2 (18) 


y= 7b12 + Yb22, ba 2 


把 (17) 代入 (18), 得 到 结合 后 的 变换 为 


2 = (allbal 十 al2b2i)z + (a21b11 + a22b21)y, (19) 
2 = (a1ib12 + a12b22)z + (a21b12 + a22b22)y. 


这 个 乘积 变换 的 系数 甜 阵 是 由 原来 矩阵 4 和 BB 根据 下 面 重要 法 则 计算 出 来 : 


(= 区 . 全 局 】 (a 十 al2bo1 a (20) 


Q21 a22 bl  b22 Qa21b11 + q22b21 a21b12 + a22b22 


这 个 运算 结果 的 第 一 行 第 二 列 元 素 只 包含 4 的 第 一 行 元 素 和 B 的 第 二 列 元 素 , 等 
等 . 这 种 乘法 法 则 是 个 省 事 的 方法 , 它 避 兔 了 由 变量 代 换 ( 像 (19) 式 那 样 ) 而 带 来 的 
麻烦 . 

对 于 n x n 矩阵 , 类 似 的 公式 也 成 立 , 这 是 因为 定理 2 和 定理 4 指出 , 变换 
T,V : F" 一 本 的 乘积 一 定 产生 一 个 相应 的 矩阵 的 乘积 . 我 们 现在 来 计算 对 应 于 
747B 的 五 阵 的 乘积 4B, 以 便 给 出 法 则 


TATB = TAB: (21) 
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由 定理 2, eiTA = 》_ aijej, ejTB = 》 Dikek. 因此 
天 


ei(TATB) = (eiTAa)TB= G oo TB = > oileiTB) 


了 了 


=D (Es < ) = Donen, 


其 中 
Cik = > Qijbjk = aiibik + Qi2b2k + +* + Qinbnk. (22) 
j 


因此 , 为 使 (21) 成 立 , 矩阵 乘积 C = AB 必须 由 (22) 式 来 定义 . 我 们 采用 这 个 定 
义 . 
定义 另 x 呈 珑 阵 人 和 人 xx 兄 答 阵 召 的 乘积 4 厂 定 义 为 X7 埠 阵 C, 它 的 第 i 
行 第 大 列 元 素 cik 由 (22) 式 给 出 

两 个 矩阵 的 乘积 也 可 以 用 语言 来 措 述 : 乘积 4B 的 第 ; 行 第 列 元 素 cik 是 
通过 4 的 第 i 行 与 B 的 第 kk 列 “ 相 乘 ” 而 得 到 . 行 与 列 “ 相 乘 " 的 意思 是 把 它们 相 
应 的 元 素 相 乘 然 后 再 把 结果 相 加 、. 

从 矩阵 乘法 和 变换 乘法 之 间 的 对 应 关系 (12) 直接 推出 , 矩阵 乘法 满足 结合 律 . 
用 符号 表示 就 是 

4(BC) = (AB)C. (23) 


这 因为 等 式 两 边 的 矩阵 分 别 对 应 于 变换 TA(TBTc) 和 (TATB)TC, 根据 变换 乘法 
的 结合 律 (6.2 节 ), 它们 是 相等 的 . 

和 矩阵 乘法 不 仅 满足 结合 律 , 而 且 还 满足 对 于 矩阵 和 的 分 配 律 , 这 因为 矩阵 (A+ 
电 )C 的 元 素 dix 由 (22) 那样 的 公式 给 出 : 


dik = Das + bij)cjk = >》 aici bs bijcjk. 
Ei 3 了 
这 就 把 dix 分 成 4C 的 元 素 gi 和 BC 的 元 素 uk 之 和 , 于 是 就 证 明了 下 面 两 个 分 
配 律 中 的 第 一 个 : 
(A4+B)C = AC+BO, A(B+C)= AB+ AC. (24) 
对 于 与 4 的 “ 数 乘 ” 积 , 我 们 也 可 以 验证 下 面 定律 


(dA)B=d(AB) 和 A(4B)=4d(AB). (25) 
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把 定律 (24) 和 (25) 概括 起 来 就 是 说 , 矩阵 乘法 是 双 线 性 的 , 这 是 因为 这 些 定律 的 前 
一 半 公式 结合 起 来 得 到 (44 + d*4*)B = d(AB) +d*(4*B). 这 恰恰 表明 , 用 矩阵 
B 右 乘 是 所 有 n xn 和 矩阵 节 组 成 的 向 量 空间 上 的 一 个 线性 变换 多 一 > XB. (24) 
和 (25) 的 另 一 半 公 式 断 言 , 用 矩阵 4 左 乘 也 是 线性 变换 . 

与 F" 的 恒 等 变换 Tr 对 应 的 是 n x n 单 位 矩阵 了 , 它 的 主 对 角 线 上 (从 左上 
方 到 右 下 方 ) 的 元 素 ei; = 1, 而 其 他 元 素 都 是 零 . 这 是 因为 对 所 有 i = 1,…,n 有 
EiTr = si 因为 工 表示 人 恒 等 变换 , 所 以 它 具 有 性 质 : 对 每 个 x n 矩阵 4, 有 
IA=A= AI. 

我 们 可 以 把 前 面 的 结论 概括 如 下 : 
定理 5 域 下 上 的 所 有 nxn 矩阵 组 成 的 集合 在 乘法 之 下 是 封闭 的 , 该 冬 法 满足 
结合 律 , 具有 单位 元 素 , 并 且 对 于 向 量 加 法 和 数 乘 运 算是 双 线性 的 ， 

然而 , 乘法 不 满足 交换 律 , 比如 


(Co WS (DD 
(0 
提示 : 对 于 6.1 节 中 的 正方 形 , 这 些 和 矩阵 引导 出 什么 样 的 几何 变换 ? 
不 是 所 有 非 零 矩阵 都 有 乘法 道 元 素 , 例如 矩阵 G 0 它 表示 一 个 在 z 轴 上 


的 斜 投影 , 不 能 引导 出 一 一 变换 , 因而 不 是 映 上 的 ; 所 以 它 没有 左 逆 元 素 和 右 逆 元 素 
(6.2 节 的 定理 1). 类 似 地 , 消去 律 也 不 成 立 , 因为 存在 很 多 零 因 子 , 比如 
0 0 2 4\/0 
G 0 2) 3 6 0 Ee 人 站 一 (6 0) 

中 等 号 左边 的 矩阵 . 

公式 (15) 和 (21) 断言 下 面 的 重要 原理 . 
定理 6 J" 的 线性 变换 代数 与 下 上 所 有 nxn 矩阵 代数 , 在 定理 2 的 对 应 TA 二 A 
之 下 是 同 构 的 . 

这 就 暗示 了 , 定理 5 中 所 断言 的 关于 先 阵 代数 的 一 些 定律 实际 上 对 任意 向 量 空 
间 的 线性 变换 也 是 正确 的 . 这 种 推测 是 容易 验证 的 , 并 且 当 我 们 应 用 于 适当 的 无 穷 
维 向 量 空间 时 , 就 直接 导出 “运算 微 积 ”的 某 些 形式 . 
例 1 设 Y 是 由 实 变量 z 的 所 有 函数 f(z) 组 成 , J 是 变换 或 “ 算 子 ” [f(z)]J = 
f(z 十 1)， 如 果 了 是 恒 等 变 换 , 则 算 子 A = J 一 了 称 为 “差分 算 子 ”， 它 把 f(z) 
变换 到 f(z +1) - f(z). 算 子 了 和 A 都 是 线性 的 ， 这 因为 [cf(z) + dg(z)]7 = 


8.3 矩阵 磁 法 197 


c[f(z)]J + dlg(z)]7. 虽然 可 以 应 用 关于 线性 的 定义 , 但 是 我 们 注意 , 在 无 穷 维 空间 
中 并 不 能 建立 齐 次 线性 方程 组 . 对 固定 的 a(z), 运算 f(z) 一 a(z)f(z) 也 是 线性 的 . 
例 2 微分 算 子 D 用 于 C™ 空间 , Ce 是 由 具有 任意 阶 导数 的 所 有 函数 f(z) 组 成 ， 
DD 把 f(z) 映射 到 f'(z), 它 是 线性 的 . 泰勒 定理 用 符号 表示 可 以 写成 e2 = J. 

例 3 对 于 两 个 变量 的 函数 f(z,y), 存在 相应 的 线性 算 子 J, Dz, Dy, Az, Ay. 
例如 , [f(x,y)]Js = f(z + 1,9),[(f(z,%)]Dz = 天 (rz 人. 


» 


9 


% 冯 


名 


习 题 


计算 下 列 各 式 ， 

(a) AB, BA, 42 + AB -2B; 

(b) (A+B-D(4-B+I)-(A+2B)(B — A); 

(ol DB, AC, 4D; 

(d) 对 于 乘积 (4C)D, A(CD) 验证 结合 律 . 

利用 和 矩阵 乘法 列 出 下 列 各 变换 (按照 8.1 节 中 的 记号 ) 方程 : 
(a) DeSa,  (b)SaDk, (¢) ReSa(0 = 45°), 

(d) ReSaDi(0 = 30°), (e] Dk SoDk. 

何 时 SD = Dk5a( 按 习题 2 的 记号 )? 


. 用 表示 8.1 节 习题 4(n)(n = ob cd) 所 描述 的 变换 ，( 用 矩阵 ) 计算 下 列 乘积 ， 


(DT (PTT, (NTT, (dTaTe, (0) TeT5T2. 

证 明定 律 (25) 和 定律 (24) 的 第 二 个 公式 . 

(a) 展 开 (4 十 B)”，  (b) 证 明 4342 = 4243. 

直接 从 定义 (22) 证 明和 矩阵 习 法 的 结合 律 . 

考虑 两 个 矩阵 的 新 “乘积 ”4 x BB, 把 它 定义 为 4 和 B 的 “ 行 与 行 ” 相 乘 . 这 个 乘积 
满足 结合 律 吗 ? 

(a) 设 


[S| 

这 

il 
i 
OOoOr 
Oro 
Ow 
Np 

外 局 
党 

上 由 
ii 
条 
ee "9 
本 
~ 


计算 乘积 BE1, BE2, BEs, E2Es, ElE;. 
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(b) 设 4 是 任意 3 x 3 矩阵 4 Ba 与 4 有 什么 关系 ? 
(c) 描述 一 下 用 忆 ! 和 吾 2 右 乘 任意 3 x 3 甜 阵 所 产生 的 效果 . 


. 不 用 矩阵 证 明 : 对 于 Y 到 它 自 身 的 任意 线性 变换 R,5,T, 有 定律 


R(S+T)=RS+RT, (R+1S)T= RT+ST, S(T)= ce(ST). 


“证明: 如 果 R，5, 了 是 向 量 空间 的 任意 变换 (线性 的 或 者 不 是 线性 的 ), 那么 R(S+T) = 


RS + RT 成 立 , 但 是 (R+ S)T = RT + ST 一 般 来 说 并 不 成 立 , 除非 是 线性 的 . 
求 出 所 有 同 习题 9 中 的 矩阵 Es(a, b,c 不 同 ) 可 交换 的 矩阵 . 


. 证 明 : 同 习题 1 的 矩阵 D 可 交换 的 每 个 矩阵 可 以 表示 成 形式 


a 十 DD. 


. 设 4 是 任意 nx n 甜 阵 , 证 明 : 所 有 同 4 可 交换 的 n x n 矩阵 组 成 的 集合 C(4), 在 


加 法 和 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 . 


“15. 证 明 : 每 个 nxn 矩阵 4 满足 形 为 


“1 


只 


A™+omiA™ 十 二 c++coT=0， m<n? 


的 方程 

(8) 设 A = (ai5) 是 nxn 实数 矩阵 , M 是 |as| 中 最 大 的 一 个 . 证 明 ， A* 的 元 素 是 有 
界 的 , 其 数值 不 超过 n*-+M*. 

(b) 证 明 级 数 了 + 4+ 等 + 仿 +… 总 是 收 全 的. ( 它 可 以 用 来 定义 矩阵 4 的 指数 

函数 eA4.) 

在 习题 17 ~ 习题 21 中 采用 上 面 例 1 ~ 例 3 的 记号 . 


(a) 证 明 D 是 线性 的 . (b) 指出 为 什么 e? = 
. 证 明 : Dz Dy = DyD。. 
，(a) 化 简 zD - Drz,zA - Az,zA? — A?z. 


(b) 化 简 ziD’ - DiztniAi — Aizp: 


定义 拉 普 拉 斯 算 子 V? 为 V? = pa- +D?. 求 


— Vr,y(V) — (V)y, VI (2 +y) — (e+)v?. 


. 用 二 项 定理 展开 A" = (J 一 了)”. 


8.4 ”对 角 和 矩阵 置换 矩阵 三 角形 矩阵 
一 个 方 阵 DD = (dij) 称 为 对 角 短 阵 当 且 仅 当 对 于 i 关 j 时 dij = 0; 也 就 是 当 且 


仅 当 DD 的 所 有 非 零 元 素 都 在 主 对 角 线 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 上 . 两 个 对 角 和 矩阵 相 加 
或 相 乘 , 仅仅 是 对 角 线 上 相应 的 元 素 相 加 或 相 乘 (为 什么 ?). 如 果 DD 的 所 有 对 角 线 
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元 素 dis 都 非 零 , 那么 对 角 和 矩阵 至 = (eij)( 其 中 er = da') 是 也 的 逆 , 这 个 道 是 在 
DE = 了 = ED 的 意义 下 . 那么 我 们 可 以 证 明 
定理 7 所 有 nxn 对 角 短 阵 , 如 果 其 对 角 线 元 素 都 是 域 上 的 非 替 元 素 , 那么 它 
们 在 乘法 之 下 构成 交接 群 . 

一 个 方 阵 PP, 如 果 它 的 每 一 行 和 每 一 列 都 只 是 某 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 都 为 零 ， 
那么 称 已 为 置换 短 阵 

3 x 3 置换 矩阵 共有 六 个 , 它们 是 单位 矩阵 工 和 矩阵 


因为 矩阵 的 行 是 单位 向 基 的 变换 , 所 以 窍 阵 P 是 置换 矩阵 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 侈 
的 线性 变换 Tp 是 单位 向 基 e1,… ,en 的 一 个 置换 . 因此 全 体 n x n 置换 矩阵 与 
个 符号 的 nl 种 可 能 的 置换 (6.9 节 ) 一 一 对 应 , 并 且 这 个 对 应 是 一 个 同 构 . 
定理 8 全 体 nxn 置 欣 乱 阵 在 乘法 之 下 构成 一 个 群 , 它 与 即 个 字母 的 对 称 群 同 
构 . 
还 有 另外 一 些 重要 的 矩阵 类 . 如 果 矩 阵 M 的 每 行 和 每 列 都 恰 有 一 个 非 零 元 素 ， 
则 称 M 是 单项 矩阵 ; 任意 这 样 的 矩阵 可 以 通过 把 置换 矩阵 中 的 1 用 任意 非 零 元 素 
来 代替 而 得 到 的 , 例如 


0 0 5 0 7 0 0 4 
Mi= |-2 0 0|,; M2=| 0 0 -3 |， | 1 二 
0 3 0 4 0 0 


(26) 
如 果 一 个 方 阵 工 = (ts) 的 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 零 ,也 就 是 如 果 当 i > j 时 , tij = 0， 
则 称 工 为 三 角形 起 阵 . 如 果 和 矩阵 S 的 主 对 角 线 上 的 元 素 和 主 对 角 线 下 面 的 元 素 都 
是 零 , 那么 称 S 为 严格 三 角形 短 阵 . 这 两 种 类 型 的 矩阵 , 在 4x4 的 情况 下 可 以 示意 
地 表示 成 
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这 里 字母 表示 任意 元 素 . 数量 矩阵 是 指 可 以 写成 cI 的 矩阵 , 这 里 了 是 单位 矩阵 . 
这 种 按照 矩阵 的 非 零 元 素 规定 矩阵 类 型 的 方案 , 不 是 构造 矩阵 群 的 唯一 方法 . 
任意 线性 变换 群 都 可 以 用 相应 的 矩阵 群 来 表示 . 例如 , 正方 形 对 称 群 是 由 线性 变换 
组 成 . 选取 原点 在 正方 形 的 中 心 , > 轴 平 行 于 正方 形 的 一 条 边 . 如 果 表 示 运 动 R,R'， 
五 和 六 的 方程 是 通过 z 和 32 写 出 ( 见 6.1 节 中 的 描述 ), 那么 它们 给 出 的 变换 具有 


下 面 矩 阵 形式 
( 局 训 
1 0 0 


gs BY 
0 ~1 1 0 


这 个 群 的 其 他 4 个 元 素 可 以 类 似 地 表示 出 来 . 6.4 节 给 出 的 这 个 群 的 乘法 表 可 以 通 
过 这 里 相应 的 矩阵 相 乘 来 计算 ( 试 一 试 !). 换 句 话说 , 正方 形 对 称 群 与 8 个 2x2 和 矩 
阵 组 成 的 群 同 构 . 

前 面 的 例子 表明 , 已 知 矩 阵 A 可 以 有 逆 4-! ,使 得 44-! = A-14 = 工 这 样 
的 矩阵 称 为 非 奇 异 和 矩阵 或 可 送 和 矩阵 ; 我 们 将 在 8.6 节 中 系统 地 研究 它们 . 


习 题 


1. 一 个 nxn 和 矩阵 4 在 它 的 右边 乘 上 一 个 对 角 矩 阵 刀 , 其 效果 是 什么 ? 

如 果 号 是 对 角 矩 阵 , 并 且 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 不 同 , 那么 什么 样 的 矩阵 4 与 DD 可 

交换 ( 何 时 AD = DA)? 

证 明 : 主 对 角 线 上 的 元 素 是 1 的 2 x 2 三 角形 矩阵 表示 一 个 切 变换 . 

明显 地 列 出 全 体 3 x 3 置换 矩阵 与 对 称 群 之 间 的 同 构 . 

, 设 5; 是 由 第 i 个 单位 向 量 e; 张 成 的 V 的 一 维 子 空间 . 证 明 : 非 奇 异 矩 阵 D 是 对 角 

矩阵 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 线性 变换 TD 把 每 个 子 空间 5; 映射 到 自身 . 

对 于 单项 矩阵 , 作 类 似 于 习题 5 的 描述 . 

: (a) 证 明 : 单项 矩阵 M 可 以 唯一 地 表示 成 形式 M = DP, 这 里 D 是 非 奇 异 对 角 矩 
阵 , 已 是 置换 矩阵 ，( 提 示 : 运用 习题 5 和 习题 6.) 

(b) 把 正文 中 的 矩阵 M1 和 M2 写成 形式 DP 和 PD. 

*(c) 列 出 单项 矩阵 群 到 置换 矩阵 群 上 的 同 态 映射. 

描述 单项 矩阵 M 的 逆 , 并 求 出 (26) 式 中 矩阵 M1 和 M2 的 道 . 

9. 设 M 是 单项 矩阵 , D 是 对 角 拢 阵 , 证 明 : AM-:DDAMM 是 对 角 和 矩阵 . 

10. 设 P 是 置换 矩阵 D 是 对 角 矩 阵 , 明显 地 描述 变换 P-1DP 的 形式 . 

, 设 已 是 置换 矩阵 , PA 的 行 与 A 的 行 之 间 有 怎样 的 关系 ? 

12. 如 果 和 矩阵 4 的 某 个 舌 是 0, 则 称 4 是 寡 零 矩阵 . 证 明 : 任意 严格 三 角形 矩阵 是 寡 零 矩 

阵 . (提示 : 试验 3 x 3 的 情形 .) 


mam Dp 


NS 


” 


Hd 
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13. 把 矩形 对 称 群 表示 为 矩阵 群 . 

14. 对 于 以 ( 士 1, 士 1) 为 顶点 的 正方 形 对 称 群 , 计算 出 表示 对 称 互 , D,V 的 矩阵 . 验证 HD = 
DV. 

"15. 在 习题 7 中 证 明 : 公式 M = DP 定义 了 一 个 群 同 态 M 一 P. 求 出 它 的 核 . 


8.5 长 方 矩阵 


迄今 我 们 只 考虑 了 n x n 方 阵 的 乘法 , 现在 我 们 讨论 长 方 矩阵 的 乘法 , 也 就 是 
m x n 和 矩阵 的 乘法 , 这 里 一 般 假 定 m zn. 

一 个 mxn 甜 阵 和 A4= (ai) 和 一 个 nxr 和 矩阵 B= (bjk), 它们 具有 相同 的 n， 
它们 确定 一 个 m xr 矩阵 C 作为 它们 的 乘积 AB = (cat), C 的 元 素 为 


Cik = Daijbjx, 
了 


这 里 对 了 从 1 到 n 求 和 . 这 种 “ 行 与 列 ” 的 乘积 , 只 有 当 A 的 每 行 长 度 恰好 与 B 
的 每 列 长 度 一 样 时 , 才能 构成 , 因此 必须 假定 4 的 列 数 n 等 于 B 的 行 数 n， 比如 ， 
m= 1,n=2,7=3, 


al Ql12 Q13 
(z1, 72) = (Z1Q11 + T2021, T1012 + T2422, T1013 + T2023). 
a21 Q22 023 


同上 面 公式 (21) 和 公式 (22) 一 样 , 在 定理 2 的 意义 下 , 矩阵 乘积 AB 对 应 于 
线性 变换 TA : Fm 一 F* 和 TB : Fn 一 Fr" 的 乘积 TATB, 其 中 TA 和 TB 分 别 与 
矩阵 4 和 B 相对 应 . 这 里 我 们 像 通常 那样 用 


ETU) = (éT)U， ”对 V 中 一 切 é (28) 


来 定义 线性 变换 了:V 一 W 与 线性 变换 UV : W 一 X 的 乘积 . 

对 于 方 阵 成 立 的 代数 定律 , 对 于 长 方 矩阵 也 都 成 立 , 只 要 假定 这 些 长 方 矩阵 具 
有 合适 的 维 数 , 以 保证 所 有 的 乘法 都 满足 定义 . 例如 , m x m 单位 矩阵 Fn 和 nxn 
单位 矩阵 I， 满足 


Im 和 A= 二 4A4= AI，  ( 当 4 是 mm xz 矩阵 ). (29) 


长 方 矩阵 的 乘法 同 (24) 和 (25) 那样 , 仍然 是 双 线 性 的 . 结合 律 是 
4(BC) = (4B)C (A 是 m x nn 矩阵 , B 是 n x 7 和 窍 阵 ,C 是 7 xs 甜 阵 ). (30) 
另外 , 证 明 这 个 定律 最 好 把 长 方 矩阵 解释 为 线性 变换 . 
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像 (11) 式 那样 , m x 矩阵 4 的 转 置 是 nxm 矩阵 AT, 它 的 元 素 o = aji(i = 
1,…,n;j = 1,…,m). 转 置 矩 阵 4T 的 第 ; 行 是 原 矩阵 4 的 第 i 列 ,反之 亦 然 . 我 们 
把 矩阵 4 按 它 的 主 对 角 线 反射 也 可 以 得 到 转 置 矩 阵 AT. 为 了 计算 乘积 AB = C 
的 转 置 矩阵 CT, 我 们 用 公式 


县 -下 win- 开 ou- 开 二 中 Gy) 


这 个 结果 恰好 是 乘积 BTAT 的 (i,k) 二 的 元 过 (注意 , 反 序 .) 这 就 证 明了 下 面 的 第 
一 个 定律 : 


(AB)T = BTAT™, (A+B)T= AT+BT, (cA)T=cAT. (32) 


因此 ,对 应 4 一 47 保持 了 和 并 使 乘积 反 序 , 故 有 时 也 称 为 反 自 同 构 . 因为 (4T)T = 
A, 所 以 这 个 反 自 同 构 称 为 “对 合 ” 的 反 自 同 构 . 
全 都 使 用 长 方 矩阵 表示 有 几 个 优点 . 例如 , 上 n- 数组 的 空间 F" 中 的 向 量 & 
可 以 看 作 正好 是 一 行 的 1 x n 矩阵 天 ,或 称 为 “ 行 矩阵 ”. 这 允许 我 们 把 (10) 式 所 
定义 的 方程 组 W% = 2ziaii 解释 为 行 矩阵 了 是 行 矩 阵 发 与 矩阵 A 的 乘积 这样 ， 
线性 变换 Ta : Fm 一 F" 就 可 以 缩写 成 形式 
Y=XA, Xer™, Yer. (33) 
还 有 ,“ 数 乘积 cX 正好 是 1 x 1 矩阵 c 与 1 x n( 行 ) 矩阵 和 X 的 乘积 . 
列 向 量 注意 , 虽然 在 方程 矢 4 一 中 YY 是 一 个 行 向 量 , 但 它 的 元 素 在 表达 式 
(10) 中 却 以 单列 的 形式 出 现 . 因此 通常 把 矩阵 方程 和 4 = Y 改写 成 转 置 形式 YT = 
ATXT， 这 里 YT 和 XT 都 是 列 向 量 ， 改 变 记 号 后 , 结果 得 到 (11') 形式 的 方程 
BX =Y, 其 中 B= AT, 久 = (zznajT TY = (yi,…,yn) 人 XX 和 六 都 是 列 向 
量 . 
在 处 理 双 线性 型 和 二 次 型 时 , 行 向 量 和 列 向 量 要 一 起 使 用 . 例如 , 两 个 向 量 的 内 
积 Ziyi 十 … 十 Znyn(7.9 节 ) 仅仅 是 行 年 阵 和 和 列 矩阵 YT 的 乘积 , 因此 
(X,Y) = XYT， 瑟 和 了 是 行 矩阵 . (34) 


矩阵 4 和 五 的 行 与 列 的 乘法 实际 上 是 4 的 第 i 行 与 B 的 第 上 列 的 矩阵 乘 
法 , 于 是 矩阵 乘积 的 定义 可 写成 


= (cik)， 其 中 ci = 4i 瑟 (9 (35) 
这 里 我 们 使 用 了 记号 
= 4 的 第 i 行 ， BW =B 的 第 k 列 . (36) 
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乘积 AB 的 整个 第 i 行 (ca ,cin) 只 用 了 4 的 第 i 行 和 B 的 各 列 , 因此 它 是 4 
与 整个 B 的 乘积 . 类 似 地 , 4B 的 第 上 列 只 由 B 的 第 k 列 产生 出 来 . 用 (36) 的 记 
号 , 这 些 运 算法 则 就 是 


(4B); = AiB, (4B)® = AB®). (37) 
通过 把 矩阵 B 写成 以 它 的 列 为 元 素 的 行 矩阵 , 可 以 把 第 二 个 法 则 具体 化 , 也 就 是 
4(BO) B® ... BM)=(ABY AB® ... AB"). (38) 


这 些 列 还 可 以 分 组 , 构成 较 大 的 子 矩阵 . 比如 , 6 x 5 矩阵 B 可 以 看 作 6 x 2 矩 
阵 Di = (BW) BY) 和 6x3 和 矩阵 D2 = (B9) 吾 人 如 铝 ) 并 列 构成 整个 6 x 5 矩 
阵 召 = (Di， D2). 由 (38), 乘法 法 则 变 为 


4( Di Da)= (4Di 4D2?)，Di 和 了 D: 是 n 行 的 矩阵 块 . (39) 


如 果 我 们 把 nx"7 甜 阵 妃 分 成 n 个 行 B1,…, Bn, 而 = (y1,…,yn) 是 行 矩 
阵 , 那么 乘积 YB 是 行 和 矩阵 
YB= (yb 十 十 加 nb ,Yibir + "+ ynbnr) 
= (B11 , bir) + + yn(bnl,.*«, bnr) 
=hBi+'……+ynBn. 
于 是 乘积 YB 由 行 Y 与 行 Bi,…, Bn 组 成 的 列 相 乘 而 构成 . 例如 , 4B 的 第 i 行 
是 由 行 矩 阵 Ai = (aa,…,ain) 与 B 的 乘积 来 定义 , 因此 


(AB);=anBi+.…+anB, i=l,,m. (40) 


于 是 4B 的 每 一 行 是 B 的 所 有 行 的 线性 组 合 . 这 些 公式 是 矩阵 通过 分 成 “ 块 ” 或 
子 矩 阵 相 乘 的 方法 的 特例 . 概括 描述 这 个 方法 的 其 他 情形 也 是 很 方便 的 . 


bl 2 br 
: : je 
a 
和 E botl1 …， betlr 
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设 矩 阵 和 A 的 n 列 是 由 子 和 矩阵 M1 的 s 列 和 它 后 面子 矩阵 Ms 的 n 一 s 列 组 成 . 
把 矩阵 B 的 行 相应 地 分 开 , 使 得 s x7 甜 阵 Ni 在 (n 一 s) xr 甜 阵 N2 的 顶 上 . 关 
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于 AB = C 的 乘积 公式 分 成 两 个 相应 的 部 分 
Cik = (Qnbik 十 … 十 aisbsk) 十 {ais+lbps+IK 十 -… 十 ainbnk). (41) 


第 一 个 括号 中 只 用 了 4 的 第 一 块 Mi 的 第 i 行 和 BB 的 上 边 一 块 Ni 的 第 k 列 , 因 
此 第 一 个 括号 实际 上 是 乘积 块 MiJV1 的 第 i 行 第 k 列 元 素 dir. 同样 , (41) 的 第 二 
个 括号 是 乘积 M2N2 的 元 素 吃 . 因此 cik = dik + dh, 这 样 整个 乘积 4B 是 矩阵 
和 M1N1 + M2N2. 这 就 是 


TV 
(M1: Ma) (六 ) = MiN1+ Mo2N2. (42) 


这 个 公式 是 分 块 矩 阵 的 行 与 列 的 乘法 公式 , 这 恰好 同 矩 阵 元 素 的 行 与 列 乘法 一 样 ， 
如 果 把 4 的 行 任意 分 开 , 同时 把 B 的 列 也 相应 地 分 开 , 那么 类 似 的 结果 成 立 . 如 果 
行 和 列 都 分 开 , 那么 把 公式 (42) 和 法 则 (39) 结合 起 来 就 得 到 分 块 矩阵 乘法 公式 


(a Me) (va A 

M2 M2)\N2a N22 

_/{ MuNu+MizN2a MilTViz + Mi2N22 
M2 Nu + M2N2 M2lN12+ M22N22 


(43) 


假定 这 里 的 划分 满足 : Mal 的 列 数 等 于 Ni 的 行 数 . 运算 法 则 (43) 恰好 同 8.3 节 
公式 (20) 关于 2 x 2 矩阵 乘法 法 则 一 样 , 只 不 过 这 里 的 元 素 Mi; 和 Ni; 是 子 矩 阵 
或 矩阵 块 , 而 不 是 标量 . 因此 我 们 得 出 结论 : 在 适当 划分 子 块 后 , 分 块 矩 阵 乘法 与 普 
通 矩 阵 乘法 完全 一 样 . 


习 题 


OE ! i 0 -i 
4-( 3 1), se 1 2) X=(1, -1) Y=(i 0). 


(a) 求 入 4, 芭 B,Y A,YB. 
(b) 求 34 一 4B,A+(1+i)B,[X—(1+i)Y](iA +5B). 
(o) 求 BAT,ABT,XABTBATYT. 
2. 证 明 , 如 果 处 是 任意 行 向 量 ， 那 么 XXT 是 久 同 它 自身 的 内 积 , 而 基 TXX 是 以 
ai 二 ZiZi 为 元 素 的 矩阵 A. 


3. 设 


口 口 m bb 
口 口上 日 四 
口 心口 口 
bb 口 口 口 
o = 口 = 
hb 口 
o-oo 
o-oo 
Loor 


求 4B,BA,AC 和 BC. 

4 设 T' 是 (r++n) xn 和 矩阵 , 它 是 由 7 xn 零 矩阵 上 面 再 放 上 一 个 n xn 单位 矩阵 而 构 
成 . 任意 一 个 n x (r +n) 矩阵 用 I* 来 乘 其 效果 如 何 ? 

“5. 证 明 分 块 矩 阵 乘法 法 则 (43). 


8.6 逆 矩 阵 


有 限 维 向 量 空间 的 线性 变换 分 为 两 类 : 或 者 是 双 射 (一 一 的 和 映 上 ), 或 者 既 不 
是 单 射 也 不 是 满 射 ( 既 不 是 一 一 映 入 也 不 是 映 上 ). 例如 , 三 维 欧 几 里 得 空间 到 (zx,y) 
平面 上 的 斜 投影 (z,y,z) 一 * (z,y + z,0), 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 
定义 ”向 量 空间 VV 到 它 自 身 的 线性 变换 T, 如 果 它 是 耿 到 V 上 的 双 射 , 则 称 全 是 
非 厅 异 的 或 可 逆 的 . 否则 , 称 全 是 奇异 的 . 

非 奇 异 的 线性 变换 7 是 从 V 到 V 上 的 双 射 , 它 保持 加 法 和 “ 数 乘 " 积 两 种 代 
数 运算 , 因此 它 是 向 其 空间 Y 到 它 自身 的 同 构 . 所 以 Y 的 非 奇 异 线性 变换 可 以 称 
为 V 的 自 同 构 . 

判断 一 个 线性 变换 是 奇异 的 还 是 非 奇异 的 这 一 重要 事实 , 最 直接 的 方法 是 使 用 
第 7 章 推导 出 的 线性 元 关 理 论 , 也 就 是 , 利用 向 量 空间 Y 的 一 组 固定 基 Qi,…, oe， 
让 已 知 的 线性 变换 7 在 这 组 基 上 进行 运算 , 最 后 判断 无 关 性 . 
定理 9 具有 有 限 基 Ql,…,Qn 的 向 量 空间 VV 的 线性 变换 是 非 厅 异 的 当 且 仅 
当 向 量 QT，…,QnT 在 Y 中 线性 无 关 . 如 果 人 是非 奇 异 的 , 那么 全 有 一 个 (双边 ) 
线性 弟 了 -1 满足 TT-I=T-IT = 了 
证 明 首先 假定 T 是 非 奇异 的 如果 oT,…,anT 之 间 存 在 一 个 线性 关系 
Zzi(aiT) = 0, 那么 


(ziaa 十 … 十 Znam) 了 一 zl(aa7T) 十 … 十 zn(anT) = 0. 


因为 07 = 0, 并 且 了 是 一 一 的 , 这 就 推出 rtaa 二 …+znamn = 0, 因此 根据 @1,…, an 
的 线性 无 关 性 推出 zi: = … = zn = 0. 所 以 qa1T,…, nT 是 线性 无 关 的 . 

反 过 来 , 假设 向 量 8; = aa7T,….B。 = anT 线性 无 关 , 并 回忆 一 下 6.2 节 讲 过 
的 “变换 了 是 一 一 映 上 当 且 仅 当 它 有 双边 递 元 素 ”. 因为 V 是 n 维 的 , 所 以 nn 个 线 
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性 无 关 向 量 81,…,B。 是 了 的 一 组 基 . 根据 定理 1, 存在 Y 的 线性 变换 5 使 得 
BIS=a, BS =a2 ,3 = on. 


于 是 对 每 个 = 1,…,n, 有 6B:(ST) = Bi. 因为 81,…,Bn 是 一 组 基 , 所 以 根据 定 
理 1 只 存在 一 个 线性 变换 RR, 使 得 对 每 个 i 有 B;R = Bi, 于 是 丸 是 恒 等 变 换 , 因此 
ST = 工 类 似 地 , 由 于 ai(TS) = BiS = Qi, 并且 ci,…, an 是 一 组 基 , 所 以 TS = 工 
于 是 5 是 了 的 逆 , 因而 了 是 非 奇 异 的 

这 样 , 为 检验 7 是 否 是 非 奇异 的 , 我 们 可 以 检验 V 的 任意 有 限 基 在 了 作用 下 
的 像 的 线性 无 关 性 , 检验 的 方法 如 7.6 节 所 用 的 方法 一 样 . 
推论 1 设 卫 是 有 限 维 向 量 空间 六 的 线性 变换 . 如 果 全 是 非 奇 异 的 ,那么 (i 荆 有 
双边 线性 迹 ; (这 由 纪 =0 和 二 在 Y 中 可 推出 和 = 0;i ( 首 ) 全 是 从 V 到 VV 的 一 一 
映射 ; (iv) 卫 杷 了 变换 到 V 上 . 如 果 全 是 奇异 的 , 那么 (i 了 既 没 有 左 逆 也 没有 右 
逆 ; (这 ) 对 某 个 E 关 0 有 8T = 0; (这 ) 人工 不 是 一 一 的 ; (Giv) 代 把 变换 到 的 某 一 
真子 空间 中 . 
证 明 条 件 (i) 已 在 定理 9 中 证 明了 . 再 有 , 如 果 对 某 个 地 0, 有 67 = 0, 那么 因 
为 07 = 0,T 将 不 是 一 一 的 , 与 非 奇 异 的 定义 相 矛 盾 . 这 就 说 明 (ii). (过 ) 和 (iv) 是 
定义 的 一 部 分 . 其 次 , 如 果 了 是 奇异 的 , 那么 对 V 的 任意 一 组 基 ai,… ,am, 由 定理 
9, Q1T,…, QnT 线性 相关 . 因此 对 某 一 组 不 全 为 零 的 z1,…,zn 有 


0 = zlal7T 十 .… 十 ZnamnT = (Z1Q1 十 … 十 Znam)T = 7. 


因此 oa,…, en 线性 无 关 , 所 以 & 关 0, 因此 对 某 上头 0, 有 &T 关 0, 这 就 证 明 
了 (ii'), 因为 07 = 0, 所 以 由 此 推出 了 不 是 一 一 的 , 因而 证 明了 ( 道 '), 再 有 , 因为 
“QT,…,QnT 线性 相关 , 而 V 是 n 维 的 , 所 以 它们 张 成 Y 的 某 一 真子 空间 , 根据 
7.4 节 定 理 5 的 推论 2, 这 就 证 明了 (iv'), 最 后 , 根据 6.2 节 定 理 1, (这 ) 和 (iv) 同 
人 ) 是 等 价 的 . 证 毕 
注意 , 因为 推论 1 中 列 出 的 条 件 中 每 一 对 都 是 不 相 容 的 , 所 以 8 个 条 件 都 是 充 
分 必要 条 件 . 例如 , 如 果 (iv) 成 立 , 那么 (iv') 就 不 能 成 立 , 因此 7 不 可 能 是 奇异 的 ， 
所 以 它 一 定 是 非 奇异 的 . 
推论 2 ”如 果 有 限 维 向 量 空 间 V 的 两 个 线性 变换 的 乘积 TU 天 汪汪 这 的 那么 了 
和 [两 个 都 是 非 奇异 的 , 而 且 了 = U-LD =T-UT = 工 
证 明 ”因为 TU = 了, 所 以 了 有 右 道 元 素 , 因此 由 上 面 的 (i') 知 7 了 是非 奇异 的 , 再 
根据 (), 7 有 逆 了- 那么 有 了 -1 = 7T-1(TUV) = (T-1T)V = DZ, 如 断言 所 述 , 并 且 
其 他 结论 由 此 得 出 . 证 毕 
根据 定理 6, F" 的 线性 变换 和 拨 上 的 n xn 矩阵 之 间 在 乘法 之 下 是 同 构 的 , 所 
以 上 述 结 果 可 以 平 推 到 矩阵 上 去 . 我 们 定义 n x n 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 在 
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定理 2 意义 下 它 对 应 于 F" 的 一 个 非 奇 异 线性 变换 TA; 否则 , 我 们 称 4 是 奇异 的 . 
而 根据 定理 2, 变换 Ta 把 FE" 的 单位 向 量变 到 矩阵 A 的 行 , 因此 定理 9 的 条 件 变 
为 (参看 7.4 节 定 理 6 的 推论 ) 
推论 3 域 丸 上 一 个 呈 xX 史 给 阵 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 行 是 线性 无 关 的 ， 或 者 
等 价 于 当 且 仅 当 这 些 行 构成 Fm 的 一 组 基 . 

类 似 地 , 推论 1 的 条 件 (i) 和 (i) 可 变 为 下 面 的 结果 . 
推论 4 一 个 nxn 超 阵 和 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 有 逆 拭 阵 4-1 满足 


44-1=4-14= 工 (A,A-1, 了 都 是 nxn 答 阵 ). (44) 


如 果 4 有 逆 , 则 它 的 转 置 矩 阵 也 有 北 , 这 是 因为 对 (44) 的 两 边 取 转 置 , 根据 
(31) 我 们 得 到 (4-1)TAT = AT(4-1)T = 了 ,所 以 


(4A)T=(4) (45) 


于 是 , 如 果 4 是 非 奇 异 的 , 则 47 也 是 非 奇异 的 ; 而 且 反 过 来 也 有 类 似 结论 . 但 是 根 
据 推论 3, 47 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 行 线性 无 关 . 这 些 行 实际 上 就 是 4 的 列 , 因 
此 我 们 有 
推论 5 ”一 个 方 阵 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 列 线性 无 关 . 

如 果 把 推论 2 从 线性 变换 平 推 到 矩阵 上 , 那么 根据 定理 6, 我 们 得 到 
推论 6 ”每 个 方 阵 的 左 术 答 阵 又 是 右 北 矩阵 - 

如 果 和 矩阵 A 和 B 都 有 逆 , 那么 它们 的 乘积 也 有 逆 ， 


(4B)"!=B 4 (注意 反 序 !) (46) 


这 因为 (4B)(B -14-!)= A(BB-!)4-!1= AIA-!1= 44-1= 工 
非 奇 异 和 矩阵 的 逆 可 以 通过 求解 适当 的 联 立 线性 方程 组 来 计算 .如 果 我 们 把 基 
向 基 的 坐标 写成 


五 = (1,0,.…,0), 
五 = (0,1,.…,0), (4D) 
Tn = (0,0,.…, 1), 


那么 在 已 知 矩阵 4 = (aij) 中 , 每 一 行 4; 可 写成 这 组 基 向 量 的 线性 组 合 


Ai= Dy as. 
了 
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我 们 可 以 试图 求解 这 组 向 量 方程 , 把 五 看 成 “未 知 向 量 ”, 把 4; 看 成 已 知 向 量 ; 解 
得 石 是 线性 表达 式 


石 =cl41 十 … 十 cmn4n = cik4x- (48) 
k=1 
根据 (40), 这 个 方程 表明 矩阵 C = (ck) 满足 CA = 了 ,因此 C = 4-!'. 4-: 的 另 
一 种 构造 方法 将 在 8.8 节 中 给 出 . 


例 ”计算 矩阵 
1 2 -2 
-1 3 0|， 
0 -2 1 


的 首 , 把 它 的 行 写 成 4l = Ti + 2I2 - 27s, A2 = -Ti 十 312, 4s = 一 212 + Ts. 这 三 
个 联 立方 程 组 有 解 

五 =341 十 242 二 643 

了 = Ai+ A2+2A4;, 

T3 = 241 十 242> 十 543. 


这 些 线性 组 合 的 所 有 系数 cik 组 成 一 个 道 矩阵 , 因为 我 们 可 以 验证 


2 6 二 1 0 0 
1 2 a i eal i 
2 5 0 -2 1 0 0 1 


从 无 穷 维 向 量 空间 Y 到 第 二 个 无 穷 维 向 若 空 间 W( 在 同一 个 域 上 ) 的 线性 变换 
可 以 是 一 一 的 , 但 不 是 映 上 , 反 过 来 也 是 一 样 . 对 于 无 穷 维 向 量 空间 到 它 自 身 的 线性 
变换 , 上 述 结论 同样 正确 . 例如 , 无 限 实数 序列 的 空间 上 的 线性 变换 (z1, zz,za,…') 
2 (0, zl 72, 23,…) 是 一 一 的 , 但 不 是 映 上 , 因此 有 很 多 (线性 ) 右 道 元 素 但 没有 左 
逆 元 素 . 

但 是 , 如 果 线 性 变换 的 双边 逆 存 在 , 那么 即使 V 是 无 穷 维 空间 , 这 个 道 也 一 定 
是 线性 的 . 
定理 10 ”如 果 线 性 变换 了 :下 一 丽 是 到 厂 上 的 一 一 变换 , 那么 它 的 过 也 是 线 
性 的 . 
证 明 设 少 是 工 的 唯一 的 道 变换 , 是 由 W 到 V 上 的 变换 , 没有 假定 钞 是 线性 的 . 
在 W 中 取向 量 上 和”, 并 取 标 量 和 d 因为 YT 是 W 的 恒 等 变 换 , 而 且 T 是 线 
性 的 , 所 以 


(+ dn)WT = + dn = (EST) + dT) = [c(€Y) + dp)T. 


Dow 
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等 式 两 边 右 乘 少 因为 T% 也 是 恒 等 变换 , 所 以 我 们 到 得 
(号 十 中) 幼 一 cf) + dm), (49) 


这 个 方程 表明 是 线性 的 . 证 毕 
在 7.8 节 的 意义 之 下 ,V 到 W 上 的 一 一 线性 变换 了 是 V 到 W 的 一 个 同 构 . 

推论 1 VV 到 玉 的 同 构 T 了 把 VV 的 任意 一 线性 组 无 关 向 量 cl, ,ar 映射 到 多 的 

一 组 线性 无 关 向 量 , 并 且 把 张 成 V 的 任意 一 组 向 量 B1,…, Bs 映射 到 张 成 邱 的 一 

组 向 量 . 

证 明 如 果 oiT,…,arT 之 间 存 在 线性 关系 


Zl(alT) 十 … 十 zr(arT)=0， 


则 我 们 可 用 7-! 右 乘 上 式 , 求 得 ziaa 十 … 十 Tra = 0, 因 此 zi =…=zr=0, 从 
而 oqT，…,QrT 线性 无 关 . 后 一 半 的 证 明 类 似 . 

对 于 任意 变换 了 :VV 一 W,V 的 子 空间 5 在 了 之 下 的 像 即 变换 式 5' = (5)T 
被 定义 为 5 中 所 有 向 基 & 的 变换 式 67 的 集合 . 这 个 像 总 是 W 的 子 空间 , 因为 5 
中 向 量 和 ”nT 的 每 个 线性 组 合 c(éT) 十 dn7T) = (cf 十 惟 )T 仍 在 5 中 . 
推论 2 对 于 同 构 卫 :太一 除 Y 的 任意 有 限 维 子 空间 5 在 了 之 下 的 像 的 维 数 同 
5 的 维 数 一 样 . 于 是 , T 把 直线 映射 到 直线 , 把 平面 映射 到 平面 


习 题 


. 求 出 8.3 节 习题 1 中 矩阵 4, B,C, DD 的 道 . 


(a) 证 明 , A = ( 2 ) 是 非 奇异 的 当 且 仅 当 ad -be 关 0. 


已 


(b) 证 明 , 如 果 4 是 非 奇异 的 , 那么 它 的 逆 是 A ( i ) ,这 里 和 = ad 一 ic 


求 出 8.1 节 中 线性 变换 Re, Dk, 5。 的 逆 . 

求 出 8.1 节 习题 4 中 的 线性 变换 的 道 . 

(a) 当 9 = 45", 计算 变换 Rg U6Ro( 见 8.1 节 ) 对 应 的 矩阵, 这 里 大 是 变换 z = bz,y 
二 从 

(b) 描述 这 个 变换 的 几何 意义 . 

(0) 对 变换 R515。 Re( 其 中 9 = 45°), 做 (a) 和 (b). 

证 明 : 如 果 4 满足 4? -4+ 了 = O, 那么 4-1! 存在 , 并 且 等 于 工 - 4. 

. 求 出 8.3 节 习 题 9 中 矩阵 1, 忆 2 和 Es 的 道 . 

. 求 出 8.5 节 习 题 3 中 甜 阵 4 和 B 的 道 . (提示 : 用 分 块 矩 阵 ) 

(a) 给 出 2 x 2 三 角形 矩阵 的 道 矩 阵 计算 公式 . 


名 忆 名 


oo 
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(b) 给 出 3 x 3 三 角形 矩阵 的 道 矩阵 计算 公式 . (提示 : 用 三 角形 道 矩 阵 试 一 试 ) 
(e) 证 明 : 对 角 线 上 的 元 素 不 为 零 的 每 个 三 角形 抢 阵 的 有 一 个 三 角形 的 道 矩 阵 . 
10. 已 知 4, 互 , A4-',B-',C, 求 出 下 列 矩阵 的 道 ， 


加 的 2 of 2 )， ol( 2: 


11. 证 明 , 所 有 非 奇异 的 n x n 拖 阵 关于 卸 阵 乘法 构成 群 . 
12. 证 明 : 如 果 方 阵 的 乘积 4B 是 非 奇 异 的 , 那么 它 的 两 个 因子 4 和 BB 也 是 非 奇 异 的 . 
“13. 不 用 线性 变换 来 证 明 , 矩阵 4 有 左 逆 甜 阵 当 且 仅 当 4 的 行 线性 无 关 . 
14. 证 明定 理 10 的 推论 2. 
15. 列 出 一 个 序列 (z1, z2, za,…) 的 空间 到 它 自身 上 的 线性 变换 , 它 不 是 一 一 的 . 
*16., 证 明 : 如 果 线 性 变换 工 : Y 一 W 有 右 道 元素, 那么 它 的 右 逆 元 素 也 是 线性 的 (没有 假 
定 是 有 限 维 的 ). 


8.7 秩 与 零度 


在 一 般 情况 下 ( 见 6.2 节 ), 每 个 变换 (函数 )T : 5 一 51, 以 5 为 定义 域 , 以 51 
为 取 值 域 . 了 的 值 域 是 变换 式 的 集合 ( 即 定义 域 在 了 之 下 的 像 ). 

当 了 是 向 量 空 间 V 到 另 一 个 向 量 空 间 W 的 线性 变换 时 , V 的 像 (所 有 6 的 
集合 ) 不 可 能 是 W 的 任意 子 集合 . 
引 理 1 线性 变换 T :V 一 全 的 像 本 身 是 一 个 向 量 空间 (因此 是 W 的 子 空间 ). 
证 明 因为 c(67) = (cé)T,é&T+nT = (起 T, 所 以 变换 式 的 集合 在 向 基 加 法 和 
数 乘 运算 之 下 是 封闭 的 
引 理 2 设 TA 是 对 应 于 mxn 矩阵 入 的 线性 变换 ,那么 TA 的 像 是 A 的 行 空间 . 
证 明 变换 Th4 : FEm 一 F 把 Fr” 的 每 个 向 量 关 = (zi,…,zm) 映射 到 Fn 中 的 
Y = XA4, 所 以 Th 的 像 是 由 所 有 形 为 


Y=XA= (Dwi Driain) = > zi(a ain) 


的 mw- 数组 构成 . 这 恰好 就 是 4 的 行 A; = (ail,…,ain) 的 全 体 不 同 线性 组 合 . 于 是 
TA 的 值 域 是 由 4 的 行 向 量 的 一 切线 性 组 合 组 成 的 集合 . 正如 7.5 节 中 所 定义 的 ， 
这 就 是 4 的 行 空间 . 证 毕 

7.6 节 中 我 们 已 经 定义 矩阵 4 的 秩 为 4 的 行 空间 的 (线性 ) 维 数 , 因此 它 也 是 
Ta 的 值 域 的 维 数 . 更 一 般 地 , 任意 线性 变换 了 的 钦定 义 为 了 的 像 的 维 数 (有 限 或 
无 限 ). 

因为 由 m 个 已 知 向 量 张 成 的 子 空间 的 维 数 等 于 这 个 子 空间 中 线性 无 关 向 量 的 
最 大 个 数 , 所 以 4 的 秩 也 等 于 4 的 线性 无 关 行 向 量 的 最 大 个 数 . 由 于 这 个 理由 , 4 
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按 上 面 定 义 的 秩 常 常 称 为 4 的 行 秩 , 它 不 同 于 列 秩 , 列 秩 是 4 的 线性 无 关 列 向 量 
的 最 大 个 数 . 

司 甜 阵 的 行 空间 或 者 线性 变换 的 值 域 概念 成 对 偶 的 是 它 的 零 空间 概念 . 

定义 ”线性 变换 了 的 零 空 间 是 使 得 ET = 0 的 所 有 向 量 & 的 集合 . 算 阵 和 的 需 空 
间 是 满足 齐 次 线性 方程 组 夷 从 一 0 的 所 有 行 埠 阵 四 的 集合 . 

引 理 3 任意 线性 变换 (或 矩阵 ) 的 霍 空 间 是 它 的 定义 域 的 一 个 子 空间 . 

证 明 如 果 &T=0 和 mT=0, 那么 对 所 有 c 和 d, 有 


(cé + dm)T =c(éT) + dnT) =0+0=0, 


因此 cf + dm 在 零 空间 中 , 所 以 零 空间 是 一 个 子 空间 . 证 毕 
已 知 矩 阵 4 或 线性 变换 了 的 零 空 间 的 维 数 称 为 4 或 了 的 零度 (nullity). 零度 
和 秩 的 关系 满足 一 个 对 于 和 矩阵 和 线性 变换 都 成 立 的 基本 方程 . 因为 矩阵 和 线性 变换 
之 间 存 在 对 应 关系 , 我 们 只 须 对 一 种 情况 给 出 证 明 . 
定理 11 秩 与 零度 之 和 等 于 定义 域 的 维 数 . 
比如 , 对 于 m x n 矩阵 , ( 行 ) 秩 与 ( 行 ) 零度 之 和 等 于 m. 
证 明 如 果 了 的 零度 是 s, 那么 T 的 零 空间 N 有 s 个 元 素 构成 的 基 Qi,…, a。， 
可 以 把 它 扩充 成 了 的 整个 定义 域 的 基 cl,…, Qs,B1,…,B,. 因为 每 个 aiT = 0， 
所 以 BT BrT 张 成 了 的 像 R. 此 外 , 由 z1(B1T) 十 … 十 zr(B.T) = 0 推出 
ZT1B1 十 … 十 ZrBr 在 入 中 ,所 以 zl ==… = zr =0. 因 此 向 量 B1T,…,B,T 线性 无 
关 , 并 构成 R 的 基 . 我 们 得 出 结论 : T 的 定义 域 的 维 数 m 是 N 的 维 数 s 与 R 的 维 
数 7 之 和 : m = s+7. 这 就 是 我 们 要 证 的 . 
定理 12 ”一 个 线性 变换 卫 : F" 一 Fm 是 非 奇 异 的 充分 必要 条 件 是 下 面条 件 之 一 ， 
(a) 了 的 秩 等 于 n; (b) 了 的 零度 等 于 0. 
证 明 ”条件 (a) 表明 , T 把 F" 映 上 到 它 自身 ; 而 条 件 (b) 表明 , ET = 0 可 推出 
=0 在 fF" 中 .这 样 , 定理 12 正好 重新 叙述 了 定理 9 的 推论 1 中 的 条 件 (iv) 和 条 
件 (说 . 


习 题 


已 


“ 求 出 8.1 节 习题 1(a)~(d), 习题 4(a), (b) 中 所 给 出 的 线性 变换 的 值 域 、 零 空间 、 秩 以 
及 零度 . 

构造 一 个 由 及” 到 它 自身 的 线性 变换 , 使 得 它 的 值 域 由 向 量 (1, 3, 2) 和 (3, -1, 1) 张 成 . 
构成 一 个 由 R* 到 它 自身 的 线性 变换 , 使 得 它 的 零 空间 由 向 量 (1,2,3,4) 和 (2,2,4, 和 
张 成 . 

证 明 : 乘积 4B 的 行 秩 决 不 能 超过 4 的 行 秩 . 


BG 


Le 
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5. 证 明 : 如 果 半 xm 矩阵 4 是 非 奇 异 的 , 那么 对 每 个 n xn 矩阵 B, 矩阵 AB,B 和 BA 
都 具有 相同 的 秩 . 
6. 证 明 : rank(4 十 B) < rank(4) +rank(B). 


7 如 果 已 知 4 和 B 的 秩 , 那么 矩阵 ( 3 s ) 的 秩 等 于 多 少 ? 


8.8 初等 矩阵 


在 7.5 节 中 我 们 引进 作用 在 矩阵 4 上 的 初等 行 运算 , 它们 可 以 解释 为 用 适当 
的 卸 阵 左 乘 矩阵 4. 例如 , 矩阵 中 的 两 行 互 换 , 可 以 用 一 个 矩阵 左 乘 这 个 矩阵 来 实 
现 , 乘 上 的 这 个 抢 阵 是 把 单位 矩阵 工 相应 的 行 互 换 而 得 到 的 . 例如 ， 


01Y1fm a) /omtib O00t1b | /bh po 

1 0 mb) Vatob lo+op (a ow) 
为 了 把 矩阵 的 第 二 行 加 到 第 一 行 上 去 或 者 把 第 二 行 乘 以 标量 c, 只 须 对 矩阵 前 面 的 
单位 和 矩阵 因子 做 同样 的 运算 : 


和 a a2 |)_ /fatb oz 十 思 

0 1 bh bo b bw 全 
1 0 ma mw) {nm oa 

0 <c bh bz cb cb 全 


对 m xn 矩阵 的 情形 , 类 似 的 结果 也 成 立 . 用 来 表示 这 些 初等 行 运算 的 左 乘 因子 称 
为 初等 矩阵 . 
定义 ”对 mxm 单位 算 阵 了 做 一 次 初等 行 运 算 所 得 到 的 矩阵 妞 称 为 m Xm 初等 


起 阵 . 
于 是 有 三 类 初等 矩阵 , 它们 的 样本 是 


1000 1000 1000 
0001 0100 d100 
0010| 0030| 0 010 (50) 
0 100 0001 0001 
五 24 工 十 2 五 ss IT+dE2l 


一 般 地 , 设 Ik 表示 m x m 单位 矩阵 了 的 第 行 , 那么 把 了 中 的 第 i 行 与 第 j 行 互 
换 , 得 到 初等 置换 矩阵 玉 = (hij), 它 的 各 行 Hk 是 


Hi=I1;, Hi;=T, He=I: (k#i,)). (51) 
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类 似 地 , 了 的 第 i 行 乘 上 一 个 非 零 标量 c, 得 到 矩阵 M, 它 的 各 行 Mk 是 
Mi=cIi(c#0), Ms:=Ik(k#i). (52) 


如 果 Ei 如 前 所 述 , 是 一 个 只 在 第 i 行 第 j 列 上 有 一 个 元 素 1, 其 他 所 有 元 素 都 为 0 
的 矩阵 , 那么 矩阵 M 可 以 写成 M = 了 + (c 一 1)Bij. 最 后 , 把 工 的 第 ; 行 乘 上 d 后 
加 到 第 j 行 上 去 , 得 到 初等 矩阵 瑟 = 工 + dji, 它 的 各 行 Pk 是 


F;=L+dl;, F:=I:(k#)). (53) 


定理 13 对 mxn 矩阵 A 所 做 的 每 种 初等 行 运算 , 相当 于 对 矩阵 A 左 乘 一 个 相 
应 的 m x m 初等 矩阵 酝 . 
通过 直接 计算 乘积 瑟 4, 我 们 可 以 容易 地 得 到 定理 的 证 明 . 例如 , 考虑 把 4 的 
第 i 行 加 到 4 的 第 j 行 上 去 的 初等 行 运算 . 相应 的 初等 矩阵 下 的 各 行 Fs 由 (53) 
给 出 , 乘积 FA 的 每 一 行 总 是 由 第 一 个 因子 的 各 行 按 公式 (37) 求 出 , 所 以 
(FA); = FjA=(Ii+I1))A=IA+I;A= (1A);+ (1A);, 
(FA)k=FEA=IiA=(IA): (kz#)). 


这 些 方程 表明 , FA 的 各 行 是 把 T4 = 4 的 第 i 行 加 到 第 j 行 上 得 到 的 . 换 句 话说 ， 
这 里 所 讨论 的 初等 行 运算 把 4 变 为 A, 正如 定理 13 所 断言 的 . 
推论 1 ”每 个 初等 纸 阵 召 是 非 奇 异 的 . 
证 明 吾 是 从 工 通过 某 些 行 运算 得 到 的 . 这 些 运算 的 反 运 算 对 应 着 某 个 初等 矩阵 
五 并 把 忆 变 回 到 工 根据 定理 13, 它 把 瑟 变 为 B*E 所 以 百 * 至 = 也 因而 至 有 
左 逆 矩阵 E*, 所 以 是 非 奇异 的 . 
推论 2 ”如 果 两 个 m xn 乱 阵 A 筷 是 行 等 价 的 , 那么 刀 = PA, 其 中 成 是 非 
奇异 婚 阵 . 

这 因为 , 根据 定理 13 有 , B = EE,_1… E14, 其 中 每 个 E; 都 是 初等 矩阵 ， 
所 以 书 是非 奇 异 的 . 

初等 行 运算 和 用 初等 矩阵 左 乘 这 两 种 运算 之 间 的 等 价 性 对 高 斯 消去 法 给 出 另 
一 个 有 用 的 解释 . 在 通常 情况 下 , 最 后 在 主 对 角 线 上 没有 出 现 零 , 在 这 种 情况 下 , 一 
方面 系数 矩阵 4 被 化 成 上 三 角形 矩阵 U( 这 是 显然 的 ), 另 一 方面 , 因为 从 后 面 的 行 
减 去 第 i 行 的 倍数 的 运算 相当 于 用 一 个 下 三 角形 矩阵 Lk 左 乘 , 所 以 我 们 有 
n(n—1) 
3 


U=LL,-1:.……L14A=LA4, s< 


这 里 工 = L,L,-1… 工 1 是 下 三 角形 矩阵 . 因此 4X = B 等 价 于 UX = LB, 这 里 
U = 工 4. 因此 我 们 可 以 写成 4 = 工 -1U, 这 里 L-! 也 是 下 三 角形 矩阵 而 U 是 上 
三 角形 矩阵 , 这 称 为 4 的 “LU 分 解 ”. 
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矩阵 的 逆 可 以 用 初等 矩阵 来 计算 . 设 4 是 任意 非 奇异 方 阵 , 根据 7.6 节 定 理 9 
的 推论 3, 可 以 通过 初等 行 运算 把 4 化 为 单位 矩阵 工 因此 根据 定理 13, 对 适当 的 
初等 矩阵 互 1,…, 巨 , 我 们 有 
五 .万 。1… .五 14 = 工 


这 个 方程 的 两 边 都 右 乘 4-:, 那么 有 
EE 1 ET= A-. (54) 


等 式 左边 的 矩阵 是 这 列 初等 运算 1,…,E。 作用 到 单位 矩阵 上 而 得 到 的 结果 . 
这 就 证 明了 
定理 14 如 果 一 个 方 阵 和 通过 一 系列 行 运算 化 为 单位 矩阵 工 那么 把 这 同一 系列 
运算 作用 到 单位 答 阵 了 上, 就 给 出 给 阵 A 的 这 答 阵 . 
这 是 求 逆 矩阵 的 一 个 有 效 方法 . 给 定 任意 矩阵 4, 通过 有 限 次 有 理 运 算 或 者 得 
出 4 的 逆 矩 阵 , 或 者 化 成 一 个 等 价 的 奇异 矩阵 . 后 一 种 情况 4 没有 逆 . 对 于 大 于 
3 x 3 的 矩阵 4, 这 种 方法 比 起 用 行列 式 理论 求 道 4-:!( 参 看 第 10 章 ) 更 为 有 效 . 
附带 说 一 下 , 任意 非 奇异 矩阵 己 是 另 一 非 奇异 矩阵 的 逆 (P-!)-!1, 因此 , 像 (54) 
中 表示 的 那样, P 可 写成 初等 矩阵 的 乘积 ,这 同 定理 13 的 推论 1 结合 起 来 得 出 下 
面 结果 . 
定理 15 ” 方 阵 媚 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 可 以 表示 成 初等 矩阵 的 乘积 


三 = EB, 1...E. (55) 


推论 1 两 个 mxn 矩阵 入 和 万 是 行 等 价 的 当 且 仅 当局 = PA, 其 中 已 是 某 一 
非 奇 异 和 矩阵 . 

因为 BB 与 4 行 等 价 当 且 仅 当 B = EnEn-1… E14 其 中 1,…, En 都 是 初 
等 矩阵 (定理 13). 再 根据 定理 15, 这 相当 于 B = PA, 其 中 P 是 非 奇 异 的 . 

定理 15 在 二 维 情形 下 有 简单 的 几何 解释 . 2 x 2 初等 矩阵 只 有 下 面 几 种 


0 1 2 0 业 ", 慑 
ma- 人 (1 中 x=( m-( 2-): 
1 1 d 
下 12 = 中。 ra=( 中 


相对 应 的 线性 变换 , 如 8.1 节 中 给 出 的 那样 , 是 
Hi 是 对 于 过 原点 、 与 z 轴 成 45° 角 的 直线 的 平面 反射 . 
Milc > 0) 是 平行 于 z 轴 或 y 轴 的 压缩 或 伸 长 ). 
Mi(c<0) 是 先 压缩 (或 伸 长 ), 然后 再 对 于 z 轴 或 y 轴 进 行 反射 . 
Fi 是 平行 于 某 一 轴 的 切 变换 . 
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这 就 得 到 
推论 2 ”平面 上 任意 非 奇 异 齐 次 线性 变换 可 以 表示 成 切 变换 、 一 维 压缩 (或 伸 长 ) 
及 反射 的 乘积 . 

这 一 基本 的 几何 结论 是 通过 矩阵 进行 代数 论证 而 得 到 的 . 对 于 三 维 或 更 高 维 空 
闻 可 以 得 出 类 似 的 结果 . 

矩阵 的 初等 行 运算 只 包含 已 知 域 FF 内 的 运算 . 如 果 和 矩阵 4 的 元 素 都 是 有 理 数 ， 
而 所 考虑 的 域 是 实数 域 , 那么 初等 运算 可 以 同 只 包含 有 理 数 的 域 一 样 进行 . 在 这 两 
个 域 中 , 我 们 得 到 相同 的 梯形 矩阵 , 因此 线性 无 关 的 行 的 个 数 相同 . 
定理 16 ”如 果 域 下 上 的 矩阵 4 的 所 有 元 素 都 属于 一 个 比 局 小 的 域 ,那么 入 
相对 于 域 天 的 秩 同 A 相对 于 域 FF 的 秩 一 样 . 

行 的 等 价 运算 恰好 可 用 来 解 联 立 线性 方程 组 (2.3 节 和 7.5 节 ). 为 了 描述 它们 之 
间 的 联系 , 我 们 考虑 n 个 未 知 数 zi, …，,zn 的 m 个 方程 


Dj az =b (i=1,,m; j=1,.…,n). 
了 


未 知 数 的 全 体系 数 构成 m x 矩阵 4 = (aij), 而 常数 项 请 ……,bm 构成 列 向 量 
BT. 方程 组 可 以 写成 矩阵 形式 AXT = BT, 其 中 XT 是 未 知 数 的 列 向 量 (是 行 向 
基 X = (zi1,…,zn) 的 转 置 ). 常数 列 向 量 BT 可 以 添加 到 已 知 系数 矩阵 4 中 构成 
m x (2 十 1) 矩阵 (4 BT), 这 就 是 所 谓 的 已 知 方程 组 的 增 广 短 阵 ， 对 增 广 矩阵 的 
行进 行 的 运算 , 对 应 于 把 已 知 方程 组 化 为 等 价 方程 组 的 运算 , 所 以 ,如 果 两 个 方程 组 
AXT = BT 和 A*XT = B*T 的 增 广 矩 阵 是 行 等 价 的 ， 那 么 这 两 个 方程 组 有 相同 的 
解 XT 


习 题 


ty 


对 8.3 节 习 题 9(a) 中 列 出 的 矩阵, 求 出 它们 的 行 等 价 梯形 和 矩阵. 

(a) 列 出 所 有 可 能 的 3 x 3 初等 矩阵 . 

(b) 画图 表示 每 个 形 如 (51) ~ (53) 的 n x n 初等 甜 阵 . 

分 别 求 出 正文 中 列 出 的 4 x 4 初等 矩阵 及 24, 了 + 2Es3, 了 + dE2i 的 道 . 
通过 对 定理 15 下 面 的 5 个 矩阵 直接 进行 计算 , 证 明 2 x 2 矩阵 情形 下 的 定理 13. 


求 出 矩阵 
1 3 
2 1 | 和 的 道 . 
1 0 


. 把 下 列 各 矩阵 表示 成 初等 矩阵 的 乘积 : 


名 芋 旬 Be 
wo 
mm bn 口 
DOor- 
oNb 


名 
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加 ( | 四 ( 3) (©) 习题 5 的 第 一 个 短 陈 


7, 把 变换 z' = 2z 一 5y,y = -3z +y 表示 成 切 变换 、 一 维 压 缩 及 反射 的 乘积 . 
"8. 对 三 维 空间 令 述 并 证 明 与 定理 15 的 推论 2 相 类 似 的 命题 . 用 7.5 节 习 题 3 改进 你 的 
结果 . 
9. 证 明 , 任意 2 x 2 非 奇 异 矩 阵 可 以 表示 成 矩阵 


@ 让 全 Ha(s eo wm) 


的 乘积 , 这 个 结果 的 几何 意义 是 什么 ? 

10. 证 明 : 抢 阵 乘积 的 秩 绝 不 能 超过 它 的 因子 中 任何 一 个 的 秩 . 

11. 证 明 : 线性 方程 组 AXT = BT 有 和 解 当 且 仅 当 矩阵 4 的 秩 等 于 增 广 矩阵 (4 BT) 的 
秩 . 

12, 设 非 齐 次 线性 方程 组 4XT = BT 的 特 解 为 XT = X38, 证 明 ; 该 方程 组 的 每 一 个 解 
XT 可 以 表示 成 XT = XE8 +YT, 其 中 YT 是 齐 次 线性 方程 组 AYT = 0 的 解 . 反之 


13. 证 明 , 如 果 系 数 在 域 F 中 的 线性 方程 组 在 FF 中 没有 解 , 那么 它 在 任意 比 大 的 域 中 
也 没有 解 . 
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类 似 于 初等 行 运算 的 运算 也 可 以 作用 到 矩阵 的 列 上 . 于 是 作用 到 m xn 矩阵 4 
上 的 初等 列 运 算是 指 下 面 运算 中 的 任何 一 种 : (i) 4 的 任意 两 列 互 换 ; (ii) 任意 一 列 
乘 以 一 个 非 零 标量 ; (iii) 某 一 列 的 任意 倍数 加 到 另 一 列 上 . 

如 果 用 转 置 矩 阵 AT 代替 矩阵 4, 可 以 把 初等 列 运算 变 成 初等 行 运算 , 反之 亦 
然 . 特别 是 , 4 可 以 通过 一 系列 初等 列 运算 变换 成 B 当 且 仅 当 4T 可 以 通过 一 系 
列 初等 行 运算 变换 成 BT. 根据 定理 15 的 推论 1, 这 就 意味 着 BT = P4T 或 者 
B= (BT)7 = (P47)7 = 4PT = 4Q, 其 中 Q = PT 是 非 奇异 矩阵 ， 反 过 来 ， 
B = 4Q, 这 里 非 奇 异 矩 阵 Q 使 得 B 与 4 列 等 价 . 因此 , 列 运算 作用 到 矩阵 上 等 
价 于 用 非 奇异 矩阵 右 乘 这 个 矩阵 . 同 每 个 初等 列 运算 相对 应 的 右 乘 因子 , 可 以 通过 
把 这 个 初等 列 运 算 作 用 到 单位 矩阵 上 来 求 出 , 差不多 和 定理 13 一 样 . 

初等 列 运算 与 初等 行 运算 可 以 一 起 使 用 . 我 们 可 以 定义 两 个 m xm 抢 阵 4 和 
如 等 价 当 且 仅 当 A 通过 一 系列 初等 行 运算 和 初等 列 运算 变换 成 B, 于 是 我 们 得 到 
下 面 结果 . 
定理 17 两 个 m xn 矩阵 从 与 召 等 价 当 且 仅 当 对 适当 的 到 xm 非 厅 异 短 阵 忆 
和 兄 Xxm 非 奇 异 和 矩阵 Q, 有 B= P4Q. 
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联合 使 用 初等 行 运算 和 初等 列 运算 , 我 们 可 以 把 矩阵 化 成 非常 简单 的 标准 型 ( 见 
9.5 节 ). 
定理 18 ”任意 mm x 婚 阵 入 等 价 于 一 个 对 角 和 矩阵 万 , 其 中 对 角 线 元 素 (是 指 元 素 
的 行 标 和 列 标 相同 ) 或 者 是 0 或 者 是 1 并且 在 对 角 线 上 所 有 的 1 在 所 有 的 0 前 面 . 
显然 , 如 果 了 是 DD 中 非 零 元 素 的 个 数 , 当然 ,7 < m,7 < n, 那么 DD = D; 可 以 
表示 成 分 块 矩 阵 为 
D.= ( I On ) 3 (56) 


ee 


其 中 五 是 + xr 单位 矩阵 , O;,; 表示 i x j 零 矩 阵 . 

通过 对 4 的 行 数 m 使 用 归纳 法 , 来 证 明 这 个 定理 . 如 果 4 的 所 有 元 素 都 是 零 ， 
那 就 无 须 证 明 . 车 不 然 , 通过 行 置换 与 列 置 换 , 我 们 可 以 把 某 个 非 零 元 素 c 移 到 au 
的 位 置 . 然后 第 一 行 乘 上 c-!, alt 位 置 的 元 素 就 化 为 1. 再 分 别 把 第 一 行 于 上 适当 
的 倍数 加 到 其 他 各 行 中 , 可 以 把 第 一 列 的 其 他 元 素 都 化 为 零 . 用 同样 的 方法 可 以 把 
第 一 行 的 其 他 元 素 化 为 零 . 于 是 矩阵 4 就 化 为 下 面 形式 的 等 价 矩 阵 ， 

B- (5 2), c 是 m-Dxf-1 短 降 (57) 

再 根据 对 和 矩阵 C 做 的 归纳 法 假定 , 就 证 明了 这 个 定理 . 
定理 19 等 价 拒 阵 具 有 相同 的 秩 . 
证 明 ”我 们 已 经 知道 (7.5 节 定理 7), 行 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 行 空间 , 因而 具有 相 
同 的 秩 . 因此 我 们 只 须 证 明 列 等 价 矩 阵 4 和 B = 4Q(Q 是 非 奇 异 矩阵 ) 具有 相同 
秩 . 再 有 , 根据 定理 11, 如 果 4 和 B 具有 相同 的 零度 , 则 上 述 结论 正确 , 当 4 和 
瑟 有 相同 的 零 空间 时 , 它们 一 定 具有 相同 的 零度 . 事实 上 , 由 XA = O 显然 可 推 
出 X = 4Q = 0Q = 0; 反 过 来 , 由 XB = O 可 推出 XA = XAQQ-! = 
XBQ-! = OQ-! = O, 这 就 是 说 , 列 等 价 算 阵 具有 相同 的 零 空间 . 
推论 1 一 个 mxn 乱 阵 4 同一 个 且 只 同一 个 形 为 (56) 的 对 角 矩 阵 等 价 ; A 的 秩 
7 由 对 角 线 上 的 1 的 个 数 7 来 确定 . 
推论 2 等 价 乱 阵 具有 相同 的 列 秩 . 
证 明 ”矩阵 4 的 列 秩 (4 的 线性 无 关 列 向 量 的 最 大 个 数 ) 等 于 4 的 转 置 年 阵 4T 
的 行 秩 . 但 是 4 和 B 的 等 价 性 推出 AT 和 BT 的 等 价 性 . 根据 定理 19, AT 和 BT 
具有 相同 的 秩 , 所 以 4 和 B 具有 相同 的 列 秩 . 

标准 型 (56) 中 矩阵 的 秩 同 列 秩 一 样 ; 根据 等 价 性 , 秩 是 不 变 的 , 所 以 我 们 导出 
推论 3 ”给 阵 的 { 行 ) 秩 总 等 于 它 的 列 秩 . 
推论 4 两 上 m xn 矩阵 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 秩 . 
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如 果 两 个 矩阵 等 价 , 则 它们 具有 相同 的 秩 (定理 19); 如 果 两 个 矩阵 有 相同 的 秩 ， 
则 两 个 矩阵 都 等 价 于 同一 个 标准 型 DD( 推 论 1), 因此 它们 彼此 等 价 . 
推论 5 nxn 矩阵 和 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 与 单位 矩 阵 工 等 价 . 

这 是 因为 , 由 推论 4, 4 等 价 于 工 当 且 仅 当 4 的 秩 等 于 n; 再 由 定理 12, 4 的 
秩 等 于 n 当 且 仅 当 A 是 非 奇 异 的 . 故 推论 5 得 证 . 


习 是 


. 通过 计算 下 列 矩 阵 的 行 秩 和 列 秩 验 证 定理 19 的 推论 3: 
(a) 7.6 节 习 题 1 中 的 矩阵 . 
(b) 7.6 节 习 题 7(a) 和 7(b) 中 的 矩阵 . 
2. 对 7.6 节 习 题 2 的 每 个 矩阵 , 求 出 等 价 的 对 角 矩 阵 . 
3. 对 7.6 节 习题 7 的 矩阵 , 求 出 等 价 的 对 角 和 矩阵 . 
设 T 是 m 维 向 量 空间 V 到 n 维 向 量 空间 W 的 线性 变换 , 证 明 : 在 V 和 W 中 适当 
地 选取 基 , 使 得 了 的 方程 取 成 形式 y; = zi(i=1… ,7),yj = 0(j = 二 7 十 1,.…,n). 
5，(a) 证 明 : 任意 初等 矩阵 的 转 置 还 是 初等 矩阵 . 
(b) 用 (a) 证 明 : 非 奇 异 矩阵 的 转 置 还 是 非 奇异 矩阵 . 
“6. 证 明 : 如 果 n x n 和 矩阵 A 和 B 的 秩 分 别 为 r+ 和 s, 那么 4B 的 秩 不 少 于 (7 十 s) 一 n. 
(提示 : 利用 4 的 标准 型 ). 
“7，(a) 证 明 零 度 的 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 定律 : 乘积 4B 的 零度 绝 不 超过 这 两 个 因子 的 
零度 之 和 , 并 且 绝 不 少 于 4 的 零度 . 如 果 4 是 方 阵 , 则 4 的 零度 至 少 等 于 B 
的 零度 . 
(b) 给 出 例子 说 明 乘 积 AB 的 零度 可 以 达到 上 述 两 种 界限 情况 . 
8. 证 明 : 对 角 线 元 素 全 不 为 零 的 任意 n x n 非 奇异 矩阵 PP 可 以 写成 已 = TUT, 其 中 也 
和 U 都 是 三 角形 矩阵 . 
9. 证 明 : 一 个 m x n 矩阵 4 的 秩 至 多 是 1 当 且 仅 当 它 可 以 表示 成 乘积 4 = BC, 其 中 
B 是 mx1 算 阵 ,C 是 1xpmn 和 矩阵 . 
10. 证 明 : 任意 秩 为 7 的 矩阵 等 于 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 
“11. 设 一 系列 初等 行 运算 忆 1,…,- 适当 交叉 一 系列 初等 列 运 算 B'1,…, EE', 把 矩阵 4 
化 为 工 证 明 : 4 = QP, 这 里 P= 刀 …. 也 1,Q = 丽 1… 百 '。 是 通过 单位 矩阵 工 进 
行 一 系列 相同 的 初等 运算 而 得 到 的 矩阵 . 
12. 证 明 : 像 定理 18 那样 , 如 果 PQ = 万 , 那么 联 立 线性 方程 组 4XT = BT(8.8 节 ), 可 
以 通过 求解 方程 DY7 = PB”, 然后 再 计算 XT = QYT, 来 求解 XT. 


Le 


9 


“8.10 ” 双 线 性 函数 与 张 量 积 
现在 设 V 和 W 是 同一 域 上 的 任意 两 个 向 量 空间 ， 如 果 两 个 变量 ¢ e V 和 
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7 EW 的 函数 f(&,7) 在 下 中 取 值 , 满足 对 所 有 &,é eV 和 所 有 人 办 EW 有 
f(a€ + bé',n) = af(é,"n) + bf(é,n), (58) 


f(é,cn + dn’) = cf(é,7) + df(é, 7), {58) 


那么 称 f(&,m) 是 双 线 性 函数 . 重复 在 证 明 7.12 节 定 理 23 时 用 过 的 论证 方法 , 我 们 
容易 得 到 下 面 的 结果 . 

定理 20 如 果 V 和 W 分 别 具 有 有 限 基 B1,…,Bn, 和 7 了,…,Yn， 那么 变量 为 
€=T1B1 十 … 十 ZmBm 和 二 WY1 十 … 十 YnYn 的 双 线 性 函数 具有 形式 


JE 可 = Drioy, os=f(B7). (59) 
i=1 j=1 

注意 , (59) 式 的 两 个 方程 描述 了 域 上 的 矩阵 4 = (ai;) 和 双 线性 函数 三: 
Fm x FP" 一 下 之 间 的 可 逆 函 数 和 一 > 和 ff: 一 4, 这 里 Fmx "是 1.11 节 中 定 
义 的 Fm 和 F" 的 笛 卡 儿 积 . 因此 (59) 表示 的 对 应 是 双 射 . 

上 述 双 射 能 够 推广 . 我 们 可 以 定义 一 个 双 线性 函数 h(€,”), 它 的 变量 & 和 分 
别 在 向 其 空间 V 和 W 中 , 函数 值 取 在 第 三 个 向 量 空 间 U 中 (U,V 和 W 是 同一 个 
域 上 的 向 量 空 间 ). 也 就 是 说 , 这 样 的 函数 及 :Vx W 一 U, 当 它 满足 (58) 和 (58 人 ) 
时 , 就 称 为 是 双 线 性 的 . 

存在 很 多 这 种 函数 . 例如 , R3 中 两 个 向 基 的 外 积 上 x7 是 一 个 双 线性 函数 , 其 中 
取 U=V=W = Rs. 同样 ,如 果 我 们 设 U=V=W = M 是 域 下 上 所 有 nxn 算 
阵 组 成 的 向 量 空间 , 那么 , 如 定理 3 和 定理 5 所 述 “ 和 矩阵 乘积 ” 函数 p(4, B) = AB 
是 从 Mn x Mn 到 Mn 的 双 线 性 函数 . 

上 面 定理 20 的 结论 对 于 前 面 说 的 更 一 般 的 情况 也 是 成 立 的 , 其 证 明 类 似 . 
定理 21 设 已 上 的 向 量 空间 六 和 WW 分别 具有 有 限 基 Bi1,…,Bn 和 Ti，…Tn， 
那么 , 下 上 第 三 个 向 量 空间 U 中 的 任意 mn 个 向 量 5 确定 一 个 双 线 性 函数 及 : 
VxW 一 UV, 它 由 公式 rd 

h(é,n) = 》 >》 riyi0i (60) 
i=1 j=1 
给 出 , 其 中 EWN EW. 而 且 ,任意 双 线 性 汪 数 hh:V XW 一 U 都 可 表示 为 (60) 
的 形式 , 其 中 0i; = 二 h(Bi,7Yj), 所 以 吾 一 hh 是 从 所 有 mxn 答 阵 有 H= (0;;)(0i; EU) 
的 集合 到 双 线 性 函数 及: Vx W 一 U 的 集合 的 一 个 双 射 . 

这 个 定理 暗示 给 我 们 一 种 得 到 标准 的 或 “最 一 般 的 "V x W 上 双 线 性 函数 人 @ 
的 方法 , 这 里 符号 @@ 能 常 写 在 自 变量 中 间 , 如 四 了 = Q@( 可. 这 个 函数 四 在 一 
个 新 的 向 量 空间 中 取 值 , 这 个 空间 记 作 V@W. 事实 上 , 我 们 来 构造 这 个 空间 , 使 
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它 有 一 组 基 由 mn 个 向 量 oij(i = 1,…,m; j = 1,…,n) 组 成 , 这 些 oi 是 四 作用 
到 V 和 W 的 基 向 量 上 而 取 的 值 , 即 oi; = B;@7Yj- 这 就 意味 着 函数 @ 可 以 定义 
为 

(e181 + + omBm) ONY +t Yn) = DD riya (61) 

i=1 j=1 
同 (60) 式 一 样 , 这 里 只 是 用 ou 代替 (60) 中 的 05. 然而, 这 个 新 空间 V @ W 最 好 
是 用 一 个 不 依赖 于 站 和 W 的 基 的 选择 的 固有 性 质 来 描述 , 如 下 所 述 . 
定理 22 对 于 域 刃 上 任意 给 定 的 有 限 维 向 量 空间 V 和 WW, 存在 向 量 空间 V@OW 
和 双 线 性 函数 
四 :7x 克 一 VQ@T 


具有 如 下 性 质 : 对 于 情 上 任意 向 量 空间 U 的 任意 双 线 性 函数 :VxXW 一 U 可 以 
通过 四:Yx 了 一 YY 因 克 表示 成 


h(é,n)=(8NT, éeVneW, 


其 中 全 是 唯一 的 线性 函数 T:V@W 一 UU. 

证 明 ”我 们 首先 按 上 面 方法 构造 @， 然 后 像 (60) 那样 ， 可 以 通过 mn 个 向 量 
95 = h(Bi,Y;) 来 表示 任意 双 线性 函数 h. 现在 由 (60) 和 (61) 两 式 的 平行 关系 引导 
出 一 个 线性 变换 T:V @W 一 UV, 当 把 它 看 作 把 V@W 的 每 个 基 向 量 oij 变 到 UU 
中 的 9i; 的 变换 时 , T 是 唯一 确定 的 . 那么 公式 (60) 变 成 


h(€,m) = DD zisT) = (0 Dry)T = (EW)T, 


满足 定理 要 求 ， 另 一 方面 , 如 果 对 某 个 线性 变换 7T' : V@W 一 VU， 有 h(&,7) = 
传 @m)T" 那么 有 


ayT’ = (BOY)T =0, =] 


于 是 7T' 一 定 是 上 面 用 过 的 T. 因此 了 是 唯一 的 , 如 定理 所 述 . 

例 设 V=F™m,W= J", 设 Bi,…,Bm 和 1,…,Yn 分 别 是 空间 V 和 W 的 标准 
单位 向 量 e1,… ,em 和 es 那么 VY 因 本 = Fn 可 以 是 由 所 有 m xn 和 矩阵 
(o5) 组 成 的 空间 , 而 @ 把 每 个 (&,7) eV x W 映射 到 秩 为 1 的 矩阵 (zi;y;) = (aij). 
每 个 双 线性 函数 9:V x W 一 UV 由 mn 个 向 量 b(ei,e'i) = hiy 来 确定 . 那么 函数 9 
显然 是 @ 和 线性 函数 了 :V @@W 一 U 的 合成 @T, @ 像 上 面 那样 定义 , T 用 公式 
[(ajy)JT = 学 aijhiy 来 定义 , 这 因为 对 所 有 & EeE VneW, 有 (€@@DT = Dziyjhis. 
泛 性 质 (Universality) ”这 个 定理 可 用 图 表示 如 下 
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VxWw -@ -re@r 


了 
h 


U 


图 中 顶 上 一 行 是 “标准 ” 双 线 性 函数 @, 底下 一 行 是 任意 双 线 性 函数 h; 这 个 定 
理 表明 , 总 是 恰好 存在 一 个 线性 变换 T, 使 得 图 按照 @T = h“ 画 出 ”, 即使 得 
AI) = (四 m)T. 由 于 这 个 原因 , @ 称 为 汽 双 线性 函数 , 而 其 他 任何 双 线 性 函数 
h 可 以 由 它 得 到 . 
特别 是 , 如 果 我 们 构造 另 一 个 任意 的 标准 双 线性 函数 @', 也 具有 同样 的 “ 泛 性 
质 "一 一 比方 说 , 使 用 V 和 W 的 不 同 基 一 一 我 们 将 有 图 表示 如 下 ， 


Nl 


VO'W 


满足 T= @' 和 @'T' = 四 . 这 就 意味 着 @TT' = @ = @ 了 其 中 了 是 恒 等 变 
换 . 根据 定理 , 这 又 意味 着 TT' = 工 类 似 地 有 T'T = 了, 所 以 了 是 可 道 变换 , 它 的 逆 
是 7', 因 此 了 是 一 个 同 构 V@OW 全 V@'W. 

具有 “ 泛 性 质 ” 的 空间 V@W 称 为 空间 V 和 W 的 张 量 积 ， 上 段 叙 述 的 结 
论 表明 , 这 “证 性 质 ” 唯 一 地 (在 同 构 意义 下 ) 确定 这 个 空间 ， 例 如 , 我 们 不 从 基 
Bi1,…,Bm 和 Ti……Tn 来 构造 V@W, 而 是 从 V 和 W 的 另外 不 同 的 基 来 构造 ， 
得 到 一 个 同 构 空 间 V @W. 就 这 一 点 而 言 , 这 张 量 积 空间 V@W 可 以 不 用 任意 基 
(对 于 无 穷 维 空间 V 和 W 用 无 穷 多 个 基 向 量 ) 而 用 其 他 方法 来 构造 , 它 总 是 具有 相 
同 的 “ 泛 性 质 ”. 我 们 特别 用 它 的 基 B; @ 7Y; 来 构造 , 就 会 看 到 , 它 的 维 数 是 


dim(V@W) = dimV + dimW. 
另外 , 当 给 定 一 个 空间 V 和 它 的 对 侦 空 间 V*, 我 们 可 以 构造 各 种 张 量 积 ， 
V@V, VOVOV, ,VOV", rerer… 
在 微分 几何 和 相对 论 中 用 到 这 些 张 基 空间 . 
习题 


1. 证明, 由 (59) 定义 的 映射 了 一 4 是 向 量 空间 的 一 个 同 构 , 它 是 从 Vx W 上 所 有 双 
线性 函数 的 空间 到 F 上 所 有 m x n 甜 阵 的 空间 的 同 构 . 
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证 明 : 公式 q(z) = a(z)p'(z) 定义 了 一 个 双 线 性 函数 $(a,p) = 9, 它 是 从 所 有 实 多 项 式 
的 空间 做 成 的 币 卡 儿 积 RIz] x RIz] 到 及 [z] 的 一 个 双 线 性 函数 . 
证 明 : 函数 p(4,B) = AB 是 从 VxW 到 U 的 双 线 性 函数 ,这 里 V 是 上 所 有 mmx” 
矩阵 的 空间 , W 是 已 上 所 有 > x n 抢 阵 的 空间 . U 是 什么 空间 ? 

在 习题 4 和 习题 5 中 , 设 U,V,W 是 下 上 任意 向 量 空间 . 
建立 下 面 的 自然 同 构 : 


V@F SV, VOW SWOVUOVOW) = (VOV)OW. 


» 


» 


2 


nn 


证 明 : 集合 Hom(V @ W,U)=Hom(V, Hom(W,U)). (Hom(S,T)) 的 定义 见 8.2 节 末 尾 .) 
在 V@@W 中 每 个 向 量 是 元 素 《@”n 的 和 , 证 明 ; 存在 不 能 表示 成 单个 元 素 《<@@7 的 
向 量 . (提示 : 取 V = F? = W.) 
"7. m x m 矩 阵 A 和 nxn 和 矩阵 B 的 克 罗 内 克 尔 积 A @@ B 是 一 个 矩阵 C, 它 的 元 素 为 
cpq = Qikbjt, 这 里 p 和 9 是 按 适 当 次 序 排列 的 数 对 (7) 和 (k, 0. A@B 同 V@W 
上 什么 样 的 线性 变换 自然 对 应 ? 


国 
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对 于 方 阵 成 立 的 代数 定律 可 应 用 到 其 他 代数 系统 中 , 例如 哈密 顿 四 元 数 , 这 些 
四 元 数组 成 实数 域 上 的 四 维 向 量 空间 , 它 的 基 由 四 个 特殊 的 向 量 构 成 , 它们 分 别 记 
作 1,i,j,k. 四 元 数 的 代数 运算 就 是 通常 的 两 种 向 量 运算 (向 量 加 法 和 数 乘 运算 ), 再 
加 上 四 元 数 乘法 的 新 运算 . 
定义 ”四 元 数 是 向 量 工 二 To 十 TZ1i 十 Z2j 十 Tak, 其 中 系数 zo,Zl,z2,Z3 为 实数 . 四 
元 数 1,i,j,k 中 任意 两 个 的 乘积 定义 如 下 : 首先 要 求 把 1 当 作 单 位 元 素 ,， 其 他 按照 
下 表 

=j=P=-l 
ij=-ji=k, jk=—kij=i, ki=—ik=j (62) 

如 果 c 和 d 是 任意 标量 , 而 1,m, 是 1,i,j,k 中 任意 两 个 , 那么 乘积 (cl)(dm) 定义 为 
(cd)(lm). 这 些 法 则 连同 分 配 律 一 起 就 确定 了 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 . 


例如 ,如果 2==zo 十 Z1i 十 2z2j 十 Zak 和 = Vo 十 Wi 十 Yoj 十 yak 是 任意 两 个 四 
元 数 , 那么 它们 的 乘积 是 


TY = ToYo — ZT1Y1 — T2Y2 一 Z3y3 
+ (Toyi + zl1yo + T2y3 一 Tay2)i 
+ (Zoy2 + TZ2Yo + Tay1 — T1Y3)j 
+ (Zoys + Zayo + ZT1Y2 一 TZ2Y1)k. (63) 
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虽然 四 元 数 乘法 不 满足 交换 律 , 但 是 它们 满足 关于 域 的 其 他 每 个 公设 . 具有 上 述 性 
质 的 数 系 称 为 体 (或 可 除 环 ). 
定义 ”满足 下 列 条 件 的 元 素 系统 尼 称 为 体 , 它 在 单 值 二 元 运算 一 一 加 法 和 乘法 之 
下 是 封闭 的 , 并 且 
(i) 在 加 法 之 下 , R 是 含有 单位 元 素 0 的 交换 群 ; 
的 在 乘法 之 下 , 全 体 不 为 0 的 元 素 构成 群 ; 
( 阁 ) 两 种 分 配 律 都 成 立 


alb+o)=abtac 和 (a+bc=ac+bc. 


从 这 些 公设 容易 导出 法 则 a0 = 0a = 0, 因而 导出 含有 因子 0 的 乘法 结合 律 . 由 
此 推出 , 任意 可 交换 的 体 是 一 个 域 . 我 们 还 看 到 , 在 体 上 与 8.1 节 ~8.7 节 的 结果 相 
类 似 的 结果 也 成 立 , 只 要 我 们 注意 一 下 出 现 标量 因子 的 那 一 边 . 例如 , 对 于 向 量 & 与 
标量 c 的 乘积 cé, 我 们 把 标量 c 写 在 左边 , 而 在 定义 变换 和 标量 c 的 乘积 时 (8.2 
节 ), 我 们 把 标量 写 在 右边 &(Tc) = (c&)7T, 同样 , 矩阵 与 标量 相 乘 时 , 我 们 把 标 基 写 
在 右边 . 于 是 体 RR 上 左 向 量 空间 的 线性 变换 了 组 成 的 空间 是 R 上 的 右 向 量 空间 . 
定理 23 ”全 体 四 元 数 构成 一 个 体 . 

每 个 公设 的 证 明 , 除了 乘法 逆 的 存在 性 (根据 6.4 节 定 理 3, 它 可 推出 消去 律 ) 
和 乘法 结合 律 以 外 , 部 是 显然 的 . 为 了 证 明 每 个 非 零 四 元 素 z = zo 十 21 十 x2j 十 Tak 
有 逆 , 我 们 定义 2 的 共 耗 数 2* = zo 一 71i 一 72j 一 Zak. 那么 容易 看 出 ,用 N(z) = zz 
定义 的 z 的 范 数 是 一 个 实数 , 它 满足 


es 当 z #0. (64) 


因此 4 的 逆 是 地- 


利用 复数 很 容易 完成 结合 律 的 证 明 . 诚然 , 从 (64) 式 容易 看 出 , zz = za = 0 的 
全 体 四 元 数 > = zo + z1i 构成 一 个 与 复数 域 同 构 的 子 系统 . 此 外 , 有 


T= (zo 十 zii) 十 (zz 十 zsi7 = 1 + z2), (65) 


其 中 zi 和 22 的 性 质 很 像 普通 的 复数 . 实际 上 , (62) 的 所 有 运算 法 则 包含 在 展开 式 
(65) 及 结合 律 、 分 配 律 和 法 则 


Aji=jzt, F=-l (66) 


中 , 式 中 人 = zo 一 71i 是 和 = zo 十 zii 的 复 共 思 d (并 且 是 四 元 数 共 罗 ). 诚然 , 两 个 
形 为 (65) 的 四 元 数 的 乘积 是 


(1 + 227)(w1 十 ap27) = (zaapl — Z1w$) + (zaa02 + 22wi)i. 
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用 这 个 公式 , 我 们 可 以 很 容易 地 验证 结合 律 . 
每 个 四 元 数 z 满足 一 个 以 z 和 z* 为 根 的 实 系数 二 次 方程 f(t) = 0. 这 个 方程 
是 
ft) = (tr)(t— 0) = (+r)t+rr = — 2r0t + N(z). 


任意 四 元 数 > = zo + zii + zaj 二 zsk 可 以 分 解 为 它 的 实数 部 分 zo 和 它 的 “ 纯 

四 元 数 ” 部 分 z1i + zaj + zak. 它们 有 各 种 有 趣 的 性 质 (参见 习题 2(c) 和 习题 15)， 

最 稀奇 的 一 个 性 质 是 关于 纯 四 元 数 & = zii+z27+zsk 和 刀 = ni+2z7+3o 大 的 乘 
法 . 根据 定义 , 有 

én7 =€ x7— (é,n), (67) 


式 中 &€ xn = (z2y3 一 23y2)i 十 (Z3y1 一 ZT1VY3)j 十 (Tig2 一 2z2y1)k 是 通常 的 和 的 
外 积 ( 即 向 基 积 ), (&,7) = zivy1 + z2g2 + zys 是 第 7 章 中 定义 过 的 内 积 . 就 是 由 于 
这 个 恒等式 (67), 从 1850 年 到 1900 年 这 半 世 纪 里 , 很 多 近代 三 维 向 量 空 间 分 析 都 
用 四 元 数 的 语言 来 表达 . 

1944 年 艾 兰 伯 格 (Eilenberg) 和 尼 文 (Niven) 证 明了 , 任何 四 元 数 系数 多 项 式 
方程 f(x) = ao + az 十 … 十 anz" = 0( 其 中 an 关 0,n > 0) 具有 一 个 四 元 数 解 . 


习 题 


- 


. 分别 对 下 列 两 种 情况 解 方程 zc = ad: 

(a) c=i, d=1+3; (b)c=2+j,d=3+k. 

(a) 证 明 : 2? = -1 有 无 穷 多 个 四 元 数 解 x 

(b) 说 明 这 同 3.2 节 关于 多 项 式 根 数 的 定理 3 的 推论 为 什么 不 矛盾 . 

(c) 证 明 : 实 四 元 数 是 其 平方 后 为 正 实数 的 那些 四 元 数 , 而 纯 四 元 数 是 其 平方 后 为 负 实 
数 的 那些 四 元 数 . 并 证 明 : 满足 条 件 z? < 0 的 四 元 数组 成 的 集合 在 加 法 和 减法 之 
下 是 封闭 的 . 

(d) 证 明 : 如 果 9 不 是 实数 , 那么 z? = 9 恰 有 两 个 四 元 数 解 . 

. 设 a=1+it+% b=1+j+k, 

(a) 求 a+b, ab a—b, ia—2b, a*, aa”™. 
(b) 解 方程 az = b,za =b,7z? =b,bz+(2j+k)=a. 

.从 (62) 式 导 出 乘法 表 (66). 

(a) 证 明 : z 的 范 数 N(z) = zz* 是 28 十 x? 十 3 十 3. 

(b) 证 明 : z*y* = (yz)”*. 

. 证 明 : 在 非 零 四 元 数组 成 的 乘法 群 中 , 它 的 中 心 确实 是 由 全 体 非 零 实 四 元 数组 成 . 

. 证 明 : 当 a 关 0 时 , 四 元 数 方程 za = 的 解 是 唯一 确定 的 . 

证 明 : 如 果 四 元 数 zx 满足 含有 实 系数 oo 和 bo 的 二 次 方程 z? 十 aoz + bo = 0, 那么 每 

个 四 元 数 a-'zq(q 关 0) 满足 相同 的 二 次 方程 . 


Bd 


» 


mp 
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. 证明: 四 元 数 乘法 满足 结合 律 . (提示 : 用 (65) 式 和 (66) 式 .) 
在 四 元 数 代数 中 证 明 : 元 素 士 1, i, 十) 士 g 构成 一 个 乘法 群 . (这 个 群 可 以 直接 定义 , 它 


称 为 四 元 数 群 .) 


，(a) 列举 四 元 数 群 (习题 10) 的 全 体 子 群 , 并 证 明 它 们 都 是 正规 子 群 . 


(b) 证 明 , 四 元 数 群 与 正方 形 对 称 群 不 同 构 . 


，(a) 证 明 : 全 体 具 有 有 理 系数 ri 的 四 元 数 > = zo + zai + zz7 十 zak 构成 一 个 体 . 


(b) 证 明 , 对 于 具有 复 系数 的 四 元 数 , 情况 不 是 这 样 . (注意 : 不 要 把 V-1 e€ C 与 四 元 
数 单位 i 混同 起 来 .) 


. 证 明 : 在 体 中 , 加 法 交换 律 可 从 其 他 公设 推出 ，( 提 示 : 按 两 种 不 同 的 方式 展开 (a 十 


b+D) 
如 果 把 3 解释 为 oo- 那么 你 能 够 证 明 2.1 节 定 理 2 的 多 少 个 条 件 在 一 般 体 中 成 立 ? 


. 证明: 两 个 向 量 的 外 积 不 满足 结合 律 ， 
. 证 明 : 如 果 两 个 整数 a 和 b 都 是 四 个 整数 的 平方 和 , 那么 乘积 ab 也 是 四 个 整数 的 平方 


和 . (提示 : 用 习题 5.) 
从 六 = 六 = 局 二 ijk 二 一 1 推导 (62) 的 所 有 运算 法 则 . 
对 于 以 四 元 数 为 元 过 的 矩阵 , 公式 (4B)" = BT4T 成 立 吗 ? 
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9.1 “ 基 的 变换 


在 向 量 空间 Y 中 , 向 基 & 的 坐标 依赖 于 Y 的 基 的 选取 ( 见 7.8 节 ), 因此 , 基 的 
任意 变化 将 引起 上 的 坐标 的 变化 . 例如 , 在 实 平面 R? 中 , 向 量 B = 4e1 + 2e2, 按照 
定义 , 它 关于 由 单位 向 量 s: 和 ss 组 成 的 基 的 坐标 是 (4, 2). 向 量 


al =2sl，a2 =Eel 十 ec2 (1) 


也 可 以 构成 一 组 基 , 关于 这 组 基 , B 可 表示 成 B = aa + 2a2. 系数 1 和 系数 2 是 8 
关于 这 组 新 基 的 坐标 (也 就 是 关于 图 9-1 所 表示 的 斜 角 坐 标 系 的 坐标 ). 


图 91 


更 一 般 地 , 任意 向 量 上 关于 新 基 aa, as 的 坐标 z1,2z3 可 以 从 的 “ 老 ” 坐标 
Zz1,T2 按 下 面 方法 求 得 . 按照 定义 (7.8 节 ), 这 两 组 坐标 是 向 量 & 关于 两 组 基 表达 式 
的 系数 

€= Z1E1 + T2€2, € = Zia1 + Za2. 
解 向 量 方程 (1), 我 们 求 出 e1 和 e2: 
a1=3o, 62 = a2 — ia 
把 e1 和 sa 的 值 代入 & 的 第 一 个 表达 式 中 , 我 们 得 到 
C= (Be) +zm(aa 党 Be) i 3 一 Z2)aa + T202. 
因此 《的 新 坐标 由 线性 齐 次 方程 


1 
T= 3 一 Z2)， 22 = 72 (2) 
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给 出 . 反 过 来 , 老 坐 标 可 以 通过 新 坐标 表示 为 
2Z1 = 277 + 22, Z2 = 23. 


在 n 维 空间 中 有 类 似 的 关系 式 . 如 果 a,… ,an 是 一 组 给 定 的 基 , 这 些 向 量 是 
按 一 定 次 序 排列 的 , 而 qf,…, a 是 一 组 新 的 (有 序 ) 基 , 那么 新 基 的 每 个 向 量 a 
可 以 表示 为 老 基 向 量 的 线性 组 合 : 


Aaf = pa + + pinon = Spy0y, i= 1 ,n. (3) 
j=1 

表达 式 (3) 可 以 形式 地 写成 矩阵 方程 a* = aPT, 这 里 PT 是 PP 的 转 置 矩阵 , a = 
(aa an) ao 一 (oo 

这 些 表 达 式 的 系数 矩阵 已 = (pij) 的 第 i 行 元 素 是 向 量 ot 的 老 坐标 (pi …， 
Pin). 因为 向 量 ai,…, ov; 构成 一 组 基 , 所 以 P 的 所 有 行 是 线性 无 关 的 , 因此 也 是 
非 奇异 的 (8.6 节 定 理 9). 反 过 来 , 如 果 P= (pij) 是 任意 非 奇异 矩阵 , al,，…, am 是 
V 的 任意 一 组 基 , 那么 用 和 矩阵 PP 按 公式 (3) 所 确定 的 向 其 a?，,… ,a 是 线性 无 关 
的 , 因此 构成 V 的 一 组 新 基 . 这 就 证 明了 
定理 1 如 果 aa，……，an 是 向 量 空间 的 一 组 基 , 那么 对 每 个 非 地 异 拭 阵 PP = (pij)， 
nh 个 向 量 Qt = Dpijaj(i 二 1,…,n) 构成 V 的 一 组 新 基 , 并 且 V 的 每 组 基 可 以 按 这 
种 方法 恰 由 一 个 非 奇 异 矩 阵 忆 得 到 . 

我 们 还 可 以 用 新 基 表 示 老 基 , 其 方程 式 是 ak = Zqkiay, 其 中 系数 矩阵 为 Q = 
(qri). 如 果 把 用 ci,…, on 表示 的 ac 的 值 代入 这 个 方程 式 中 , 我 们 就 得 到 


Ck = 于 (二 me) 2 > (二 ws)a 


可 是 , al,……，,ax 这 组 商量 用 它们 本 身 来 表示 的 话 , 只 有 一 种 表达 式 , 即 ak = ck, 
因此 这 里 ai 的 系数 忆 gkip5 一 定 是 0 或 1 它 取决 于 大 关 了 或 上 =j. 由 于 这 些 系 
数 正好 是 乘积 矩阵 QP 的 (k,j) 位 置 上 的 元 素 , 因此 QP = 工 所 以 Q = P-! 是 书 
的 逆 和 矩阵 . 

与 此 平行 的 关于 坐标 变换 的 结果 如 下 所 述 ， 
定理 2 如 果 向 量 空间 Y 的 基 oa,…… ,am 变 覆 成 一 组 新 基 oj，…，at ay 表示 成 
形式 Qf = 》)pijaj, 那么 任意 向 量 包 关于 老 基 an,……，ctm 的 坐标 21,…,zn 通过 


3 
齐 次 线性 方程 组 
2j = THpy + + Thpnj 一 > THpiy (9 


-=1 
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可 以 确定 癌 关于 基 of，…, a 的 新 坐标 节 ， 2 

证 明 按照 定义 (7.8 节 ), € 关于 基 af,…,as 的 坐标 zi,…,z*, 是 把 & 看 作 
ai,…,a% 的 线性 组 合 = Ez?a? 时 , 表达 式 中 的 系数 ， 把 关于 at 的 公式 (3) 
代入 这 个 表达 式 中 , 便 得 出 


《= DPr0) = > (二 re) 


这 里 每 个 os 的 系数 是 & 的 老 坐标 x, 因此 方程 组 (4) 成 立 . 

方程 组 (4) 还 可 以 写成 矩阵 形式 发 = XX*P, 这 里 关 = (Z1,…,zn) 是 老 坐 标 
的 行 矩阵 , 下” = (zi,… 改 ) 是 新 坐标 的 行 矩阵 . 因为 oa ,an 和 of,…, a 都 
是 基 , 所 以 尸 是 非 奇异 的 , 并 且 可 以 利用 天 表示 X* 为 X* = XP!. 

如 果 我 们 把 这 个 矩阵 方程 同 前 面 已 提 到 的 (3) 式 的 矩阵 公式 a* = aPT 进行 
比较 , 便 可 得 到 有 趣 的 关系 


基 ，a* = aPT, 坐标 : X*= XP-1. (5) 


第 二 个 方程 中 的 矩阵 己 是 第 一 个 方程 中 的 矩阵 PT 的 转 置 送 乱 阵 . (有 时 把 这 些 
叙述 概括 成 : 坐标 变换 是 基 变 换 的 转 置 道 变换 ,) 


习 题 


1 设 了 是 把 通常 的 单位 向 量 ei( 在 友 或 WW 中 ) 变换 到 下 面 指定 的 向 量 ai. 求 出 相应 的 
用 老 坐 标 表示 新 坐标 的 方程 , 和 用 新 坐标 表示 老 坐 标的 方程 . 对 情况 (a) 和 (b) 画 出 图 
来 . 

(a) aa = (1,1), a2 = (1,—1). 
(b) ai = (2,3), @2 = (-2, —1). 
(©) aa = (1,1,0), a2 = (1,0,1), os = (0, 1, 1). 
(d) aa = (i,1,i), a2 = (0,1i)，as = (0,i,1), 这 里 这 = -1. 
2. 如 果 新 基 ai,…, a 是 通过 形 为 qs = 》 qija) (i = 1,…,n) 的 方程 组 间接 给 出 , 算 


i 
出 相应 的 坐标 变换 的 方程 . 
3. 给 出 平面 上 坐标 轴 旋 转 9 角 的 坐标 变换 的 方程 
9.2 ”相似 矩阵 与 特征 向 量 


向 量 空间 Y 的 线性 变换 :VV 一 VV, 可 以 用 各 种 不 同 的 矩阵 来 表示 , 这 些 矩 阵 
依赖 于 Y 的 基 (坐标 系 ) 的 选择 . 比如 , 在 平面 上 , 由 el 一 3cl ez 一 -el + 2e2 
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定义 的 变换 , 它 在 R? 的 普通 坐标 系 中 可 用 矩阵 和 表示 出 来 , 矩阵 4 的 行 是 e1 和 
<2 的 变换 式 的 坐标 , 如 下 所 示 : 


人 
-1 2 0 2 
但 是 对 于 9.1 节 中 所 讨论 的 新 基 aa = 2e1, a2 = sl + ez, 上 述 变换 便 是 aa 一 
3aa, as 一 ' 2a2; 因此 它 就 可 以 用 比较 简单 的 对 角 和 矩阵 来 表示 . 我 们 称 这 样 两 个 矩 
阵 有 友和 品 是 相似 的 . 

为 了 推广 这 个 结果 , 让 我 们 回想 一 下 , 矩阵 是 怎样 表示 变换 的 . 取向 量 空间 了 
的 任意 一 组 (有 序 ) 基 oa,…, an 和 任意 线性 变换 全:V 一 V. 那么 基 向 量 oi 在 人 
之 下 的 像 可 以 用 8.1 节 公 式 (9) 写成 


aiT= D0 A= (oo). (6) 
i 
因此 , 对 于 基 a = {aa，……an}, T 用 n xn 矩阵 4 表示， 这 个 关系 也 可 以 通 


过 坐标 来 表示 . 设 上 = Zzias 是 VV 的 一 个 向 量 , 它 对 于 基 a 的 坐标 是 n- 数组 
牙 =(z1,…,zn). 那么 像 7 = ET 是 


ET = (2ciai)T = 2czi(aiT) = DY riowo; ss > (Di0s )os 
了 了 


而 的 坐标 yj; 恰好 是 ai 的 系数 , 所 以 
Yj = Dzias, 
的 坐标 向 其 YY 恰好 是 矩阵 乘积 Y = 区 4. 简明 地 写 出 就 是 
Y = XA4, 其 中 外 是 & 关 于 a 的 坐标 ,Y 是 = 6 关于 a 的 坐标 (7) 


两 个 等 价 的 命题 (6) 和 (7) 都 意味 着 , 对 于 基 ae, 变换 了 可 用 答 阵 和 来 表示 . 

现在 设 ai,…,ax 是 另 一 组 基 . 那么 根据 定理 1, 新 基 可 以 用 一 个 n x n 非 奇 
异 和 矩阵 P 通过 老 基 来 表示 , 如 (3) 所 示 ; 再 根据 定理 2, & 和 &T 的 新 坐标 可 以 通过 
老 坐 标 给 出 , 表示 成 X* = XP-! 和 YY* = YP 1. 那么 由 (7) 有 


Y*=YP-!=XAP-! = X*(PAP-!). 


因此 再 根据 (7), 在 新 坐标 系 下 表示 变换 7 的 矩阵 B 具有 形式 PAP-!. 等 价 关系 
B = P4P-: 在 形式 上 很 像 群 中 的 共 生 元 素 的 关系 (6.12 节 ). 在 矩阵 代数 中 , 这 是 
很 重要 的 , 称 它 为 相似 关系 . 
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定义 元 素 在 域 下 中 的 两 个 nxn 和 珑 阵 4 和 吾 ( 在 玉 上 ) 相似 当 且 仅 当 在 瓦 上 有 
一 个 nxn 非 奇异 和 矩阵 忆 使 得 B= 忆 4P-1. 
上 述 讨 论 就 证 明了 
定理 3 域 忆 上 的 两 个 nxn 引 阵 和 和 B, 对 于 (通常 ) 不 同 的 坐标 系 表 示 玉 上 
维 向 量 空间 VV 的 同一 个 线性 变换 T: VV 一 V, 当 且 仅 当 矩阵 和 和 万 是 相似 的 
我 们 还 可 以 更 清楚 地 把 这 个 定理 重 述 如 下 : 
定理 3 假设 对 于 VV 的 基 ol,…,an, 线性 变换 全 :TV 一 了 用 给 阵 A 来 表示 , 设 
已 = (pij) 是 非 奇 异 矩 阵 ,ad = 》 pijaj 是 VV 的 相应 的 新 基 , 那么 对 于 新 基 , 了 就 
了 


用 算 阵 PAP-! 来 表示 . 

对 角 和 矩阵 的 代数 运算 特别 容易 : 任意 两 个 对 角 和 矩阵 相 加 (或 相 乘 ), 只 是 把 相应 
的 对 角 线 元 素 相 加 (或 相 乘 ). 由 于 这 个 以 及 其 他 理由 , 考查 什么 样 的 矩阵 同 对 角 和 矩 
阵 相似 , 考查 哪些 成 对 的 对 角 和 矩阵 彼此 是 相似 的 , 这 是 非常 重要 的 . 这 些 问 题 的 回答 
包含 了 特征 向 其 和 特征 根 的 概念 , 这 两 个 概念 也 称 为 本 征 向 量 和 本 征 值 . 
定义 线性 变换 了 :VV 一 V 的 特征 向 量 是 VV 中 满足 条 件 6 = ck 的 一 个 非 震 向 量 
这 里 C 是 某 一 标量 ;了 的 特征 值 是 满足 ET = cf 的 标量 c, 这 里 有 是 某 一 非 震 向 量 . 
相应 地 , 方 阵 自 的 特征 向 量 和 特征 值 是 满足 大 人 = c 忆 的 向 量 天 = (zyzn) 
和 标量 c. T( 或 Ta) 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 了 的 谱 . 

这 样 , 了 的 每 个 特征 向 量 & 确定 一 个 特征 值 并 且 每 个 特征 值 至 少 属于 一 个 
特征 向 其 ， 因 为 相似 矩阵 对 应 着 不 同 基 下 的 同一 个 线性 变换 , 所 以 相似 矩阵 具有 
同样 的 特征 值 ， 显 然 , 如 果 向 量 和 关 0 对 某 一 标量 c 满足 天 4 = cX, n 维 向 
其 XX 就 是 nxn 矩阵 4 的 特征 向 量 ， 如 果 矩 阵 B = P4P-: 相似 于 4, 那么 
(XP-!)B = XP-!1PAP-! = c(XP-!), 所 以 XP-1! 是 B 的 属于 同一 特征 值 c 
的 特征 向 量 . 还 应 注意 , 特征 向 量 乘 上 任意 非 零 标量 还 是 特征 向 量 . 

特征 向 基 与 对 角 和 矩阵 之 间 的 联系 由 下 面 定理 给 出 . 
定理 4 一 个 nxn 矩阵 入 与 一 个 对 角 起 阵 妃 相似 当 且 仅 当 内 的 特征 向 量 张 成 
Fn; 如 果 入 与 万 相似 , 那么 和 的 特征 值 就 是 姜 的 对 角 线 元 素 . 

特别 是 , 这 个 定理 意味 着 , 对 角 矩 阵 的 特征 值 是 对 角 线 上 的 元 素 . 

证 明 首先 假定 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 DD 相似 , DD 的 对 角 线 元 素 是 di,…,dn， 那 
么 单位 向 量 sl = (1,0,…,0),…,en = (0,…,0,1) 是 DD 的 特征 向 量 , 这 是 因为 
a1D = die1l,…,enD = dnen. 还 有 , 对 角 线 元 素 d1,…,dn 是 DD 的 相应 的 特征 值 ， 
因此 也 是 4 的 特征 值 . d1,…,d。 是 唯一 的 一 组 特征 值 , 因为 设 X = (z1,…,zn) 0 
是 DD 的 任意 特征 向 量 , 那么 对 某 一 适当 的 特征 值 c 有 XD = cX. 而 XD = 
(diz1,…,dnzn), 所 以 对 所 有 的 i 有 dizi = czi. 因为 有 某 个 zi; 关 0, 所 以 就 证 明了 
对 这 个 i, 有 di = c, 于 是 特征 值 c 确实 是 某 个 d;. 
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反 过 来 ,假设 4 存在 足够 的 特征 向 量 张 成 整个 空间 F", Ta 是 F* 上 相应 的 线性 
变换 , 那么 (7.4 节 定 理 4 的 推论 2), 我 们 可 以 取出 特征 向 量 的 一 个 子 集合 6，…,B。 
它 构 成 Er 的 一 组 基 . 因为 每 个 B; 是 特征 向 量 , 所 以 有 BiTA = c1B1,…, PnTa = 
cnB。 其 中 c1,… ,cn 是 一 组 特征 值 . 因此 , 对 于 基 B1,…,B,,7T4 可 以 用 对 角 和 矩阵 
万 像 公式 (6) 那样 表示 , 这 里 DD 的 对 角 线 元 素 是 c1,…, cn, 所 以 4 与 这 个 矩阵 万 
相似 . 
推论 如 果 矩 阵 忆 的 行 是 nxn 算 阵 和 的 于 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 那么 忆 是 非 
奇异 的 , 并 且 AP ! 是 对 角 短 阵 . 

证 明 我 们 给 出 n 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 天 1,… ,天 n, 它们 是 4 的 特征 向 量 , 所 
以 对 特征 值 c1,…,cn, 有 闫 i 和 = ciXXi, i = 1,…,n. 以 关 1,…, 基 为 行 的 矩阵 P 
是 非 奇异 的 , 因为 它 所 有 的 行 是 线性 无 关 的 . 根据 分 块 矩 阵 乘法 法 则 有 


Xl ciX1 Cl 0 Xl 
: A= : ™ a 和 ， (8) 
Es enn 0 Cn Xn 


这 就 表明 PA = DP, 因此 P4P-: = DD, 这 里 DD 是 以 c1,… ,cn 为 对 角 线 元 素 的 
对 角 矩 阵 . 事实 上 , 矩阵 忆 恰好 是 定理 4 的 直接 证 明 中 对 基 变 换 所 需要 的 矩阵 . 
证 毕 


另 一 方面 , 存在 着 与 任意 对 角 矩 阵 都 不 相似 的 矩阵 (参看 后 面 的 习题 5). 

为 了 明显 地 构造 出 与 已 知 和 矩阵 相似 的 对 角 和 矩阵 (如 果 它 存在 的 话 ), 我 们 要 找 出 
特征 值 和 特征 向 其 . 根据 下 面 的 考虑 , 特征 值 和 特征 向 量 的 求法 可 以 大 大 简化 . 

如 果 标 量 和 是 nxn 和 矩阵 4 的 特征 值 , 了 是 nxn 单位 矩阵 , 那么 大 4 = 和 AX = 
和 XT, 因此 对 某 个 非 零 n 维 向 量 藉 有关 (A4 一 和 I) = O. 于 是 以 4 一 和 I 为 系数 矩 
阵 的 n 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 平凡 解 ; 因此 根据 8.6 节 定 理 9 的 推论 1, 我 们 有 
定理 5 标量 入 是 算 阵 人 的 特征 值 当 且 仅 当 矩阵 入 一 和 JT 是 奇异 的 . 

例如 , 不 难看 出 , 2 x 2 矩阵 


A- ("ee a12 ) (9) 


Q21 aa22 一 入 


是 奇异 的 当 且 仅 当 
入 一 (all + a22)A+ alaz2 一 al2a2l 一 0. (10) 


(这 只 表明 A 一 和 了 的 行列 式 等 于 零 .) 因此 , 我 们 通过 求解 这 个 方程 求 出 所 有 的 特征 
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值 . 而 且 , 对 每 个 根 和 至 少 有 一 个 特征 向 量 , 这 可 以 通过 求解 方程 组 
TiQ11 + T2021 一 AZ1， 
T1412 + T2422 = AZ2 
而 得 到 . 
例 求 与 逢 隆 ( 4 ) 相似 的 对 角 逢 阵 
多 项 式 (10) 是 X2 + 4 一 5. 这 个 多 项 式 的 根 是 1 和 -5; 因此 特征 向 量 满 足 齐 
次 方程 组 
—37+2y = Z， 一 3z 十 2y = 一 5z， 
47 一 Y=Yy, 47 一 Y= 一 5V. 


解 这 两 个 方程 组 , 我 们 得 到 特征 向 基 (1 2) 和 (1, 一 1). 用 这 两 个 向 基 作 新 的 基 , 上 述 
变换 的 矩阵 就 呈现 对 角形 . 根据 定理 3, 新 的 对 角 矩 阵 可 以 写成 矩阵 的 乘积 


Ne 


习 题 


吕 


, 证明: 方程 2z' = (1+jz+(1L-bb2y = (1--bz+(1L+bu 表示 一 个 关于 通过 原点 
与 zx 轴 成 45。 角 的 直线 的 压缩 . 计算 这 个 变换 的 特征 值 和 特征 向 量 , 并 说 明 它 们 的 几 
何 意义 . 

.计算 下 列 在 复数 域 上 的 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 


2 4 3 2 在 站 -1 2i 
af: 小 om( 2 .| ef， a( 也 


对 习题 2 所 给 出 的 每 个 矩阵 4, 如 果 可 能 的 话 , 求 出 非 奇 异 矩 阵 P, 使 得 PAP-! 是 
对 角 和 矩阵 . 

(a) 求 出 表示 转 过 9 角 的 平面 旋转 的 矩阵 的 复 特征 值 . 

(b) 证 明 : 表示 转 过 9 角 (0 < 9 < z) 的 平面 旋转 的 矩阵 不 能 同 任意 实 对 角 抢 阵 相似 ， 


证 明 : 当 c 关 0, 矩阵 ( 3 ) 不 能 同 任意 实 的 或 复 的 对 角 和 矩阵 相似 . 从 几何 上 说 明 


这 个 结果 . 

证 明 : 2 x2 和 矩阵 A 的 特征 向 量 的 斜率 ?7 满足 二 次 方程 uai72 十 (a11 一 azz)7 一 ol2 = 0. 
证 明 : 属于 已 知 矩 阵 的 固定 特征 值 的 所 有 特征 向 量 的 集合 构成 一 个 子 空间 , 这 时 假定 
0 包含 在 这 些 特征 向 量 中 . 

证 明 : 非 标量 矩阵 的 任意 2 x 2 实 对 称 矩阵 有 两 个 不 同 的 实 特征 向 量 . 


~ 


Ee 


be 


上 


本 


po 
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9，(a) 证 明 两 个 mn x n 矩阵 4 和 妃 是 等 价 的 当 目 仅 当 它们 对 于 m 维 向 量 空间 V 与 
nn 维 向 量 空 间 W 的 两 组 不 同 基 表 示 同 一 个 从 V 到 W 的 线性 变换 T:V 一 W， 
(b) 按照 这 种 看 法 , 解释 8.9 节 定 理 18. 
+10. 设 4 和 已 都 与 对 角 矩 阵 相 似 证 明 4B = 五 4 当 目 仅 当 4 与 B 具 有 共同 的 特征 向 
量 基 (Frobenius). 
人 iE, ga-( 和 ) 与 一个 正隆 相 似 那么 oa 一 be = 41 (EE 交 和 了 


的 定义 见 9.4 节 .) 
(b) 证 明 : 如 果 ad-ic = 1, 那么 4 与 正 交 甜 阵 相似 当 且 仅 当 4 = 二 I 或 -2 < atd < 2. 
(c) 证 明 : 如 果 od 一 bc = -?b 那么 4 与 正 交 矩阵 相似 当 且 仅 当 a+d=0. 
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nn 维 向 量 空间 F" 的 所 有 非 奇 异 线性 变换 构成 一 个 群 , 因为 这 样 的 变换 的 乘积 
和 逆 变 换 还 是 线性 的 和 非 奇异 的 (8.6 节 定 理 9). 这 个 群 称 为 全 线性 群 En = Ln( 下 ). 
在 线性 变换 同和 矩阵 的 一 一 对 应 中 , 线性 变换 的 乘积 对 应 着 矩阵 的 乘积 , 所 以 全 线性 
群 与 元 素 属于 域 FF 的 所 有 n xm 非 奇 异 矩 阵 构成 的 群 同 构 . 

全 体 平移 构成 男 一 个 重要 的 群 . 平面 上 的 平移 是 把 平面 上 的 所 有 点 沿 着 某 一 指 
定 的 方向 移动 同样 一 段 距 离 . 移动 的 距离 和 方向 可 以 用 向 量 « 表示 , % 具有 适当 的 
大 小 和 方向 , 那么 平移 把 每 个 向 量 & 的 端点 移 到 向 量 & + kx 的 端点 . 在 空间 F" 中 ， 
平 驳 是 变换 一 ,+ 其 中 是 固定 向 量 . 对 任意 坐标 系 , 平移 后 的 向 其 的 坐标 
是 奶 = 31 十 有,… ,Yn 二 Zn 十 kn, 这 里 是 向 晤 的 坐标 . 平移 Er 一 n= 
与 了 9 一 《=9 + 入 的 乘积 是 通过 代入 而 得 , 它 是 平移 上 一 ,6 = + (< 十 入 ). 这 恰 
好 对 应 于 向 量 < 与 入 的 和 . 类 似 地 , 平移 一 + A 的 道 是 一 一 k. 于 是 我 
们 就 证 明了 凯 莱 定 理 (6.5 节 定 理 8) 的 特殊 情形 : 
定理 6 F" 的 所 有 平移 一» 十 KR 构成 一 个 阿 贝 耳 群 , 这 个 群 与 FP" 的 全 体 向 量 
的 加 法 群 同 构 . 

线性 变换 后 面 再 女 随 一 个 平移 , 就 得 到 变换 


€ 一 =6+% (7 是 线性 变换 ，* 是 固定 向 最 ). (11) 
任意 一 个 这 种 形式 的 变换 称 为 F" 的 一 个 仿 射 变换 及. 仿 射 变换 包括 线性 变换 ( 当 


% = 0) 和 平移 ( 当 了 = 了 )， 如果 仿 射 变换 (11) 后 面 跟随 第 二 个 仿 射 变换 1 一 
9U + 和 则 它们 的 乘积 是 


é€m (ET + KR)U + A= ETU) + (kU + A). (12) 
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某 结果 还 是 仿 射 变换 , 因为 xU + 入 是 F" 的 一 个 固定 向 量 . 每 个 平移 是 一 一 的 , 也 
是 映 上 的 , 因此 它 有 逆 . 所 以 仿 射 变换 (11) 是 一 一 映 上 的 当 且 仅 当 它 的 线性 部 分 是 
一 一 的 . 因此 仿 射 变换 (11) 的 逆 是 仿 射 变换 7 一 = nT71 一 KT, 这 可 通过 公 
式 (11) 解 出 而 得 到 . 这 就 证 明了 
定理 7 F" 的 所 有 非 奇 异 仿 射 变 换 的 集合 构成 一 个 群 , 称 为 仿 射 群 An( 政 ). 全 线性 
群 和 平移 群 是 它 的 子 群 . 

仿 射 变换 对 于 基 的 方程 是 什么 ? 线性 部 分 了 产生 和 矩阵 4 = (aij); 平移 向 其 按 
坐标 写成 行 向 量 K = (k1,…, kn). 于 是 仿 射 变换 把 坐标 为 太 = (z1,…,zn) 的 向 
基 变 换 成 坐标 为 


Y=XA+K, y= rjtk (j=1,,n) (13) 
= 


的 向 量 . 一 个 变换 是 仿 射 变换 当 且 仅 当 它 对 于 某 一 组 基 可 表示 成 像 (13) 式 那样 的 
非 齐 次 线性 方程 组 . 
变换 (13) 与 2 =YB+ 工 的 乘积 是 


2Z=X(4B)+KB+L (K, 工 是 行 矩阵 ). (14) 


这 个 公式 与 (12) 式 相 平行 . 我 们 从 变换 (13) 按 下 面 方式 构造 一 个 n+1 阶 矩 阵 , 即 
在 矩阵 4 的 右边 加 上 一 个 零 列 , 4 的 下 面 加 上 行 向 量 K, 右 下 方 加 上 单个 元 素 1: 


4 O 


Cr=xa+ 可 一 (人 


) Rx 条 隐 .下 是 1xn 和 了 (15) 
对 于 这 样 的 矩阵 , 满足 同样 的 乘法 法 则 . 由 分 块 矩阵 乘法 法 则 (8.5 节 (43) 式 ) 得 到 
4 0 BO\ /4B+0L 4O+O:1 
Kl1 L 1)/ \KB+1:L KO+1:1 

_/{/ 458 oO 
“\KB+L 1/ (16) 


等 式 右边 这 个 结果 正 是 对 应 于 乘积 变换 (14) 的 加 边 矩 阵 . 这 就 证 明了 

定理 8 nn 维 空间 的 所 有 非 坷 异 仿 射 变换 构成 的 群 与 所 有 最 后 一 列 为 (0,…,0,1)T 

的 (n 十 1) x (n 十 1) 非 奇 异 答 阵 构成 的 群 同 构 . 这 个 同 构 通过 对 应 (15) 明显 地 给 出 . 
每 个 仿 射 变换 & = &T + < 确定 唯一 的 线性 变换 了 . 按照 (12) 式 , 两 个 仿 射 

变换 的 乘积 确定 相应 的 线性 部 分 的 乘积 . 这 个 对 应 互 一 T 把 非 奇异 仿 射 变换 群 

映 上 到 全 线性 群 , 在 群 论 意义 下 (6.11 节 ), 它 是 一 个 同 态 . 在 任意 同 态 中 , 映射 到 单 
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位 元 素 的 元 素 构成 的 集合 是 一 正规 子 群 ; 这 时 , 满足 了 = 了 的 仿 射 变换 万 恰好 是 一 
个 平移 . 这 就 证 明了 
定理 9 平移 群 是 仿 射 群 的 正规 子 群 

方程 (13) 可 以 像 上 述 那样 解释 为 点 (向 量 ) 的 变换 , 它 把 每 个 点 外 = (Zz1,… ,zn) 
变换 到 同一 坐标 系 中 的 新 点 Y = (1,…,yn). 同样 我 们 可 以 把 方程 (13) 解释 为 坐 
标的 变换 ， 我 们 称 第 一 种 解释 为 坐标 固定 图 像 移动 的 变换 ( 即 点 移动 到 另 一 个 地 
方 ), 称 第 二 种 解释 为 图 像 男 定 坐标 移动 的 变换 ( 即 点 取 另 一 个 名 字 ). 

例如 , 在 平面 上 , 方程 组 


N=Z1+2, y2 三 Z2 一 1 


当 把 它 作为 第 一 种 变换 解释 时 , 它 把 整个 平面 向 东平 移 两 个 单位 , 再 向 南平 移 一 个 
单位 ; 当 把 它 作为 第 二 种 变换 解释 时 , 原来 坐标 网 格 用 一 个 平行 的 网 格 来 代替 , 新 的 
坐标 原点 是 把 原来 的 坐标 原点 向 西 移动 两 个 单位 再 向 北 移动 一 个 单位 而 得 到 , 

对 所 有 变换 群 者 可 作 类 似 的 双重 解释 . 


习 题 


jh 


(a) 用 矩阵 表示 下 列 各 仿 射 变换 : 


Hi:r’=37+6y+2, y =3y—4; 
Pa:z'=z+y+3， y=z—y+5 


(b) 计算 乘积 HiH2,， HF. 
(c) 求 HH 和 Ho 的 道 . 

. 证 明 : 满足 条 件 ad - ie = 1 的 所 有 仿 射 变换 x' = az +by 十 ey = cr 十 dy 十 的 集 
合 是 仿 射 群 4z(P) 的 一 个 正规 子 群 . 

*3. 已 知 单位 图 z? + 2 = 1 证明: 平面 上 每 个 非 奇异 仿 射 变换 把 这 个 单位 回 变 成 椭 贺 或 


[9 


俩 . 
4. 在 下 列 域 上 nxn 矩阵 的 集合 中 , 哪些 是 全 线性 群 的 子 群 ? 
(a) 全 体 标量 矩阵 cI. (b) 全 体 对 角 和 矩阵 . 
(0) 全 体 非 奇异 对 角 和 矩阵 、 ”(d) 全 体 置换 矩阵 . 
(e) 全 体 单项 矩阵 . (f) 全 体 三 角形 矩阵 . 


(g) 全 体 严格 三 角形 矩阵 (h) 第 二 行 元 素 为 零 的 全 体 和 矩阵 . 
(i) 至 少 有 一 行 的 元 素 为 零 的 全 体 矩 阵 . 

列举 与 F” 的 所 有 平移 构成 的 群 同 构 的 害 阵 群 . 

(a) 设 Z2 是 模 2 整数 域 , 列 出 L2(Z2) 中 所 有 和 矩阵 . 

(b) 构造 群 Fa(Z2) 的 乘法 表 . 

*7. 当 Zp 是 异 p 整数 域 时 , 全 线性 群 Za(Zz) 的 阶 是 多 少 ? 


只 所 
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oo 


. 设 G 是 所 有 形 为 4 = ( 1 2 ) tzo 的 矩阵 构成 的 群 . 证 明 : 对 应 A 一» a 


是 一 个 同 态 . 
.将 3 x 3 非 奇 异 三 角形 矩阵 构成 的 群 同 态 地 映射 到 2 x 2 非 奇 异 三 角形 矩阵 构成 的 群 . 
(提示 : 像 习 题 8 那样 证 明 , 但 这 里 用 分 块 算 阵 .) 
证 明 : 如 果 两 个 域 F 和 K 是 同 构 的 , 那么 群 Ln(F) 和 Ln(K) 也 是 同 构 的 . 
设 n<m, 证 明 : Ln(F) 与 Lm(F) 的 子 群 同 构 . 
(a) 证 明 : 线性 群 Ln(F) 的 中 心 由 标量 矩阵 cI(c 关 0) 组 成 . (提示 : 它们 一 定 同 每 个 矩 
阵 了 + 忆 ;; 可 交换 .) 
(b) 证 明 : 同 每 个 念 射 变换 可 交换 的 唯一 的 仿 射 变换 是 恒 等 变 换 . 
*13, 设 Ln() 是 全 线性 群 , 证 明 : 两 个 仿 射 变换 囊 和 Hs 落 入 Ln(F) 的 同一 个 右 陪 集中 
当 且 仅 当 OP = OH2(O 是 原点 !). 
14. 证 明 : 商 群 An(F)/Tn() 与 Ln(F) 同 构 , 其 中 An 表示 仿 射 群 , Th 表示 平移 群 . 


15.(a) 证 明 满足 ad 关 be 的 全 体 一 一 变换 y= 旦 十 构成 一 个 税 ( 称 为 线性 分 式 寻 )， 


(b) 证 明 : 这 个 群 与 全 线性 群 在 模 非 零 标 量 和 矩阵 的 子 群 之 下 的 商 群 同 构 . 
*(c) 对 于 大 于 2 x 2 的 矩阵 , 推广 上 述 结果 . 


16，(a) 证 明 , 所 有 形 为 ( 5 2 ) 委 向 4 为 rxr 知 了 为 sxs 先 隐 的 非 奇异 矩阵 


构成 的 集合 与 直 积 Pr() x Ze(P) 同 构 . 
(b) 当 ” = 2,s = 1, 用 上 述 和 矩阵 确定 的 R? 的 线性 变换 的 几何 特征 是 什么 ? 


名 


10. 
1 
1 


i 


名 


9.4 ” 正 交 群 与 欧 几 里 得 群 


在 欧 几 里 得 几何 中 , 长 度 这 个 概念 起 着 极其 重要 的 作用 . 因此 我 们 在 欧 几 里 得 
向 基 空 间 中 寻求 使 得 所 有 向 基 & 的 长 度 |&| 保持 不 变 的 那些 线性 变换 . 
定义 欧 几 里 得 向 量 空间 的 线性 变换 T， 如 果 它 保持 每 个 向 量 & 的 长 度 不 变 ， 即 
|é&T| = |&|, 那么 称 工 为 正 交 变换 . 

我 们 现在 来 确定 欧 几 里 得 平面 的 所 有 正 交 变换 Y = 基 A. 因为 4 是 正 交 变换 ， 
所 以 单位 向 量 (1,0) 和 (0,1) 的 变换 式 


(1,0) ( ‘5 ) = (a1,02), (0,1) ( 二 ) = (b1, 02) (17) 


的 长 度 为 1. 根据 毕 达 哥 拉 斯 长 度 公式 , 这 就 意味 着 
ao+o=1， 训 + 妈 =1. (18) 


此 外 , 向 量 (1,1) 具有 长 度 为 V2 的 变换 式 (al 十 bi,az 十 b2), 所 以 (al 十 51)? 二 (az 十 
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bo)? = 2, 展开 后 再 把 (18) 代入 , 我 们 得 到 
aib1 + a2b2 = 0. (18") 


根据 (18), 存在 一 个 角 0 使 得 cosg = ol， sing = a2. 然后 由 (18) 有 tang 一 中 一 
一 从 ,因此 根据 (18) 有 ba = 士 cosg, = 二 sing 正 负 号 两 种 不 同 的 选 法 从 好 给 出 


两 个 矩阵 
cosb sing cosb sing 
> ” (19) 
( —sing cosb ) ( sinb 一 cosb ) 
根据 8.1 节 公式 (5) 和 (5'), 这 两 个 矩阵 分 别 表示 转 过 9 角 的 旋转 和 关于 与 x 轴 成 
a 一 角 的 直线 的 反射 因此 每 个 平面 正 交谈 换 是 旋转 或 是 反射 
几何 上 , (19) 式 的 左边 一 个 正 交 变 换 的 逆 可 通过 把 9 用 -0 代替 而 得 到 ; 因此 
这 个 道 是 原来 矩阵 的 转 置 . 这 个 事实 (不 像 三 角 公 式 ) 可 以 推广 到 ”xm 正 交 矩阵 . 
定理 10 正 交 变换 了 具有 性 质 : 对 每 对 向 量 &,1,， 有 
(i 了 保持 距离 不 变 , 即 |& 一 9| = 17 一 nT|. 
(让 全 保持 内 积 不 变 , 即 (&,7) = (éT, nT). 
( 道 ) 全 保持 正 交 性 , 即 由 上 可 推出 ET 上 nT. 
(iv) 了 保持 角 的 大 小 不 变 , 即 cos 人 (&,7) = cos 人 (&€T,n7T). 
证 明 由 于 了 是 线性 的 , 由 定义 得 到 (i). 因为 € 17 意味 着 (&,m) = 0, 而 且 角 是 通 
过 内 积 来 定义 的 (7.9 节 (41)), 所 以 性 质 (ii) 和 (iv) 从 性 质 (i 直接 推出 . 至 于 性 
质 (让 , 从 内 积 的 “ 双 线 性 ” 可 证 明 (€ 二 7,& 二 7) = (&,é) 十 2(&,7) + (m,n). 由 这 个 
方程 可 以 利用 “长 度 "( 比 如 |é| = (&,é)3) 解 出 (é,), 形 为 


2(€,7) = |é+n) — |é] — Inl?. (20) 
由 于 正 交 变 换 7 保持 等 式 右边 的 长 度 不 变 , 所 以 它 也 保持 等 式 左边 的 内 积 不 变 . 这 
就 证 明了 (i). 证 毕 


反 过 来 , 如 果 已 知 变换 了 保持 所 有 的 内 积 不 变 , 因为 长 度 是 通过 内 积 来 定义 的 ， 
所 以 了 一定 保 持 长 度 不 变 , 因此 它 是 正 交 变换 . 

下 面 我 们 要 问 , 什么 样 的 矩阵 对 应 于 正 交 线性 变换 ? 这 个 问题 至 少 对 于 标准 正 
交 基 的 情形 是 容易 回答 的 . 
定理 11 对 于 任意 标准 正 交 基 , n x n 实 矩 阵 4 表示 一 个 正 交 线 性 变换 当 且 仅 当 
及 的 每 个 行 向 量 的 长 度 为 1, 任意 两 个 行 向 量 是 正 交 的 . 
证 明 根据 定理 10, 任意 正 交 变换 了 一 定 把 已 知 基 e1,… ,en 变换 为 一 组 标准 正 交 
基 aa = elT,…,Qn = enT. 反 过 来 , 如 果 变 换 了 具有 这 个 性 质 , 那么 对 任意 向 量 
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= zlel 十 … 十 Znen 有 变换 式 6T = zlaa 十 … 十 Znam, 由 7.11 节 的 定理 22 我 
们 知道 , 长 度 是 按 普通 公式 给 出 


[él = (2 + + 202) = |éT, 


因此 了 是 正 交 的 . 根据 下 面 的 说 明 (参看 8.1 节 ) 我 们 就 完成 了 定理 的 证 明 : 即 4 
的 第 i 行 表示 向 量 a = eiTa 关于 原 基 e1,… ,en 的 坐标 . 
定理 中 所 叙述 的 关于 A 的 条 件 , 写成 坐标 形式 , 等 价 于 方程 


aikaik 二 1， 对 所 有 > aiko =0， 当 ;了 (21) 
k=1 k=1 

对 于 2 x 2 矩阵 , 结论 (21) 恰好 就 是 在 (18) 和 (18') 中 已 经 建立 的 那些 公式 . 
如 果 我 们 用 4 表示 矩阵 4 的 第 i 行 , 用 43 表示 它 的 转 置 , 4 和 .4 的 内 积 是 矩 
阵 的 乘积 4i4 了 ( 见 8.5 节 的 (34)), 那么 条 件 (21) 可 以 写成 


AiAT =1，4i4 =0, 当 1i 了 (217) 


在 矩阵 4 与 它 的 转 置 4 的 乘积 AAT 中 , 按照 行 与 列 的 相 乘 , (21') 式 表明 , 第 i 
行 乘 第 j 列 是 AiA7 = 6i;, 这 里 55 是 单位 矩阵 了 = (6;;) 中 的 第 i 行 第 7 列 元 素 ， 
单位 矩阵 的 对 角 线 元 素 ji = 1, 其 他 非 对 角 线 元 素 都 是 零 . (记号 55 称 为 克 罗 内 克 
尔 符号 .) 于 是 我 们 证 明了 
定理 12 一 个 nxn 实 起 阵 表示 正 交 变换 当 且 仅 当 AAT = 工 

方程 44T = 了 在 任意 域 上 都 有 意义 , 因此 正 交 和 矩阵 的 概念 可 以 定义 得 更 一 般 
些 . 
定义 任意 域 上 的 方 阵 入 是 正 交 的 当 且 仅 当 44T = 工 

这 就 意味 着 正 交 和 矩阵 4 的 转 置 47 是 4 的 右 道 , 因此 根据 8.6 节 定理 9, 每 
个 正 交 和 矩阵 4 是 非 奇 异 的 , 是 满足 4-: = AT. 因此 A4TA = 工 这 个 方程 可 写成 
AT(AT)T = 了, 因此 AT 是 正 交 和 矩阵 . 这 就 是 说 , 任意 正 交 矩阵 4 的 转 置 也 是 正 交 
和 矩阵. 由 此 还 可 以 推出 , 矩阵 4 是 正 交 的 当 上 且 仅 当 4 的 每 一 列 向 量 的 长 度 为 1, 任 
意 两 个 列 向 量 正 交 ， 


n 
akiaki =1， 对 所 有 1? Daxriagy =0， 当 i (22) 
k= k=1 


所 有 n x n 正 交 甜 阵 构成 一 个 群 。 这 是 显然 的 , 因为 正 交 和 矩阵 的 逆 4-! = 
AT 是 正 交 的 , 并 且 两 个 正 交 矩阵 A 和 B 的 乘积 是 正 交 的 : (4B)T = BTAT = 
B14-! = (4B)-1. 这 个 群 是 全 线性 群 La(F) 的 子 群 , 称 它 为 正 交 群 Ou(F); 当 
五 = 了 且 时 , On(F) 与 已 知 欧 几 里 得 空间 的 所 有 正 交 变换 构成 的 群 同 构 . 
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欧 几 里 得 向 量 空间 E 的 刚体 运动 指 的 是 已 中 保持 距离 不 变 的 非 奇 异 变换 U， 
也 就 是 说 , 对 所 有 向 量 ,nm, UV 满足 7 一 9UI = 发 一 咱 . 忆 的 任意 平移 保持 向 量 差 
一 不 变 , 因此 也 保持 它们 的 长 度 不 变 , 所 以 它 是 刚体 运动 . 因此 , 如 果 仿 射 变换 
下 ET 十 是 刚性 变换 , 那么 E 一 (m 一 #) = &T 也 是 刚性 变换 . 反 过 来 , 如 果 了 
是 刚性 变换 , 那么 € "一 = 6 十 5 也 是 刚性 变换 而 根据 定理 10, 线性 变换 是 刚 
性 的 当 且 仅 当 它 是 正 交 变换 , 于 是 我 们 得 出 结论 , 仿 射 变换 (11) 是 刚体 运动 当 且 仅 
当 卫 是正 交 变 换 . 像 在 定理 7 的 证 明 中 那样 , 因为 全 体 正 交 变换 构成 群 , 所 以 可 以 
得 出 , 全 体 刚 性 仿 射 变换 构成 仿 射 群 的 一 个 子 群 , 它 称 为 欧 几 里 得 群 . 这 是 欧 几 里 
得 几何 的 基础 .? 

还 有 其 他 各 种 几何 群 . 我 们 所 热 悉 的 一 个 几何 群 是 所 有 相似 变换 了 构成 的 群 ， 
它 是 由 使 所 有 长 度 乘 上 数 因子 cr > 0 的 线性 变换 了 组 成 , 所 以 |&T| = crlé|. 可 以 
证 明 , 这 些 相 似 变 换 实际 上 构成 一 个 群 , 它 包含 正 交 群 作为 子 群 . “广义 ”相似 群 是 
由 所 有 仿 射 变换 € 一 ,67 十 «组 成 , 其 中 了 是 相似 变换 . 


习 题 
1. 检验 下 列 甜 阵 的 正 交 性 . 如 果 某 个 矩阵 是 正 交 的 , 求 出 它 的 逆 抵 阵 ， 
1 YV3 1 ¥3 0 
2 2 2 2 
四 | 二 | 四 | 和 二 | 日 人 i 
2 2 2 2 


求 出 一 个 正 交 和 矩阵, 它 的 第 一 行 是 向 量 (5, 12,0) 乘 上 一 个 标量 . 
证明: 如 果 把 正 交 拖 阵 的 列 置换 , 那么 置换 后 的 矩阵 仍 是 正 交 德 阵 . 


: 4 O OO 4 
. 证 明 ， 各 果 全 和 孝 是 正 交际 于 和 (人 2)a(2 2 ) ex 


So 


Es 


把 下 面 两 个 矩阵 相 乘 , 检验 乘积 矩阵 的 正 交 性 : 


cosp sin 由 0 1 0 0 
—sing cosp 0 |， 0 cos0 sing |. 
0 0 1 0 —sing cos0 


证 明 : 欧 几 里 得 群 与 矩阵 群 同 构 . 
证 明 : 全 体 平 移 构成 欧 几 里 得 群 的 正规 子 群 . 
作为 定理 10 中 的 性 质 (ii) 的 另 一 个 证 明 , 用 基本 原理 证 明 4(&,7) = | 十 n> 一 |é 一 >. 
证 明 : 一 个 仿 射 变换 五 同 每 个 平移 可 交换 当 且 仪 当 矿 本 身 是 一 个 平移 . 
10. 证 明 : 任意 相似 变换 S 只 能 按照 一 种 方法 写成 形式 5 = cT, 它 是 正 标量 c 和正 交 变换 
了 的 乘积 . 
@ 事实 上 , 任意 刚体 运动 必须 是 仿 射 变换 , 因此 欧 几 里 得 群 实际 上 是 所 有 刚体 运动 的 群 . 


” 


Gs 
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11. 对 于 标准 正 交 基 , 给 出 矩阵 4 表示 相似 变换 的 充分 必要 条 件 ，( 参 看 定理 11 和 定理 
12.) 
12，(a) 证 明 : 全 体 相似 变换 构成 群 Sn. 
(b) 证 明 , Os 是 5 的 正规 子 群 . 
(c) 证 明 : 商 群 54/O。 与 全 体 正 实数 构成 的 乘法 群 同 构 . 
13. Z2 上 的 3 x 3 矩阵 中 有 多 少 个 正 交 和 矩阵 ? Zs 上 呢 ? 
14，(a) 证 明 : 对 应 4 一 9(4) = (4-9)7 是 全 线性 群 Ln(F) 的 一 个 自 同 构 。 
(b) 证 明 , 对 所 有 的 4, 有 62(4) = 4. 
(c) 对 哪些 矩阵 4, 有 6(4) = A? 


9.5 不 变量 与 标准 型 


全 线性 群 、 仿 射 群 、 正 交 群 和 欧 几 里 得 群 部 是 线性 群 的 例子 . 另 一 个 例子 是 西 
群 (9.12 节 ). 在 下 面 几 节 中 , 我 们 将 看 到 使 用 这 些 群 中 适当 的 变换 , 多 项 式 、 二 次 型 
以 及 各 种 几何 图 形 可 以 “简化 " 到 什么 程度 . 这 些 化 简 类 似 于 化 简 一 般 和 矩阵 为 行 等 
价 的 简化 梯形 矩阵 , 已 经 证 明了 它们 的 秩 在 所 考虑 的 变换 之 下 是 一 个 不 变量 . 化 简 
后 的 “标准 型 ” 和 “不 变量 ”的 概念 可 以 给 出 下 面 更 一 般 的 描述 .9 

设 G 是 任意 集合 或 “空间 "3 上 的 变换 群 (6.2 节 ). 我 们 称 S 上 两 个 元 素 z 和 y 
在 G 之 下 是 等 价 的 ( 记 作 zEcy) 当 且 仅 当 存在 G 的 某 一 变换 工 把 > 变 到 y. 那么 
T71 把 y 变 回 z, 所 以 yEez, 因此 这 个 等 价 关系 是 对 称 的 . 类 似 地 , 用 群 的 其 他 性 
质 我 们 可 以 证 明 , 在 任意 G 之 下 的 等 价 性 还 满足 自 反 律 和 传递 律 ( 即 为 等 价 关 系 ). 
对 于 5 的 子 集合 C, 如 果 每 个 元 素 re 5, 在 G 之 下 与 C 中 一 个 且 只 有 一 个 元 素 
c 等 价 , 那么 C 称 为 S 在 G 之 下 的 标准 型 集合 ; 这 个 元 素 c 就 是 z 的 标准 型 .对 5 
的 所 有 元 素 x 定义 的 函数 F(z), 它 取 值 在 另 一 个 适当 的 集合 上 , 比如 说 一 个 数 集 ， 
如 果 它 对 于 5 中 每 个 点 z 和 G 中 每 个 变换 7 有 下 (ZzT) = F(z), 则 称 函数 F(x) 是 
G 之 下 的 不 变量 (有 时 称 为 不 变 式 ); 换 句 话说 , F 在 所 有 等 价 元 素 上 的 值 一 定 是 相 
同 的 . 一 组 不 变量 及 ,…, Fn, 如 果 可 由 五 (7) = 五 (y),…, Fn(z) = Fn(y) 推出 > 和 
y 等 价 , 则 称 它们 是 G 之 下 的 全 条 不 变量 . 

例如 , 设 空间 5 是 某 一 域 上 所 有 n x n 矩阵 组 成 的 集合 M. 对 这 些 矩 阵 我 们 
手边 已 经 有 三 种 不 同等 价 关 系 , 连同 三 种 新 的 等 价 关系 一 起 列 在 下 面 . 后 面 三 种 新 
的 等 价 关系 将 在 以 后 几 节 (分 别 在 9.8 节 、9.10 节 和 9.12 节 ) 里 讨论 . 


4 行 等 从 于 B B=PA, 也 为 非 奇异 矩阵 ; 
4 等 价 于 瑟 瑟 = P4Q@，” 书 ,@ 为 非 奇异 矩阵 ; 
4 相似 于 百 B=PAP !，P 为 非 奇 异 矩 阵 ; 


@ 读者 注意 , 当 你 读 完 本 章 之 后 , 再 回来 讨论 这 一 般 情 形 . 
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4 相合 于 卫 B=PAPT， 忆 为 非 奇 异 矩阵 ; 
A 正 交 等 价 于 BB ”B= PAP-!，P 为 正 交 矩 阵 ; 
4 本 等 价 于 万 电 = PAP-!，P 为 西 矩 阵 . 


上 面 第 一 个 等 价 关系 读 作 :“ 和 A 行 等 价 于 B 当 且 仅 当 存在 非 奇 异 矩 阵 书 使 得 召 = 
卫 A”. 对 其 他 各 关系 可 给 出 类 似 的 读 法 . 

上 述 每 个 等 价 关 系 是 由 作用 在 Mn 上 的 一 个 适当 的 群 G 所 确定 的 等 价 关系 
EG, 而 且 自 然 产生 于 对 矩阵 的 一 种 解释 . 

第 一 个 行 等 价 关系 是 在 讨论 把 F" 的 一 个 固定 子 空间 表示 成 矩阵 4 的 行 空间 
中 产生 的 . 在 这 种 情况 下 , 矩阵 PP 的 全 线性 群 通过 4 一 PA 作用 在 和 4 上, 简化 梯 
形 矩 阵 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 . 4 的 秩 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 (数值 的 ), 但 它 并 没 
有 给 出 全 系 不 变量 , 这 因为 秩 相 同 的 两 个 矩阵 4 和 BB 不 一 定 是 行 等 价 的 . 

第 二 个 等 价 关系 ( 按 B = PAQ 这 种 意义 的 等 价 , 不 会 同一 般 的 等 价 关系 混 
清 ) 是 在 讨论 一 个 向 基 空 间 到 另 一 个 向 量 空间 的 线性 变换 的 各 种 矩阵 表示 中 产生 的 
(参看 9.2 节 习 题 9). 这 里 , 根据 8.9 节 的 定理 18, 秩 是 在 群 4 一 PAQ 之 下 的 全 
系 不 变量 . 对 角 线 元 素 是 1 或 0(1 都 在 0 的 前 面 ) 的 所 有 对 角 和 矩阵 组 成 的 集合 是 标 
准 型 集合 . 注意 , 我 们 同样 还 可 以 选取 不 同 的 标准 型 集合 , 比如 说 它们 是 同一 类 型 的 
对 角 和 矩阵 , 只 是 对 角 线 上 的 0 在 1 的 前 面 . 

相似 关系 是 在 讨论 一 个 向 基 空 间 到 自身 的 线性 变换 的 各 种 矩阵 表示 中 产生 的 ， 
在 这 种 情形 , 全 线性 群 是 通过 4 一 P4P-:1 作用 到 A 上 . 在 相似 变换 之 下 , 矩阵 
A 的 秩 是 一 个 不 变量 , 因为 两 个 相似 矩阵 是 等 价 的 , 在 等 价 之 下 , 秩 是 不 变量 . 根据 
9.2 节 , 矩阵 的 所 有 特征 值 集合 在 相似 变换 之 下 也 是 不 变量 , 但 它 不 是 全 系 不 变量 . 
在 相似 变换 之 下 , 系统 地 列举 出 完全 的 标准 型 集合 是 矩阵 论 中 一 个 重要 的 问题 ; 对 
于 复数 域 , 给 出 了 矩阵 的 若 当 标准 型 ( 见 10.10 节 ). 

后 面 将 出 现 的 相合 关系 (B = P4PT), 它 是 在 讨论 用 (对 称 ) 矩阵 表示 二 次 型 
中 产生 的 . 

作为 在 群 之 下 等 价 的 另 一 个 例子 , 我 们 考虑 用 所 有 平移 y = z + 构成 的 群 来 
化 简 二 次 多 项 式 f(z) = az? + br 二 o 其 中 a 关 0. 将 z=y 一 k 代 入, 我们 得 到 平移 
f(z) 的 结果 是 


g(y) = a(y —k)? +by—k)+c=ay +(0— 2ak)y+ak? — bk+c. 
特别 是 , 我 们 得 到 郊 知 的 “配方 ” 法 一 一 所 得 的 新 多 项 式 没有 一 次 项 当 且 仅 当 
一 罗 ， 这 时 , 多 项 式 是 


gy) = 0 — 让， 其 中 d= 也 一 4ac. (23) 
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于 是 f(z) 在 平移 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 ay? +h 的 多 项 式 等 价 , 因此 没有 一 
次 项 的 二 次 多 项 式 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 . 另 一 方面 , 任意 平移 后 的 多 项 式 同 原 多 
项 式 f(z) 具有 相同 的 首 项 系数 a 和 相同 的 判别 式 d = (b 一 2ak)? 一 4a(ak? 一 bk 十 c). 
此 f(z) 的 首 项 系数 和 判别 式 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 , 它们 组 成 全 系 不 变量 , 因为 
标准 型 可 以 通过 首 项 系数 和 判别 式 表示 成 (23). 

为 了 给 出 最 后 一 个 例子 , 回忆 一 下 , 全 线性 群 Zn(E) 是 向 量 空间 FP" 的 变换 群 . 
这 个 群 的 每 个 变换 把 F" 的 子 空间 5 变 到 另 一 个 子 空间 . 根据 8.6 节 定 理 10 的 推 
论 2, 任意 子 空间 5 的 维 数 是 全 线性 群 之 下 的 不 变量 . 这 一 个 不 变量 实际 上 是 全 线 
性 群 之 下 关于 F" 的 子 空间 的 全 系 不 变量 ( 见 下 面 习题 5). 


习 


号 


. 求 出 所 有 的 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 z2 + bz 十 < 在 平移 群 之 下 的 标准 型 

, 求 出 所 有 二 次 多 项 式 az2 + bz + (其 中 关 0) 在 仿 射 群 y= jz + 有 bhh 产 0 之 下 的 标 
准 型 

. 在 习题 2 中 证 明 4 一 各 -4c 是 一 个 仿 射 不 变量 

证 明 , 在 请 是 条 件 1+ 1 0 的 任意 域 上 , 任意 四 次 多 项 式 在 平移 之 下 等 价 于 一 个 没有 

三 次 项 的 多 项 式 . 

设 V 是 n 维 向 量 空间 , 证明: V 的 于 空间 的 有 序 对 (S482) 在 全 线性 群 之 下 的 全 系 不 

变 基 是 由 54,5; 的 维 数 以 及 51,52 的 交 的 维 数 给 出 . 

.考虑 在 群 一 rz( 其 中 六 0 为 有 理 数 ) 之 下 的 含有 有 理 系数 的 齐 次 二 次 函数 oz? 

的 集合 . 证 明 ， 系数 a 为 不 同 素 数 乘积 (无 平方 因子 ) 的 二 次 函数 的 集合 提供 了 上 述 二 

次 函数 集合 的 标准 型 

设 f(z) 是 一 个 变量 的 任意 多 项 式 , 证 明 : /(z) 的 次 数 和 实 根 的 个 数 是 在 仿 身 群 之 下 的 

两 个 不 变量 

证明; 对 于 n 个 变量 的 多 项 式 ,最 高 次 项 的 系数 是 平移 群 之 下 的 不 变量 

. 证 明 ， 一 个 实 三 次 多 项 式 在 仿 射 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 za 二 az + 的 多 项 式 
等 价 . 

+10. 考 虚 一 次 函数 2? +bz +c, 其 中 系数 bc 是 模 2 占 数 域 Za 中 的 元 素 , 求 出 这 种 一 次 了 

数 在 平移 群 之 下 的 标准 型 


9.6 ”线性 型 与 双 线性 型 
域 上 的 nn 个 变量 的 线性 型 是 形 为 
Ja ,Tn) = bzi 十 … 十 bnzn 十 c (24) 


的 多 项 式 , 其 中 系数 证,，…, 加 和 都 在 正中 . 除了 平凡 情形 之 外 , 我 们 可 假定 某 一 


少 


名 


[2 


be 


wom 
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个 系数 b; 不 为 零 , 如 果 c = 0, 则 这 个 线性 型 称 为 齐 次 线性 型 . 任意 线性 型 (24) 可 
以 看 作 F”" 的 向 量 鲜 = (z1,…,zn) 的 函数 f( 科 ). 不 同 的 线性 型 确定 不 同 的 函数 ， 
这 因为 函数 f( 六 ) 通过 公式 


00) = 6, f(1,0,.…,0)=bi+ce, -…, f(0,.…,0,1)=bn+e 


确定 线性 型 (24) 的 系数 . 
对 任意 线性 型 , 我 们 可 以 应 用 非 奇 异 仿 射 变换 


Zi = 二》 aijyj Ki，(asj) 是 非 奇异 的 (25) 
本 


把 它 代 入 (24) 中 , 产生 新 的 线性 型 
gy Yn) = (D0)y+ (Pbki+te). (26) 


了 
如 果 存 在 一 个 这 样 的 仿 射 变换 把 了 变 到 g, 我 们 就 说 f 和 9 在 仿 射 群 之 下 是 等 价 线 
性 型 ， 
不 难得 到 线性 型 的 标准 型 . 首先 , 因为 某 个 三 地 0, 平 移 zj = yj 一 pe 三 W( 当 
2 
1 天 少 将 消去 常数 项 . 置换 = 二 yj, 红 二 如 ,如 二 i( 当 11 和 i 关 j 将 给 出 像 (24) 
那样 一 个 新 的 线性 型 , 其 中 bh 子 0, 且 c = 0. 如 果 这 个 线性 型 按 变 量 z1,… ,zn 写 
出 , 那么 由 方程 


=r1+.+hnzn, Y= 72, gr 一 Zn 


给 出 的 新 的 仿 射 变换 是 非 奇异 的 ， 它 把 满足 c = 0 的 任意 函数 / 变 到 等 价 的 函数 
g(0 on) = 级. 因此, 在 仿 射 群 之 下 , 所 有 非 零 线性 型 是 等 价 的 . 

现在 考虑 在 欧 几 里 得 群 ( 即 (25) 式 中 的 4 = (ou) 是 正 交 抵 降 ) 之 下 实 线性 型 
的 等 价 性 4= (好 十 … 十 如) 称 为 线性 型 (24) 的 范 数 , 如 上 所 述 , 通过 平移 我 们 可 
以 消去 常数 适当 选取 d 使 得 (号,…, 号) 是 具有 单位 长 度 的 向 时, 因此 存在 一 
个 正 交 短 阵 (hyj), 以 上 述 向 基 作 为 它 的 第 一 行 . 那么 变换 yw = Zhizi 属于 欧 几 里 
得 群 ; 因为 dy = bzl 十 … 十 bnzn, 所 以 它 把 满足 c = 0 的 线性 型 f 变 到 线性 型 
9g = dyi. 

这 个 线性 型 dy 是 线性 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 . 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 
只 须 证 明 范 数 d 是 在 欧 几 里 得 群 下 的 不 变量 ，j 的 范 数 d 正好 是 系数 向 其 B = 
(01,…,bn) 的 长 度 ,(26) 式 表明 , 变 斤 后 的 线性 型 中 的 系数 向 量 是 原来 的 系数 向 攻 
在 正 交 矩 阵 (a) 作用 之 下 的 变换 式 84; 因此 范 数 是 不 变量 . 于 是 我 们 证 明了 
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定理 13 ”在 欧 几 里 得 群 之 下 , 每 个 线性 型 (24) 与 一 个 且 只 与 一 个 标准 型 dy 等 价 ， 
其 中 4d 是 满足 d= (好 十 … 十 如 ) 的 正 数 , 它 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 . 
关于 两 组 变量 z1,… ,zm 和 ,…,yn 的 ( 齐 次 ) 双 线性 型 是 形 为 


bc》 》 viaiyy (27) 
i=1 j=1 
的 多 项 式 ， 它 是 通过 系数 矩阵 4 = (ai;) 来 确定 的 . 这 个 双 线性 型 可 以 利用 向 量 
= (zzZm) 和 YY = (1,…,yn) 写成 矩阵 乘积 


bX,Y)= 和 4YT (28) 


作为 祥和 YY 的 函数 , 这 个 函数 分 别 对 每 个 自 变 量 是 线性 的 . 

更 一 般 地 , 设 V 和 W 是 同一 个 域 下 上 的 维 数 分 别 为 m 和 n 的 有 限 维 向 量 空 
间 , 且 设 B(é,m) 是 对 于 自 变量 6<Y 和 me W 定义 的 取 值 在 上 的 任意 函数 , 它 
按 下 述 意 义 是 双 线 性 的 : 对 于 al 和 az Ee Ff, 有 


Blaé1 + a2é2,7) = a1B(é1,n) +a2B(é2,n), 1é2EV, neW; (29) 


B(é,a1m + a2n2) = B(é, mi)al + B(é,n2)a2, €€EV, nn EW. (29") 


选取 VV 的 基 at ,am 和 W 的 基 B1,…,B,, 且 设 aij 是 按 aij = B(ai, 18;) 定义 
的 标 基 . 那么 对 V 和 W 中 任意 向 甚 &€ 和 ,按照 基 表 示 , 我 们 有 


B(é€,n) = B(ziag 十 … 十 Zmamy YB + + ynBn). 
因此 根据 (29) 和 (29') 得 
B(é,n) = DriB(oi, Bi)y; = Yriaisy;. 
1 ij 


换 句 话说 , V 和 W 上 的 任意 双 线 性 函数 B 对 于 给 定 的 一 组 基 有 像 (27) 那样 的 唯 
一 表达 式 ， 按照 8.5 节 的 记号 , 另 一 等 价 的 说 法 是 , 双 线性 型 恰好 是 m 维 行 向 量 
站 ,mm xn 矩阵 BB 和 nn 维 列 向 量 Y 的 乘积 XBY. 

这 两 个 空间 的 基 变换 对 应 着 各 组 变量 的 非 奇异 变换 X = X*P 和 Y=Y*Q. 
在 这 些 变换 下 , 可 用 新 的 双 线性 型 X*(PAQT)Y*T 代替 (28) 式 , 其 中 P4QT 是 
一 个 新 的 矩阵 . 因为 任意 非 奇 异 矩阵 可 以 写成 一 个 非 奇 异 矩 阵 的 转 置 QT, 所 以 我 
们 看 出 , 两 个 双 线 性 型 (在 基 变 换 之 下 ) 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 矩阵 是 等 价 的 . 因 
此 , 根据 8.9 节 中 关于 和 矩阵 等 价 性 的 定理 18, 可 知 任意 双 线 性 型 与 一 个 且 只 与 一 
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等 价 . 这 里 整数 7 是 双 线性 型 的 矩阵 的 秩 , 它 是 一 个 (全 系 ) 不 变量 . 


习 是 


~ 


. 求 出 齐 次 实 线性 函数 在 相似 群 之 下 的 标准 型 . 

分 别 在 下 面 两 种 情形 下 求 齐 次 实 线性 函数 的 标准 型 : 

(a) 在 对 角 线 变换 群 之 下 , 即 yi = diz1,… ,yn = dnzn; 

(b) 在 单项 变换 群 之 下 , 即 Y = XXM, 其 中 M 为 单项 矩阵 . 
. 证 明 : 秩 为 7 的 任意 双 线 性 型 可 以 表示 成 


Bd 


名 


(az 十 十 binznj(cagi 十 十 cong 
气 


即 表 示 成 7 个 线性 型 的 乘积 之 和 . 
. 求 出 两 组 新 变量 z*,y*,z* 和 www" 把 下 面 双 线性 函数 化 为 标准 型 ， 


TU 十 ZU 十 ZU 十 zu 十 30 十 30 十 2 十 2 十 2U0. 


> 


9.7 二 次 型 


下 面 4 节 专 门 研究 二 次 型 在 各 种 变换 群 之 下 的 标准 型 . 这 类 问题 中 最 简单 的 是 
产生 于 对 平面 有 心 二 次 曲线 (具有 “ 斜 ” 轴 的 椭圆 或 双 曲 线 ) 的 研究 . 这 样 的 二 次 曲 
线 满足 方程 4z? + Bzy + Cy? = 1, 其 中 左边 是 “二 次 型 ". 这 样 的 二 次 型 (全 体 变 
基 的 二 次 齐 式 ) 产生 于 很 多 其 他 情形 : 例如 , 空间 的 二 次 曲面 方程 , 二 次 曲线 在 齐 次 
坐标 下 的 射影 方程 , 向 量 长 度 的 平方 公式 |X)? = x3 十 43 十 .… 十 ,具有 三 个 速度 
分 量 u,v,w 的 空间 运动 物体 的 动能 公式 Fe 十 如 十 w?), 微分 几何 中 在 球面 坐标 
下 空间 的 弧 长 ds 的 公式 ds? = dr? + r2dg2 +7?sin gag?. 

这 样 的 二 次 型 可 以 用 矩阵 表示 . 例如 , 为 了 得 到 二 次 型 5z? + 6zy + 2y? 的 矩阵 
表示 , 首先 调整 二 次 型 使 得 zy 和 yz 的 系数 相等 , 写成 5z2? + 3zy 十 3yz 十 282. 这 个 
表达 式 可 以 写成 矩阵 乘积 


5 3 z 57+3y 2 2 
= (z， = 5z2 + 6zy 十 292. 
eol( :1 人 (7 en (tw) Z +67Yy + 2Y 


这 里 给 出 的 2 x 2 系数 矩阵 是 对 称 的 . 由 于 对 称 性 , 这 个 矩阵 等 于 它 的 转 置 . 

一 般 地 , 如 果 方 阵 4 等 于 它 的 转 置 : 47 = 4, 则 称 4 是 对 称 的 ; 换 句 话说 , (aij) 
是 对 称 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 i,j, 有 ai; = ai 类 似 地 , 如 果 和 矩阵 C 满足 CT = -C， 
则 称 C 是 针对 称 的 . 为 把 矩阵 BB 分 成 对 称 部 分 和 斜 对 称 部 分 , 我 们 可 以 把 B 写成 

B+B' B-BT 


了 = 一 一 + 一 


=S+K, (30) 
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其 中 3 = 2 = 一 根据 转 置 的 运算 法 则 , 有 (B 土 B”)7 一 

(BT)T = BT 土 妃 , 所 以 5 是 对 称 的 , KK 是 斜 对 称 的 . et 
B= 5S1 + Ki, 其 中 Si 是 对 称 的 , K1 是 斜 对 称 的 . 这 是 因为 任何 这 样 的 分 解 将 
给 出 BT = SET+KT = S51- Ki, 于 是 B+BT=251,B- BT=2Ki, 所 以 
S1 = 5S, Ki = K. 公式 (30) 可 以 应 用 到 任意 满足 条 件 2 = 1 十 1 关 0 的 域 上 , 但 对 
于 域 zs 上 的 矩阵 , 公式 (30) 没有 意义 , 因为 在 Za 中 1+1=0. 总 之 , 任意 矩阵 可 
以 唯一 地 表示 成 对 称 和 矩阵 与 斜 对 称 矩 阵 之 和 , 只 要 假定 1 + 1 冯 0. 

n 个 变量 z1,… ,zn 的 齐 次 二 次 型 是 由 多 项 式 


> Dibisry 
| 


来 定义 的 , 其 中 每 一 项 的 次 数 都 是 2. 这 个 二 次 型 可 以 写成 矩阵 的 乘积 XBXT. 如 
果 系 数 矩阵 BB 是 斜 对 称 的 , 那么 bi; = 一 bji, 因此 这 个 二 次 型 等 于 零 . 一 般 地 , 根据 
(30) 式 , 把 B 写成 B= S++K, 二 次 型 变 成 


XBXT=X(S+K)XT=XSXT+XKXT = XSXT, (K 是 斜 对 称 矩 阵 ). 


因此 , 若 1+1 关 0, 则 任意 二 次 型 可 以 唯一 地 表示 成 (用 A4 记 5) 
六 六 ZiaijTj 二 苹 AXT， A = (ai;) 是 对 称 矩 阵 . (31) 
i=1 j=1 
如 果 向 量 & 有 坐标 关 = (z1,… ,zn), 那么 每 个 二 次 型 确定 一 个 向 基 & 的 二 次 
函数 Q(E) = XAXT. 由 空间 的 基 变换 给 出 新 坐标 区”, 它 与 老 坐标 的 关系 是 通过 
方程 蕊 = 大 "P( 其 中 三 是 非 奇异 矩阵 ) 给 出 的 . 按照 & 的 新 坐标 来 表示 , 二 次 型 变 
成 
Q(E) = 天 4XT = (XP)A(X'P)T = X'(PAPT)X"T; 
这 是 含有 新 矩阵 PAPT 的 另 一 个 二 次 型 . 这 个 新 矩阵 同 4 一 样 是 对 称 的 , 因为 
(P4PTiT = (PT)T4TPT = P4PT. 
定理 14 通过 坐标 变换 , 含有 矩阵 和 的 二 次 型 变 为 含有 矩阵 PAPT 的 二 次 型 ,这 
里 已 是非 奇异 的 . 
对 称 和 矩阵 4 和 B, 如 果 满 足 关 系 B= PAPT( 其 中 PP 是非 奇 异 的 ), 则 称 4 和 
电 是 相合 的 . 
再 重复 一 下 , 定理 14 断言 , 齐 次 的 二 次 型 在 全 线性 群 (这 个 群 由 关于 变量 的 非 
奇异 的 线性 齐 次 变换 构成 ) 之 下 化 为 标准 型 的 问题 , 等 价 于 求 对 称 矩 阵 4 在 变换 群 
4 一 P4PT 之 下 的 标准 型 问题 . 
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习 题 


. 证 明 : 4T74 和 4AT 总 是 对 称 的 . 

. 证 明 : 如 果 4 是 斜 对 称 的 , 那么 4 是 对 称 的 . 

. 把 8.3 节 中 习题 1 的 每 个 矩阵 表示 成 S + K 的 形式 . 
. 求 出 与 下 列 各 二 次 型 相 联系 的 对 称 和 矩阵 : 


(a) 2z2 + 3zy + 6y?, (b) 8zy + 4y?, 
(c) z2 + 2zy + 47z + 3y? 十 yz 十 722， (d) 4zy， 
(e) z2 + zy + 4y? + 27z + 22 + hyz. 


. (a) 证 明 : 如 果 S 是 对 称 的 , 4 是 正 交 的 , 那么 4 5S4 是 对 称 的 . 


(b) 证 明 , 如 果 K 是 斜 对 称 的 , 4 是 正 交 的 , 那么 4-'KA 是 斜 对 称 的 . 


.讨论 矩阵 4B - BA 在 下 列 各 情况 下 的 对 称 性 : 


(a) 4 和 B 都 是 对 称 的 。 (b) 4 和 B 都 是 斜 对 称 的 . 
(c) 4 是 对 称 的 , 而 B 是 斜 对 称 的 . 


. 证 明 : 如 果 4 和 B 是 对 称 的 , 那么 AB 是 对 称 的 当 且 仅 当 AB = BA. 
(a) 证 明 : 域 Z2( 模 2 整数 域 ) 上 每 个 斜 对 称 和 矩阵 是 对 称 的 . 


(b) 举 出 Za 上 的 矩阵 , 它 不 能 表示 成 和 S + KK( 见 (30) 式 ). 


, 设 DD 是 无 重复 元 素 的 对 角 和 矩阵 , 证 明 : AD = DA 当 且 仅 当 4 也 是 对 角 和 矩阵 . 
. 设 8(6) 是 二 次 函数 , 证 明 


Q(a+B+7) -Qa+8) -Q(B+7) -QF+a) +Q(a) +Q(B) +Q(N) = 


如 果 B 是 对 称 双 线性 型 , 那么 Q(&) = B(E,E) 是 满足 关系 式 
2B(é€,7) = Q(E +7) — Q(€) — Q() 
的 二 次 型 . 


工 = Ta 对 任意 两 个 向 量 &,m 满足 关系 (7,7) = (&,77). 


0. 


， 双 线性 型 BCE,m)(E s Vn e Y) 如 果 满足 B(é,n) = B(m,é), 则 称 它 是 对 称 的 , 证 明 ， 


. 证 明 : n x n 实 矩 阵 4 是 对 称 的 当 且 仅 当 与 它 相 联系 的 n 维 欧 几 里 得 空间 的 线性 变换 


证 明 , 如 果实 矩阵 8 是 斜 对 称 的 , 并 且 工 + S 是 非 奇 异 的 , 那么 (I 一 S)(I+S)-! 是 


正 交 抵 阵 . 


9.8 ”全 线性 群 之 下 的 二 次 型 


大 家 熟悉 的 “配方 ” 法 可 以 用 作为 化 简 二 次 型 (通过 线性 变换 ) 的 方法 . 对 于 两 
个 变量 的 二 次 型 , 由 这 个 方法 可 以 得 到 


ar? +2bry + cy 
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-人 
一 afz + 2y)” 已 (c Ey 
括 导 中 的 项 给 出 新 的 变量 x/ = z 十 2y, = 二 y. 在 这 个 变量 线性 变换 下 , 二 次 型 变 成 


az2 + (< 一生)y2, 交叉 项 被 去 掉 了 . 

这 一 论证 要 求 a 关 0. 如 果 a = 0, 而 c 关 0, 则 可 用 类 似 的 变换 来 化 简 . 最 后 , 如 
果 a =c=0, 那么 原来 的 二 次 型 是 2bzy, 对 应 的 方程 25zy = 1 表示 一 个 等 轴 双 曲 
线 在 这 种 情况 下 , 变换 2 =z +y,y=w 一 洲 将 把 二 次 开化 为 


2b(z’ + y)(z’ 一切) = 20(z2 ~ y?). 


这 个 表达 式 也 只 包含 着 平方 项 (提示 : 这 里 使 用 的 变换 与 关于 双 曲 线 轴 的 旋转 有 
什么 关系 ?) 
类 似 的 “配方 ” 法 可 以 应 用 到 多 于 两 个 变量 的 二 次 型 上 . 

引 理 通过 非 奇 异 线性 变换 ,任意 不 恒 为 替 的 二 次 型 Drziaijzj 可 以 化 为 首 项 系数 
alil 天 0 的 二 次 型 , 只 要 假定 1 二 1 天 0. 

证 明 根据 假设 , 至 少 有 一 个 系数 ai; 关 0 如果 是 对 角 线 元 素 aii 了 0, 那么 我 们 
通过 zl 与 mi 变 基 对 换 (这 是 一 个 非 奇异 变换 , 因为 它 的 矩阵 是 置换 矩阵 ) 可 以 得 
到 新 的 系数 ol 去 0. 如果 所 有 对 角 线 元 素 ui 都 是 零 , 但 是 存在 下 标 站 和 关 了 满足 
Qi 闫 0. 通过 置换 变量 , 我 们 可 以 使 a12 冯 0; 由 矩阵 的 对 称 性 有 a12 = az1. 那么 已 
知 的 二 次 型 就 是 alzzlzs + azlz271 = 2al2zlz? 再 加 上 含有 其 他 变量 的 一 些 项 . 恰 
好 同等 铀 双 曲 线 的 情形 一 样 , 通过 变换 


T1=N -Ye T2=+y T3=Y3 Tn = Yn, 


这 个 二 次 型 就 可 化 成 首 项 系数 2a12 关 0 的 形式 2a12(y? 一 吸 ). 上 述 变换 是 非 奇 异 
的 , 由 消去 法 我 们 容易 证 明 它 有 逆 变 换 


Z1 十 Z2 2 一 Z1 
et 


1 ， Y3=73, 加 = Tn. 


间 : 这 个 论证 中 什么 地 方 用 到 假设 1+1 关 0? 
现在 我 们 对 任意 二 次 型 “配方 ". 根据 引 理 , 我 们 可 使 ol 0, 所 以 二 次 型 可 以 
写成 a(ZPeibiyzj), 这 里 bj = 全 ,boa = 工 由 于 算 阵 的 对 称 性 , 含有 zi 的 项 为 


z2 +42D bn = (= 本 三 oo 守 (Da) 
j=2 j=2 j=2 
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这 个 “完全 平方 " 的 构成 暗示 着 一 个 变换 


=71+ br Y=72 7 Yn = In. 
j=2 

那么 yi 只 出 现在 好 项 中 . 原来 的 二 次 型 现在 就 变 为 a11y? + Dyjcjryk, 这 里 的 下 标 
7 和 上 是 从 2 跑 到 n. 剩 下 的 部 分 是 n 一 1 个 变 基 yo,…,yn 的 二 次 型 , 对 这 个 二 次 
型 使 用 同样 的 方法 . 这 个 方法 可 以 重复 进行 下 去 (归纳 论证 ) 直到 剩 下 的 二 次 型 的 
新 系数 全 都 是 零 为 止 . 因此 我 们 有 

定理 15 通过 变量 的 非 奇 异 线性 变换 , 满足 条 件 1 十 1 关 0 的 任意 域 上 的 二 次 型 可 
以 化 为 对 角 二 次 型 


而 姓 十 由 好 十 十 四 玲 ， 每 个 十 天 0， (32) 


非 震 对 角 线 元 素 的 个 数 了 是 一 个 不 变量 . 

这 个 数 称 为 已 知 二 次 型 和 AXT 的 秩 . 因为 > 是 化 简 后 的 二 次 型 (32) 的 对 
角 和 矩阵 DD 的 秩 , 所 以 它 的 不 变性 是 显然 的 . 这 个 秩 必 等 于 原来 二 次 型 的 矩阵 4 的 
秩 , 因为 根据 定理 14, 我 们 的 变换 把 4 化 为 D = PAP", 而 我 们 已 经 知道 (8.9 节 
定理 19), 秩 在 更 一 般 的 变换 4 一 PAQ 之 下 是 一 个 不 变量 . 

如 果 n 个 变量 的 二 次 型 全 AX 的 秩 是 m 那么 称 它 是 非 寺 异 的 , 因为 这 意味 
着 矩阵 4 是 非 奇 异 的 

在 对 角 二 次 型 (32) 中 , 秩 7 是 不 变量 , 而 系数 并 不 是 不 变 基 , 因为 用 不 同 的 方 
法 化 简 二 次 型 可 以 产生 不 同 的 系数 组 d1,… ,d;. 下 一 节 我 们 将 得 到 实数 域 这 个 特 
殊 情 形 下 的 全 系 不 变量 . 


习 题 


.在 有 理 数 域 上 , 把 9.7 节 习 题 4 中 的 每 个 二 次 型 化 为 对 角 型 . 

2. 在 模 5 整数 域 Zs 上 , 把 2z? + zy + 3y? 化 成 对 角 型 . 

, 证明: 在 域 Zs 上, 每 个 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 成 形式 5diy?, 其 中 每 个 系数 di = 
0,1 或 2. 

证 明 ， 在 有 理 数 域 上 , 二 次 型 z3 + z3 可 以 变换 成 两 种 不 同 的 对 角 型 ，9y? + 4y3 和 
222 + 823. 

. 当 撼 阵 4 是 下 列 情形 时 , 求 出 矩阵 P 使 得 PAPT 是 对 角 和 矩阵. 


0 1 0 
m4- (21). ©4= (1) 04=|1021. 
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6. 求 出 所 有 的 把 实 二 次 型 zf 十 … 十 72 化 为 理 +… 十 好 的 线性 变换 . 
7. 严格 证 明 , 二 次 型 zy 在 群 L2(Z2) 之 下 不 等 价 于 对 角 型 . 


9.9 ”全 线性 群 之 下 的 实 二 次 型 


在 解析 几何 中 , 二 次 曲线 和 二 次 曲面 都 是 用 实 二 次 多 项 式 函数 来 描述 . 在 实数 
域 上 , 对 角 型 (32) 的 每 一 项 可 以 通过 变量 代 换 y = |dij3y; 进一步 化 简 , 使 得 项 diy? 
变 成 ty?. 对 所 有 变量 同时 实行 代 换 , 就 把 二 次 型 化 为 形式 2 土 妈 . 在 这 个 和 中 , 可 
以 置换 变量 , 使 得 正 的 平方 项 都 在 前 面 . 这 就 证 明了 
定理 16 实数 域 上 任意 二 次 型 可 以 通过 变量 的 非 奇 异 线性 变换 化 成 如 下 形式 : 


好 十 十 如 一 区 (33) 
定理 17 出 现在 简化 形式 (33) 中 正平 方 项 的 个 数 是 给 定 二 次 型 @ 的 不 变量 , 也 
就 是 说 ,Pp 只 依赖 于 二 次 型 而 不 依赖 于 化 简 的 方法 ( 西 耳 维 斯 特 (Sylvester) 惯性 律 ). 
证 明 假设 存在 另外 的 简化 形式 


镁 二 十 中 一 内 一 一 多， (34) 


它 含 有 4 个 正 项 . 因为 这 两 个 简化 形式 是 从 同一 个 Q@ 通过 非 奇 异 变换 得 到 的 , 所 
以 存在 一 个 非 奇异 变换 把 (33) 化 成 (34). 我 们 可 以 把 这 个 变换 方程 看 成 坐标 变换 
(图 像 固定 坐标 移动 的 变换 ), 那么 (33) 和 (34) 表示 固定 向 基 & 的 同一 个 二 次 函数 
Q(6), 而 上 相对 于 一 组 基 的 坐标 是 z1,…,z-, 相对 于 另 一 组 基 的 坐标 是 1,……,y;. 

假定 a < p. 如 果 公式 (33) 中 za = = 和亲 =0 则 Q@(E) > 0. 满 足 这 > 一 2 个 
方程 的 全 体 向 量 & 构成 n 一 (r 一 p) 维 子 空间 51( 在 这 个 子 空间 中 存在 n 一 (r 一 人 
个 坐标 及 ,，……， 纪 ,z+1…，2m)， 类似 地 (34) 式 中 , 如 果 每 个 & 冯 0 的 坐标 满足 
纪 二 二 Ya 二 Yrtl 二 … 二 Vn 二 0, 则 使 得 Q(é€) < 0. 这 些 条 件 确 定 一 个 + 一 维 
子 空间 52. 51 和 52 两 个 子 空间 的 维 数 之 和 是 


n-(r-pD+(r-q9)=n+(p-q)>n 


因此 $1 和 52 具有 公共 的 非 零 向 量 &, 因为 由 7.8 节 定 理 17 可 知 交 S1n 5 的 维 数 
是 正 的 . 对 于 这 个 公共 向 量 &, 由 (33) 有 Q(é) > 0, 而 由 (34) 有 Q(6) < 0, 显然 得 出 
了 矛盾. 如 果 假 定 a > p, 则 将 导出 类 似 的 矛盾 , 所 以 q = p, 定理 证 完 . 

这 个 结果 表明 , 任意 实 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 为 一 种 且 只 化 为 一 种 (33) 
那样 的 二 次 型 . 所 以 这 种 类 型 的 表达 式 十 2? 是 实 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 的 标 
准 型 . 这 个 标准 型 本 身 由 所 谓 符 号 差 { 十 ，…, 十 ,一 ，……, 一 } 唯一 确定 , 这 个 符号 差 是 


9.9 全 线性 群 之 下 的 实 二 次 型 ”25] 


由 p 个 正 号 , 7 一 p 个 负 号 组 成 , 其 中 > 是 二 次 型 的 牧 . 这 个 符号 差 是 通过 7 和 
5 二 一 (7 一 p) = 2p 一 " 确定 的 (s 是 正 号 个 数 减 去 负 号 个 数 ). 有 时 称 这 个 整数 s 为 
二 次 型 的 符号 差 . r 和 s 一 起 构成 全 系 (数值 ) 不 变量 , 这 是 根据 两 个 二 次 型 等 价 当 
且 仅 当 它们 可 化 成 同一 个 标准 型 (33). 
定理 18 两 个 实 二 次 型 在 会 线性 群 之 下 等 价 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 和 符号 差 . 

n 个 变量 的 实 二 次 型 Q = 天 4XT, 如 果 当 处 二 0 时 可 推出 Q > 0, 那么 称 
Q@ 是 正定 二 次 型 ; 在 同样 条 件 下 实 对 称 矩 阵 4 称 为 正定 和 夫 阵 . 如 果 我 们 考虑 标准 型 
(33), 显然 , 8 是 正定 二 次 型 当 且 仅 当 标准 型 是 如 十 … 十 又 . 这 是 因为 , n 个 平方 和 
除了 所 有 项 都 是 零 之 外 总 是 正 的 , 而 且 当 取 XX 是 第 m 个 单位 向 量 en 时 , (33) 中 的 
和 4XT < 0, 除非 p =, 于是, 我们 证 明了 
定理 19 实 二 次 型 是 正定 的 当 且 仅 当 它 的 标准 型 是 好 十 … 十 到 . 

根据 定理 14, 这 意味 着 4 = PIP", 它 给 出 下 面 进一步 的 结果 . 
定理 20 实 对 称 矩 阵 人 是 正定 的 当 且 仅 当 存在 一 个 实 非 坷 异 矩 阵 PP 使 得 和 = 
了 PPT. 

二 次 型 天 4XT 确定 了 在 nn 维 向 量 空间 中 的 一 条 轨迹 , 它 是 由 满足 X4XT = 1 
的 所 有 点 耻 组 成 . 标准 型 (33) 意味 着 , 通过 适当 的 非 奇 异 线性 变换 可 把 轨迹 化 为 
具有 方程 


既 十 十 好 一 好 一 一 浆 =1 
的 曲线 , 例如 , 在 平面 上 , 秩 为 2 的 简化 了 的 方程 是 
+= -=1l -oy=1. 


它们 分 别 表示 图、 等 轴 双 曲线 或 根本 没有 轨迹 . 秩 为 0 的 唯一 的 二 次 型 是 0= 1 秩 
为 1 的 二 次 型 是 z? = 1( 它 表示 两 条 直线 z = 士 1) 或 者 -z2 = 1( 没 有 轨迹 ). 在 8.8 
节 中 我 们 证 明了 (定理 15 的 推论 2), 平面 上 任意 非 奇异 线性 变换 可 以 表示 为 切 变 
换 、 压 缩 (或 伸 长 ) 与 反射 的 乘积 . 因此 方程 az? +bzy+cy? = 工 表示 的 任意 有 心 二 
次 曲线 可 以 相继 通过 切 变换 、 压 缩 与 反射 化 为 我 们 在 上 面 列举 出 的 几 种 形式 之 一 . 
在 几何 上 , 这 些 结果 是 合理 的 : 椭圆 可 以 沿 着 一 根 轴 压 缩 成 圆 ; 但 是 显然 找 不 到 一 
系列 线性 变换 可 以 把 圆 z2? +y? = 1 化 成 等 轴 双 曲线 z? 一 如 = 1. 这 就 是 平面 情形 
符号 差 的 不 变性 的 几何 意义 . 

在 研究 两 个 变量 的 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 时 , 符号 差 是 有 用 的 . 设 z = f(x,y) 
是 一 个 光滑 函数 , 它 的 一 阶 偏 导 数 疡 和 户 在 z = ro,y = yo 处 都 为 零 , 因此 z 按 
尹 =Z 一 Z0 天 一 4 一 go 的 备 的 泰勒 级 数 展开 式 中 , 没有 一 次 项 . 这 个 展开 式 是 


1 
f(zo+h,yot+k) = f(zo,yo) + 3lah? + 2bhk+ ck + ee, 
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其 中 系数 a,b,c 是 偏 导数 


a= fzz(To,yo), b= fzy(To,yo), c= fyy(To, yo). 


当 有 和 上 的 值 很 小 时 , 起 支配 作用 的 是 方 括号 中 的 那 一 项 , 它 是 变量 及 和 处 的 实 系 
数 二 次 型 . 如 果 这 个 二 次 型 的 秩 是 2, 那么 它 可 以 利用 变换 后 的 变量 ht 和 kr 表示 成 
土 h? 土 k2. 如 果 两 项 的 符号 都 是 加 号 , 那么 (zo,yo) 点 附近 的 函数 值 f(zo + 有 ,yo -+k) 
总 是 超过 f(xo,yo), 所 以 z 有 相对 极 小 值 . 如 果 两 项 的 符号 都 是 减 号 , 那么 z 有 相对 
极 大 值 . 如 果 一 项 符号 是 加 号 另 一 项 符号 是 减 号 , 则 二 次 型 可 以 取 正 值 也 可 以 取 负 
值 , 所 以 (zo,yo) 既 不 是 极 大 点 也 不 是 极 小 点 , 而 是 蒂 点 ( 像 马 鞍 , 或 者 像 两 个 山峰 之 
间 的 往 口 , 高度 z 沿 一 个 方向 是 增加 的 , 而 沿 另 一 个 方向 是 减少 的 ). 因此 , 极 大 点 、 
极 小 点 和 鞍点 是 根据 二 次 型 的 符号 差 来 区 分 的 . 三 个 变量 或 更 多 变量 的 函数 的 临界 
点 有 类 似 的 结果 . 


习 题 


1. 证 明 , 实 二 次 函数 az? + bzy + cy? 是 正定 的 当 且 仅 当 a> 0 且 4ac 一 刀 > 0. 


2 


APN 


如 


10, 


S 


证 明 : 正定 对 称 矩 阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 正 的 . 

把 下 列 各 实 二 次 型 化 为 定理 16 所 述 的 标准 型 , 并 求 出 每 个 二 次 型 的 秩 和 符号 差 : 
(a) 9z? + 12zaiza + 79z3，  (b) 2z? — 12z17z2 + 18z3， 

(c) —2z? — 4clza + 22z3 + 12zazs + 6zazl 一 23. 


. 描述 三 维 空间 中 实 二 次 型 的 各 种 可 能 标准 型 的 几何 轨迹 . 

. 证 明 : 复 系数 齐 次 二 次 型 在 全 复线 性 群 之 下 总 是 与 平方 和 好 十 … 十 邓 等 价 . 

证明: n 个 变量 的 复 系数 的 两 个 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 等 价 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 . 
: 证明 , 双 线 性 函数 环 AYT 是 “内 积 ” 当 且 仅 当 A 是 对 称 的 并 且 是 正定 的 ， 

.如 果 二 次 型 的 秩 等 于 符号 差 , 那么 称 这 个 二 次 型 是 半 正 定 的 , 对 这 种 二 次 型 叙述 并 证 


明 类 似 于 定理 19 的 命题 . 


对 半 正 定 二 次 型 , 叙述 并 证 明 类 似 于 定理 20 的 命题. 


(a) 列 出 四 个 变量 非 奇异 二 次 型 的 所 有 类 型 . 
(b) 至 少 对 两 个 二 次 型 , 几何 地 描述 一 下 它们 在 R* 中 相应 的 轨迹 . 


9.10 ” 正 交 群 之 下 的 二 次 型 
实 二 次 型 在 正 交 变 换 之 下 可 以 化 简 成 什么 样 呢 ? 一 个 正 交 变换 Y = XP 把 


入 AXT 变换 成 Y(P-14(P-1)T)YT. 因为 PP 是 正 交 矩阵 ， 所 以 新 矩阵 可 以 写 


成 


P-1A(P-!)T = P-1AP. 


@ 两 个 对 称 矩阵 A 和 P-1AP(P 是 正 交 甜 阵 ) 有 时 称 为 是 正 交 相 合 的 . 
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在 平面 上 , 椭圆 在 正 交 变换 (旋转 或 反射 ) 之 下 决 不 能 产生 贺 ; 我 们 至 多 可 以 
使 椭圆 的 轴 旋 转 到 标准 位 置 上 . 长 轴 可 以 看 作 最 长 的 直径 ， 为 重 述 这 个 最 大 值 性 
质 , 考虑 任意 实 二 次 函数 Q(€) = az? 十 cy?, 其 中 a < c, 并 且 没 有 zy 项 ， 那 么 
Q(é) < cz? +cy? = c(z2 十 妇 ), 这 就 意味 着 , 在 单位 加 z? +y? = 工 的 所 有 点 上 @ 的 
最 大 值 是 并 且 在 > = 0,y = 1 点 上 取 这 个 最 大 值 . 反 过 来 , 下 面 的 引 理 保证 Q 中 
没有 zy 项. 
引 理 ”如 果实 二 次 函数 @ = az2 + 2bzy 十 cy? 在 单位 圆 xz? 十 二 1 的 所 有 点 中 有 
一 个 最 大 值 , 并 且 在 点 工 一 04 = 1 上 取得 , 那么 b=0. 
证 明 把 @ 看 作 一 个 变量 z 的 ( 双 值 ) 函数 , 这 里 y 同 z 的 关系 隐 含 在 等 式 2?++y? = 


1 中 .两边 求 微 商 , 我 们 得 到 2= 十 2y 互 0, 所 以 导数 = 型 一 - 卫 . Q 的 导数 是 
Q' = (az2 + 2bry + ey) = 2az + 2by + 2bry’ + 2cyy’. 


置 z = 0,y = 1 求 出 y 的 值 后 一 起 代入 上 式 , 我 们 得 到 8' = 2b. 但 是 8 在 
z= 0,y = 1 点 处 达到 最 大 值 , 所 以 这 个 导数 一 定 为 零 , 因此 25b = 0. 证 毕 

现在 回 到 n 个 变 基 的 二 次 型 . 在 n 维 空间 中 , 单位 超 球面 pz? = 1 是 封闭 的 
有 界 集合 , 它 上 面 的 点 都 是 长 度 为 1 的 向 量 ， 在 这 个 超 球面 上 , 实 二 次 型 Q(é) = 
wioijzj 所 取 的 什 有 一 个 上 界 laijl. 因为 (5) 是 & 的 连续 函数 , 所 以 Q(&) 在 
bj bj 


5 上 有 最 大 值 CAi. 换 句 话说 , 在 所 有 单位 长 度 的 向 基 & 中 间 , 存在 一 个 向 基 &0, 在 
&0 上 , Q(é) 取 它 的 最 大 值 和 1. 因为 6o 的 长 度 为 1, 所 以 我 们 可 以 选取 ai = 6o 作 
为 新 的 标准 正 交 基 a1,…,an 的 第 一 个 向 量 (7.11 节 的 定理 21). 设 上 对 于 这 组 基 
的 新 坐标 是 妇 ,…yn, 那么 二 次 型 按照 新 坐标 可 表示 为 8(€) = Zyibijyy, 其 中 系数 
bi; 组 成 一 个 新 矩阵 . @ 的 最 大 值 Xi 通过 坐标 为 (1,0,…,0) 的 向 量 aa 给 出 , 所 以 
代入 oa 可 知 最 大 值 Xi 就 等 于 bi1. 如 果 我 们 进一步 限制 变量 , 除了 加 和 yi 两 个 
变量 之 外 其 他 都 是 零 , 那么 这 个 最 大 值 仍然 保持 不 变 . 因此 yj = Lu = 0 是 二 次 型 
b119? 十 2bliviyi 十 big 在 条 件 圾 十 如 = 1 之 下 的 极 大 点 . 那么 引 理 (用 yi 代替 x) 
断言 , 交叉 乘积 的 系数 bi 是 零 , 这 种 论证 应 用 于 i = 2,3,…,n 每 一 种 情形 . 因此 ， 
Q 按照 这 些 坐标 yi,……, yn 来 表示 时 , 去 掉 了 所 有 y; 与 yi 交叉 乘积 项 , 于 是 变 成 


QE) = NRT+ DD ybyy, B=(b)= BT. (35) 


i=2 j=2 


第 一 个 系数 入 不 是 向 量 而 是 标量 (是 在 球面 上 | = 1 上 Q(é) 的 最 大 值 )- 
0 pe 这 里 我 们 假定 下 述 事实 成 立 ， 在 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 在 这 个 集合 上 有 一 个 最 大 
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在 (35) 式 中 差 Q"(e) = Q(6) 一 入 ?是 n 一 1 个 变量 yp,…,yn 的 二 次 型 . 这 些 
变 基 是 由 n 一 1 个 新 基 向 量 a2,…, on 张 成 的 空间 Sn-1 中 的 坐标 . 在 这 个 空间 ( 它 
是 第 一 个 基 向 量 &0 的 正 交 补 ) 中 , 我 们 可 以 重复 应 用 同样 的 方法 , 选择 新 的 标准 正 
交 基 使 得 @*(é) 在 上 | = 1 上 取 最 大 值 ; 这 就 从 二 次 型 中 分 出 另外 一 个 对 角 线 元 素 . 
最 后 我 们 求 出 一 组 主轴 基 , 对 于 这 组 基 有 


Q(é) = Ni 寻 + N+ Mn A > Nn (36) 


这 里 z1,… ,zn 是 相对 于 aa, Bo,7a,… 这 组 基 的 坐标 , 而 a1, Bo,7Y3,… 是 在 逐次 
满足 最 大 要 求 时 选取 的 . 第 一 个 向 量 ma 使 8(&) 达到 最 大 值 Nt, 只 在 条 件 |&| = 1 之 
下 . 第 二 个 基 向 量 Ba 选 为 在 这 个 空间 中 与 aa 正 交 的 向 量 ; 这 也 就 是 , 7 = B。 是 适 
合 Im| = 1 (m,aa) = 0 的 所 有 向 基 9 中 间 , 使 Q(m) 达到 最 大 值 xs 的 一 个 向 量 . 第 
三 个 基 向 量 y 是 适合 |6| = 1, 并 与 ax, Ba 正 交 的 所 有 向 量 5 中 间 , 使 Q(6) 达到 最 
大 值 的 一 个 向 量 , 等 等 . 这 个 逐次 最 大 问题 可 以 通过 具有 三 个 不 等 轴 a > bp > c>0 
的 椭 球 (以 倒 过 来 的 形式 , 即 极 大 换 作 极 小 ) 加 以 形象 地 描述 . 最 短 主轴 c 是 最 小 直 
径 ; 次 主轴 刀 是 所 有 同 最 短 主轴 垂直 的 直径 中 间 最 短 的 一 个 , 等 等 . 

于 是 (36) 式 的 系数 和 1,…, An 可 表征 为 某 一 极 值 问题 的 解 , 这 个 极 值 问题 只 依 
赖 于 Q, 而 不 依赖 于 特殊 的 坐标 系 . 在 化 简 过 程 中 , 只 有 当 第 一 个 最 大 值 (或 者 后 面 
的 某 一 最 大 值 ) 是 由 两 个 或 更 多 个 长 度 为 1 的 不 同 向 量 &。 和 mo 给 出 的 时 候 才 可 
能 产生 极 值 不 确定 的 情况 . 即使 在 这 种 情况 , 我 们 仍 可 证 明 和 ; 是 唯一 的 (10.4 节 )， 

这 就 证 明了 下 面 的 主轴 定理 . 
定理 21 任意 nn 个 变量 的 实 二 次 型 ,对 于 适当 的 标准 正 交 基 可 以 取 为 对 角 型 (36). 

由 定理 1, 这 组 新 基 qf,…, a 可 以 按照 原 基 el = (1,0,…,0),…,en = (0,…， 
0,1) 表示 成 at = 》 pijej. 进一步 , 因为 向 量 at,…, a 是 标准 的 而 且 是 正 交 的 ， 


了 
所 以 系数 矩阵 已 = (pi;) 是 正 交 和 矩阵 , 像 定理 2 那样 , 老 坐 标 z1,… ,zn 则 可 按照 新 
坐标 夺 区 表示 成 z; 》 ,zypii 换 句 话说 , 我 们 已 对 二 次 型 做 了 变量 的 正 交 变 


换 . 于 是 定理 21 的 “坐标 变换 ”形式 的 结果 可 改写 成 “点 变换 ”的 形式 , 即 
推论 1 个 变量 的 任意 齐 次 二 次 函数 可 以 通过 正 交点 变换 化 为 对 角 型 (36). 

这 两 个 结果 都 称 为 “主轴 定理 ”. 如 果 二 次 型 用 与 它 对 应 的 矩阵 来 代替 , 那么 这 
个 定理 断言 
推论 2 对 任意 实 对 称 和 矩阵 4, 存在 实 正 交 算 阵 忆 使 得 PAPT = PAP-! 是 对 角 
矩阵 . 

换 句 话说 , 我 们 证 明了 任意 实 对 称 甜 阵 与 对 角 和 矩阵 相似 . 同 定理 4 相 比较 , 我 们 
看 出 标准 型 (36) 中 的 Xi,……,》Xn 恰好 是 矩阵 4 的 全 体 特征 值 . 
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在 平面 上 , 方程 Q(é&) = 1 的 标准 型 只 不 过 是 Xiz2 + A2y? = 1. 这 类 方程 包括 椭 
(和 1 > Xo > 0) 或 双 曲 线 (Na > 0 > )) 的 普通 的 标准 方程 , 这 些 系数 确定 了 轴 的 
长 度 . 在 三 维 空间 中 , 对 三 个 系数 Xt, Xz, Xs 有 类 似 的 解释 . 如 果 这 三 个 系数 都 是 正 
的 , 则 轨迹 8 = 1 是 一 个 袜 球 ; 如 果 其 中 一 个 是 负 的 , 则 是 单 叶 双 曲面 ; 如 果 其 中 两 
个 是 负 的 , 则 是 双 叶 双 曲 面 ; 如 果 三 个 系数 都 是 负 的 , 则 根本 没有 轨迹 . (注意 符号 差 
和 秩 在 这 里 所 起 的 作用 .) 

同 定理 4 的 推论 相 比较 , 我 们 看 出 (对 于 对 称 和 矩阵 4) 二 次 函数 XA4XT 的 主 
轴 正 是 线性 变换 瑟 一 头 A 的 特征 向 量 . 因此 得 到 
推论 3 对 于 实 对 称 拒 阵 入, 线性 变换 疏 王 * 辟 4 有 一 组 基 是 由 具有 实 特征 值 的 正 
交 特征 向 量 构成 . 
推论 4 每 个 非 夺 异 实 算 阵 和 可 以 表示 成 乘积 A 二 SR, 其 中 S 是 对 称 正定 矩阵 ， 
民 是 正 交 乱 阵 . 
证 明 我 们 已 经 知道 (定理 20)4AT 是 对 称 的 , 并 且 是 正定 的 , 根据 主轴 定理 , 存在 
正 交 和 矩阵 呈 使 得 P14AATP 是 对 角 和 矩阵 , 并 且 是 正定 的 , 于 是 对 角 线 元 素 都 是 正 的 ， 
通过 求 这 些 元 素 的 平方 根 , 我 们 得 到 一 个 正定 对 角 矩 阵 T, 满足 T? = P-144TP， 
因此 正定 对 称 矩 阵 S = PTP-! 满足 5* = AAT， 如 果 我 们 证 明了 R = 9-14 
是 正 交 的 , 则 有 4 = 5R, 如 推论 所 要 求 的 ,于 是 推论 得 证 ， 而 实际 上 RRT = 
5-1447(S-)T = S-1S*(S-1)T = 5S(S-1)T = SS-! = 了 7. 这 是 因为 对 称 矩 阵 S 
有 性 质 (S-)T = 3 
推论 5 设 和 是 任意 实 对 称 矩 阵 , 电 是 任意 正定 ( 实 ) 对 称 矩 阵 ,那么 存在 一 个 实 
非 奇异 矩阵 忆 使 得 PAP-! 和 PBP-! 同时 为 对 角 矩 阵 . 

我 们 把 这 个 推论 的 证 明 留 作 习 题 . 求 满足 A&; = 和 jBE&; 的 一 组 向 量 &j, 称 为 
广义 特征 向 量 问题 , 它 的 解 在 振动 理论 中 起 着 基本 作用 . 


习 题 


1. 考虑 实 二 次 型 az? + 2bzy + cy?. 
(a) 证 明 : 在 正 交 变换 下 ae+ c 和 忆 一 ac 是 不 变量 . 


(b) 设 cot2a = 号 2 证 明 : 这 个 二 次 型 可 以 通过 正 交 变换 


z=z'cosa 一 ysina y=7 sina+y cosa 


化 成 对 角 型 . 

2. 证 明 : 每 个 实 斜 对 称 矩 阵 4 具有 形式 A = P-'BP, 其 中 P 是 正 交 和 矩阵 ， B? 是 对 角 
托 阵 . 

3. 按照 已 给 出 的 方法 , 通过 正 交 变 换 把 下 列 二 次 型 化 为 对 角 型 ， 
(a) 5z2 ~ 6zy + 5g2， (b) 2z2 + 4V3zgy — 22. 
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4 把 正 交 变 换 
3zl = 20 一 妇 十 2y3， 372=—Yyi+2y2+2y3, 373= 2y1 十 2ya — ys 


作用 到 二 次 型 9z? 一 9z3 + 18z3 上 , 其 结果 @ 是 yi,y2,ys 的 二 次 型 , 直接 证 明 : 向 量 


(多 多) 给 出 @ 在 好 + 好 + 井 = 1 上 的 最 大 估 为 18 用 向 积分 中 的 方法 来 答 验 


. 在 单位 圆 z = cosb,y = sin9 上 考虑 二 次 型 az? + 2bzy + cy2?. 证 明 它 的 极 值 是 (参看 
习题 1): 
(e+oc 土 V(ae+cj2 一 4A A 
一 


证 明 : 找 不 到 含有 有 理 元 素 的 正 交 甜 阵 , 把 zy 化 为 对 角 型 . 
保持 x? + x3 + 3 一 z3 不 变 的 线性 变换 称 为 罗 伦 兹 (Lorentz) 变换 , 证 明 : 矩阵 了 定 
义 一 个 罗 伦 效 变 换 当 且 仅 当 已: = SPTS = SPTS-!, 其 中 S 是 个 特殊 的 对 角 和 矩阵 
其 对 角 线 元 素 为 1,1,1, 一 1. 
(a) 证 明 : 如 果 4 = SR, 其 中 5 是 对 称 矩 阵 , RR 是 正 交 和 矩阵, 那么 5? = AAT. 
*(b) 证 明 ; 只 存在 一 个 正定 矩阵 5, 它 满足 S? = AAT. (提示 : S? 的 任意 特征 向 量 一 
定 是 5 的 一 个 特征 向 量 .) 
*9. 证 明定 理 21 的 推论 5. (提示 : 把 XAXT 看 作 具 有 内 积 XBXT 的 欧 几 里 得 向 量 空 
间 的 二 次 函数 , 再 根据 定理 20, 把 B 写成 B = PPT.) 


9.11 ” 仿 射 群 和 欧 几 里 得 群 之 下 的 二 次 型 
下 面 考虑 含有 坐标 z1,… ,zn 的 向 基 的 任意 非 齐 次 二 次 函数 
0) = > riaioj 十 》 brrete (hk=1,..,n). (37) 
| 大 


a 


=ac—b. 


2 


2 


这 可 以 写成 f(&) = 和 AXT+BXT+c, 其 中 A = (i;) 是 对 称 和 矩阵 , B = (0 bn) 
是 行 矩 阵 . 在 单 变量 函数 f = ar? + bz +c 的 简单 情形 中 , 我 们 看 出 , 平移 z = y+ 
使 二 次 项 系数 a 保持 不 变 , 这 是 因为 


f=a(y+k)? +by+k)+c=ay + (2ak + by+ak? +bk+e. (38) 
对 nn 个 变量 的 情形 做 类 似 的 计算 , 平移 敌 一 Y = 六 一 KK(K 是 行 矩阵 ) 给 出 


f(€)=(Y +K)A(Y + K)T+B(Y +K)T+e 
=YAYT+KAYT+YAKT+KAKT+BYT+BKT+e. 


因为 乘积 YAKT( 行 矩阵 x 矩阵 x 列 矩阵 ) 是 一 个 标量 , 所 以 它 等 于 它 的 转 置 
KATYT = 天 4YT, 总 起 来 有 
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JE) =YAYT+(2KA+B)YT+KAKT +BKT+e. (39) 


这 确实 与 公式 (38) 类 似 . 这 就 证 明了 
引 理 平移 使 二 次 函数 f(&) 的 齐 次 二 次 项 部 分 对 应 的 给 阵 入 保持 不 变 . 

另 一 方面 , 齐 次 线性 变换 Y =YP 把 f(€) 变 到 Y(PAPT)YT+(BPT)YT+c. 
在 这 个 二 次 函数 中 , 二 次 项 的 新 矩阵 是 已 4PT, 这 恰好 同 单独 是 齐 次 二 次 型 的 变换 
情形 一 样 , 

现在 通过 具有 方程 = YP + K(P 是 正 交 矩阵 ) 的 刚体 运动 来 化 简 实 函 数 
f(&). 根据 上 述说 明 , 只 是 PP 所 对 应 的 正 交 变 换 可 以 化 简 二 次 项 的 矩阵 4, 确切 地 
说 , 是 齐 次 二 次 型 对 应 的 矩阵 4. 像 在 9.10 节 中 那样 , 我 们 得 到 (用 新 的 系数 上) 


(6) = 和 2 十 十 An22 十 的 2 十 十 bzn 十 


同 非 零 的 Xi; 相 联系 的 好, 现在 可 以 通过 简单 的 “配方 ”法 用 平移 yj = zj 十 起 消 
5 
去 . 我 们 把 变量 置换 一 下 , 使 得 非 零 的 和 项 都 移 到 前 面 , 于 是 我 们 得 到 
f(€) =A 和 Rt 


如 果 这 个 函数 的 线性 部 分 不 正好 是 常数 c, 那么 可 以 通过 适当 的 平移 和 正 交 变换 ， 
像 在 定理 13 中 那样, 化 为 dyw+1 的 形式 . 这 个 变换 并 不 影响 前 7 个 变量 最 后 结果 
是 下 面 形式 中 的 一 种 


f(€) = A + + A + dyr+l, (40) 


f(€) = 和 好 十 :十 和 可 十 cf (41) 


这 里 Xi > Xa > … 和, 所 有 Xi 都 不 为 零 , d > 0. 
定理 22 在 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 之 下 , 任意 实 二 次 型 (37) 等 价 于 (40) 或 
(41) 式 中 的 一 种 . 

这 些 简 化 形式 确实 是 实 二 次 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 ,但 是 证 明 比 较 困 难 ， 
只 概括 叙述 如 下 . 

这 些 X 是 (37) 式 相 对 应 的 矩阵 4 的 全 部 特征 值 ( 见 9.10 节 ); 它们 的 唯一 性 
(包括 重 数 ) 将 在 10.4 节 中 证 明 . 特别 是 , (40) 或 (41) 式 中 的 平方 项 个 数 7 是 一 个 
不 变量 ; 注意 , > 也 是 4 的 秩 , 它 在 变换 4 一 PAPT 之 下 是 不 变 的 . 利用 微 积分 ， 
可 以 对 不 变量 d 和 c 作 更 为 简单 的 直观 描述 . 我 们 考虑 使 得 向 量 
OE 址 ) 


gradf = (Br 
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是 零 向 量 的 轨迹 . 在 (41) 式 的 情况 下 , 这 个 轨迹 是 子 空间 ==… 二 yr = 二 0, 而 人 
是 f(&) 在 这 个 (不 变 ) 轨迹 上 的 常数 值 . 在 (40) 式 的 情况 下 , 这 个 轨迹 是 空 的 , 因为 
By d 关 0; 而 d 可 以 表征 为 lgradj| 的 最 小 值 ; 还 可 以 证 明 , 这 个 最 小 值 在 欧 几 


里 得 群 之 下 是 不 变量 . 

对 于 仿 射 变换 刁 = YP+ KK( 其 中 忆 是 非 奇异 的 ), 可 以 采用 类 似 的 处 理 方法 . 
在 化 简 二 次 项 部 分 为 对 角 型 时 , 像 在 9.9 节 那 样 所 有 系数 都 是 士 1. 而 线性 部 分 可 像 
9.6 节 中 那样 去 处 理 . 
定理 23 n 个 变量 的 任意 实 二 次 函数 可 以 通过 仿 射 变换 (或 者 通过 坐标 仿 射 变换 ) 
化 为 下 面 形式 中 的 一 种 . 


姓 二 十 史 一 风 本 -有 +c (rn), (42) 
好 二 十 阳 一 好 + (7 <n). (43) 
因为 平移 不 影响 二 次 项 , 所 以 根据 惯性 律 (定理 17), 秩 > 和 正 项 个 数 p 一 定 是 


不 变 基 

从 几何 观点 来 看 , 每 个 二 次 函数 1(E) = 苹 4 臣 "+ 如 入 +c 定义 一 个 图 形 或 扫 
迹 , 它 是 由 满足 方程 f{(&) = 0 的 所 有 向 其 & 组 成 . 在 二 维 空间 中 , 根据 这 类 二 次 方 
程 画 得 的 图 形 就 是 普通 的 二 次 曲线 ; 在 三 维 空间 中 , 它 是 二 次 曲面 ; 在 一 般 情形 中 ,. 
它 称 为 起 二 次 曲面 (或 者 二 次 超 曲 面 ). 一 个 仿 射 变换 Y = 多 P+ 五 作用 于 这 个 曲 
面 的 方程 也 就 相当 于 把 同一 个 变换 作用 到 图 形 的 全 部 点 上 , 并 且 我 们 称 新 的 图 形 在 
给 定 的 仿 射 变换 之 下 等 价 于 老 的 图 形 . 

显然 ,上 述 的 在 等 价 之 下 二 次 函数 分 类 的 结论 将 给 出 对 应 图 形 的 一 个 类 似 的 分 
类 . 然而 , 我 们 首先 看 出 , 方程 f(€) = 0 与 同一 方程 的 “ 数 乘 " 积 cf(é) = 0 给 出 同 
样 的 轨迹 . 这 可 以 用 来 简化 标准 型 , 例如 上 面 求 得 的 好 -好 +c=0. 当 c 关 0 时 ,这 
个 方程 给 出 的 轨迹 同 (cy 一 (c-!) 如 十 1= 0 给 出 的 轨迹 一 样 ; 当 c > 0 时 , 通过 
仿 射 变换 hi = Vczi,yz = Vcz2 可 以 把 它 化 为 对 一 好 +1= 0, 而 对 于 c < 0, 变换 
Yi 二 V=cxi 给 出 类 似 的 结果 好 - 好 +1 = 0. 一 般 地 , 用 这 个 方法 总 可 以 把 (43) 式 
中 出 现 的 常数 变 为 1 或 0. 所 以 在 实数 域 上 的 n 维 向量 空 间 中 , 任意 超 二 次 曲面 在 
仿 射 群 之 下 等 价 于 下 面 方程 中 的 一 个 所 给 出 的 轨迹 : 


名 十 … 十 媚 一 妨 上 1 一 … 一 组 十 1=0， (44) 
钥 十 … 十 级 一 起 11 一 一 仍 十 Wt+1 = 二 0， (45) 
好 十 … 十 妮 一 呢 11 一 … 一 絮 =0， {46) 


这 里 0<pgr<n, 在 (45) 的 情形 中 r <n. 
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在 (44) 式 中 , 不 同 的 二 次 型 表示 仿 射 不 等 价 的 轨迹 , 而 在 (45) 式 中 ,变换 yr+1 一 


-gr+l 把 p 和 "7 一 p 互 换 , 于 是 变换 后 的 二 次 型 与 原来 的 等 价 . 


例如 , 平面 上 满足 > 0 的 各 种 可 能 类 型 的 轨迹 是 : 


到 汪汪 r=1 
22 上 + 妇 +1=0 没有 轨迹 土 ?? ++y ==0 抛物 线 
2 一 妇 +1=0 双 曲 线 z2+1=0 没有 轨迹 
-z2 一 妨 +1=0 图 一 z2 十 1 = 二 0 两 条 平行 的 直线 
土 (z2 十 妨 ) =0 一 点 z2 = 0 一 条 直线 


z? 一 y= 二 0 两 条 相交 的 直线 


特别 要 注意 , 不 同 的 标准 函数 z2? 十 只 +1 和 z2? 十 1 给 出 相同 的 轨迹 ( 即 , 这 个 图 形 
一 个 点 也 没有 ). 还 有 标准 函数 z2 + 妇 和 -z2 一 ,7z? 十 yy 和 一 x? 十 y 也 是 这 样 . 


SD 


w 


a 


a 


bd 


习 题 


. 在 欧 几 里 得 群 之 下 , 将 下 列 二 次 型 分 类 : 


(a) 472 + 4y? + By + 8, 

(b) 9z2 — 4zy + 6y? + 3z2 + 2V5z + 4VBy + 12z + 16. 

在 仿 射 群 之 下 , 将 下 列 二 次 型 分 类 ， 

(a) z2 二 4%2 十 9z2 十 47y 十 6zz 十 12yz 十 8z 十 16y 十 24z 十 15， 
(b) z2 — 6zy + 10y? + 2zz — 20z? — 10yz 一 40z — 17, 

(c) 22+422+4rz+4r+42— 6y+6, 

(d) -2z2? 一 3y%2 一 7z2 十 2ry 一 8yz 一 6zz 一 47 一 6y 一 14z 一 6. 


. 证 明 : 在 二 次 函数 X4XT + BX +c( 其 中 4 是 非 奇 异 矩阵 ) 中 的 线性 部 分 可 以 通 


过 平移 消去 . 


，(a) 证 明 : 非 平 凡 实 二 次 方程 X.4XT = 1 是 一 个 旋转 曲面 当 且 仅 当 4 具有 二 重 特征 


值 
(b) 描述 二 次 方程 zy + yz 十 zz = 3. 


.把 定理 23 中 给 出 的 二 次 函数 的 仿 射 分 类 推广 到 系数 在 任意 满足 1 + 1 关 0 的 域 中 的 


函数 上 . 


(a) 列 出 三 维 空间 中 二 次 曲面 的 各 种 可 能 的 仿 射 类 型 . 


(b) 对 每 一 类 型 给 出 简短 的 几何 描述 . 

在 广义 相似 群 (9.4 节 末 尾 ) 之 下 , 按 (a) 椭圆 ，(b) 抛物 线 , (c) 双 曲 线 进行 分 类 ， 对 每 
种 情形 求 出 全 系 不 变量 . 

在 刚体 运动 群 之 下 , 对 n 维 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 超 曲 面 进行 分 类 (利用 定理 22). 
求 在 椭圆 z? + 3y? = 3 中 面积 最 大 的 内 接 六 边 形 . 
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“9.12 本 矩阵 与 埃 尔 米 特 矩阵 


对 于 复数 的 情况 , 实 二 次 型 的 正 交 变 换 是 用 某 个 埃 尔 米 特 型 的 酉 变换 来 代替 . 
一 个 复数 c = a + 访 定义 为 实数 对 (a,5), 或 定义 为 二 维 向 量 空间 R? 中 具有 分 量 
(a,b) 的 向 量 . 复数 的 模 或 绝对 值 |c| 正好 是 实 向 量 的 长 度 


lec? = |a+ibl? =a?+b = (a+ib)(a—ib) = cc’, (47) 
这 里 c* 表示 c 的 复 共 轿 aib. 同样 道理 ,具有 个 复 分 量 (c1,… ,cn)( 其 中 每 个 分 基 


0; = ;十 ibj) 的 向 量 Y 可 以 看 作 2n 维 实 空间 中 的 具有 2n 个 分 量 (a1,b1,… ,an, bn) 
的 向 其 . 这 个 实 向 量 的 长 度 由 下 式 的 平方 根 给 出 


| cn)= (人 二 好) 十 十 ( 唆 十 胎 ) 
= Se + ibj)(a; — ib;) (48) 
ee 
因为 每 个 乘积 cjc; = 3 + 好 > 0, 所 以 这 个 表达 式 具有 严格 的 正 性 ， 这 个 实数 和 
Do 是 正 的 , 除非 所 有 的 c; = 0. 表达 式 (48) 很 像 通常 的 关于 实 向 基 长 度 的 毕 达 
所 


哥 拉 斯 公式 . 我 们 用 (48) 式 作为 复 行 向 其 KK = (cl …,cn) 长 度 的 定义 . 公式 cjcy 
可 以 写成 矩阵 形式 KK*, 其 中 K” 是 由 向 量 K 的 每 个 分 基 取 共 思 而 得 到 的 向 量 . 
定义 在 复 向 量 空间 Cn 中, 设 &€ 和 是 具有 和 坐标 六 = (zzn) 和 Y= 
(1,… ,Yn) 的 向 量 , 并 引进 内 积 


(6 = 7 + + rn = KY”, (49) 


那么 ,& 的 长 度 是 |&| = (&,€)#. 
同 普通 内 积 的 情况 几乎 一 样 , 我 们 可 以 证 明 这 个 内 积 具有 基本 人 性质 : 


线 性 (cé+dn,6)=c(é,6)+d(n,é); 
针对 称 性 (&,7) = (7,)"; 
正 性 如 果 & 关 0, 则 (é&,é6) 是 实数 , 并 且 (&,&) > 0. 


由 斜 对 称 性 显然 可 推出 第 二 个 因子 的 针线 性 : 


(é,cn +d6)= (cn + dé,é)* = c*(n,€)* + d(C,é€)* 
= (én) +d(é,6). 
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所 以 
(én + do) = ce(€, +d (é,6). (50) 
如 果 需 要 的 话 , 我 们 可 以 把 线性 、 斜 对 称 性 和 正 性 这 些 性 质 作为 复数 域 上 抽象 向 量 
空间 中 内 积 (8,9) 的 公设 . 那么 这 个 空间 被 称 为 百 室 间 (比较 7.10 节 的 欧 几 里 得 向 
量 空 间 ). 
两 个 向 量 &€ 和 7 如 果 满足 (&,m) = 0, 则 称 它们 是 正 交 的 ( 记 作 & 1m). 根据 余 
对 称 性 , € 上 7 可 推出 上. n 维 复 向 量 空间 中 一 组 (n 个 ) 向 量 Qi,…, an, 如 果 
每 个 向 量 的 长 度 为 1, 且 任 意 两 个 向 量 是 正 交 的 : 
lal=…=lan|=1， (aaai)=0 (i#)), (51) 
则 称 这 n 个 向 量 是 这 个 空间 的 标准 百 基 . 这 样 一 组 向 量 一 定 是 普通 意义 下 的 基 . 原 
来 的 基 向 量 e1 = (1,0,…,0),…,en = (0,…,0,1) 构成 一 组 标准 西 基 . 根据 7.11 节 
的 方法 , 我 们 还 可 以 构造 另外 的 标准 西 基 , 并 可 证 明 
定理 24 在 酉 空间 中 , 任意 m(<n) 个 长 度 为 1 的 相互 正 交 的 向 量 构成 这 个 空间 标 
准 西 基 的 一 部 分 . 
特别 是 , 如 果 a1,…, am 是 非 零 正 交 向 量 , c; = ee 那么 对 任意 ,am4l = 
== "= 都 同 向 量 aa …am 正 交 . 
一 个 nxn 复 矩阵 U = (wij), 如 果 满 足 UU*T = I( 其 中 U" 表示 由 UU 的 每 个 元 
素 取 共 锯 而 得 到 的 矩阵 ), 则 称 U 为 百 乱 阵 . 这 个 条 件 显然 等 价 于 》 winush = 6 


k 

这 里 565 是 克 罗 内 克 尔 符号 (9.4 节 ). 换 句 话说 , U 的 每 一 行 向 量 的 长 度 为 1,U 的 
任意 两 个 行 向 基 正 交 . 这 意味 着 , 由 U 定义 的 Cr 的 线性 变换 把 e1,……, en 变换 到 
一 组 标准 西 基 . 根据 8.6 节 定 理 9 的 推论 6, 它 还 等 价 于 条 件 U*TU = 了, 这 表明 U 
的 每 一 列 向 量 的 长 度 为 1,U 的 任意 两 个 列 向 量 正 交 . 

C" 的 任意 线性 变换 多 一 和 4 把 内 积 天 YIT 变换 成 了 A4A*TY*T， 对 所 
有 的 向 量 入 和 蔚 , 这 个 新 的 内 积 等 于 原来 的 内 积 和 YY*? = XIY*T 当 且 仅 当 
AA*T = 了, 即 当 且 仅 当 4 是 酉 矩阵 . 于 是 , 一 个 矩阵 4 是 西 矩阵 当 且 仅 当 A 所 
对 应 的 线性 变换 Ts 保持 复 内 积 于 Y*T 不 变 . 类 似 的 论证 指出 , 4 是 酉 矩阵 当 上 且 仅 
当 Th 保持 长 度 (入 六 ")3 不 变 . 几何 上 , 如 果 西 空间 的 线性 变换 T 保持 长 度 不 变 ， 
|éT| = |( 因 而 也 保持 内 积 不 变 ), 那么 称 为 西 变 挨 . n 维 空间 的 所 有 酉 变换 组 成 
的 集合 构成 一 个 群 , 这 个 群 与 所 有 n x n 酉 矩阵 组 成 的 群 同 构 . 

下 面 , 我 们 用 “ 埃 尔 米 特 型 "来 代替 二 次 型 , 它 的 最 简单 的 例子 是 长 度 公 式 x;zt. 
一 般 地 , 埃 尔 米 特 型 是 一 个 含有 复 系数 hi; 的 表达 式 


ne 
DD rihyz} = XHX"T, H= (hi), (52) 


j=1 
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其 中 系数 矩阵 吾 具有 性 质 百 *T = 五 . 这 种 类 型 的 撼 阵 五 称 为 埃 尔 米 特 短 阵 . 当 元 
素 hij 都 是 实数 时 , 埃 尔 米 特 矩阵 就 是 对 称 矩 阵 . 埃 尔 米 特 型 (52) 可 以 看 作对 于 某 
基 的 坐标 为 zi, …,zn 的 向 量 E 的 函数 h(é) = 基 及 XX*T. 这 个 函数 的 值 XHX*™ 
总 是 实数 . 为 证 明 这 一 结论 , 只 须 证 明 这 个 数值 等 于 它 的 共 罗 (或 者 证 明 等 于 它 的 
共 轿 转 置 ). 而 因为 五 是 埃 尔 米 特 矩 阵 , 所 以 有 


(XHX*T)T Cs (X*H*X*T)T 三 (XT)TH'TX'T =XHX",, 


满足 断言 . 
酉 变换 立 = XU, X=YU-L= 王 DeT 应 用 到 埃 尔 米 特 型 , 得 到 


XHXT= (YU )H(YU"™Y)T =YU IH(UY")=Y(U HU)Y". 
这 个 系数 矩阵 U1HU 还 是 埃 尔 米 特 矩 阵 , 这 因为 由 于 U1 = U* ,有 
(UHU)T =UTHTUTD)T =U HU. 


如 果 我 们 用 坐标 变换 , 变换 到 一 个 新 的 标准 西 坐标 系 , 那么 可 以 得 到 同样 的 效果 , 因 
为 这 样 的 变换 通过 方程 Y = XU( 其 中 U 是 酉 矩阵 ) 给 出 & 的 新 坐标 Y 与 老 坐 标 
的 关系 . 

用 这 种 变换 的 说 法 , 我 们 可 以 把 任意 埃 尔 米 特 型 变换 到 主轴 上 . 这 个 新 主轴 是 
根据 逐次 最 大 的 性 质 而 选取 的 , 这 恰好 同 二 次 型 在 正 交 变换 下 化 到 主轴 的 讨论 一 样 . 
第 一 轴 aa 取 作 长 度 为 1 的 向 量 , 并 使 h(é) 在 |&| = 1 上 取 最 大 值 ; 然后 我 们 根据 定 
理 24 可 以 求 出 包含 aa 在 内 的 标准 西 基 . 对 于 这 组 基 , 交叉 乘积 项 ziz;y(7 头 1) 又 
被 去 掉 . 因为 埃 尔 米 特 型 的 值 总 是 实 的 , 所 以 逐次 最 大 值 Xi 都 是 实数 . 这 一 过 程 证 
明了 下 面 的 主轴 定理 . 
定理 25 任意 埃 尔 米 特 型 四 及 XX*T 可 以 通过 酉 变换 六 二 XXU 化 成 实 对 角 型 


YHY”T = Ny + My + + Anyn. (53) 


这 个 定理 可 以 平移 到 埃 尔 米 特 型 的 矩阵 五 上 , 即 
定理 26 ”对 于 每 个 埃 尔 米 特 矩 阵 再 , 存在 一 个 酝 算 阵 U, 使 得 U1HU =U*THU 
是 实 对 角 算 阵 . 
用 第 10 章 的 方法 还 可 证 明 (53) 式 的 系数 Xi 是 唯一 的 . 
习 


1. 下 烈 矩阵 中 哪些 是 酉 矩阵 ?哪些 是 埃 尔 米 特 矩阵 ? 
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Fal ei Rd 


1+ti 1-i 
3 3 i 
1 1+i Vi eh 
2 2 


求 与 (元 多 二:) 正 交 的 向 量 组 成 的 子 空间 的 一 组 标准 西 基 
证 明 : (hj) 是 埃 尔 米 特 矩阵 当 且 仅 当 对 所 有 的 1,j 有 hi = hi 
证 明 : 如 果 书 是 n 次 本 原单 位 根 , 那么 nm-#(w52)(7 = 1,…,n) 是 西 矩阵 . 


证 明 : 对 任意 实数 0, 复 矩 阵 
chg ishb 
-ishbg chb 


是 丁 矩 阵 , 计算 它 的 特征 值 和 特征 向 量 . 

证 明 : 所 有 n x n 西 矩阵 构成 一 个 群 { 西 群 ), 这 个 群 与 所 有 2n x 2n 实 正 交 甜 阵 组 成 
的 群 的 一 个 子 群 同 构 . 

证 明 : 埃 尔 米 特 内 积 (&,7) 满足 线性 、 斜 对 称 性 和 正 性 . 

详细 证 明 关 于 标准 西 基 的 定理 24. 

证 明 : 一 个 单项 矩阵 是 酉 矩阵 当 且 仅 当 它 的 所 有 非 零 元 素 的 绝对 值 是 1. 


对 于 两 个 变量 的 埃 尔 米 特 型 , 它 在 z = 0,y = 1 点 处 取 最 大 值 , 证 明 类 似 于 9.10 节 引 


理 的 结果 . (提示 : 把 每 个 变量 分 成 实 部 和 虚 部 .) 


. 给 出 埃 尔 米 特 型 主轴 定理 的 详细 证 明 . 
.通过 关于 z 和 % 的 酉 变换 , 把 埃 尔 米 特 型 zy* + z*y 化 成 对 角 型 . (提示 : 考虑 相应 的 


实 二 次 型 ,) 


.在 酉 群 之 下 , 把 zz" - 2ww" + 2i(zw" 一 wz") 化 成 对 角 型 . 
. 证 明 : 任意 实 斜 对 称 矩 阵 4 具有 一 组 由 复 特征 向 量 组 成 的 基 , 这 些 特征 向 量 对 应 的 特 


征 值 都 是 纯 虚 数 . (提示 : 证 明 i 4 是 埃 尔 米 特 和 矩阵.) 


.证明 : 任意 西 矩 阵 的 谱 位 于 复 平面 的 单位 圆 上 ， 
, 证明: 复 矩 阵 C 是 正定 的 埃 尔 米 特 矩 阵 当 且 仅 当 C = PP*", 其 中 PP 是 某 非 奇异 矩 


阵 


. 证 明 : 埃 尔 米 特 矩 阵 是 正定 的 当 上 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 


*9.13 仿 射 几 何 
仿 射 几何 是 研究 在 仿 射 群 之 下 图 形 不 变 的 性 质 . 正如 欧 几 里 得 几何 是 研究 在 欧 


几 里 得 群 之 下 图 形 不 变 的 性 质 一 桩 . 作用 在 有 限 维 向 量 空间 V 上 的 仿 射 群 , 像 (11) 
式 那样 , 是 由 Y 的 所 有 把 V 的 点 (或 向 量 )6 变 到 点 


éH=n=éT+ K (54) 
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的 变换 五 组 成 的 , 这 里 < 是 一 固定 向 量 , T 是 Y 的 一 固定 非 奇异 线性 变换 . 我 们 
假定 V 是 域 上 的 向 量 空间 , 其 中 域 下 满足 条 件 1 + 1 关 0( 例 如 下 不 是 域 Z2). 
在 仿 射 几何 中 , 正如 在 欧 几 里 得 几何 中 一 样 , 任意 两 个 点 a 和 B 是 等 价 的 , 这 
因为 平移 《一 > +(B 一 Qa) 把 a 变 到 B. 这 就 把 仿 射 几何 与 V 的 向 量 几何 (在 全 
线性 群 之 下 ) 区 别 开 来 , 在 仿 射 几何 中 原点 O 起 着 Y 中 零 向 量 0 的 特殊 作用 . 当 考 
虑 在 仿 射 群 之 下 保持 不 变 的 性 质 时 , 我 们 通常 把 向 量 空间 称 作 仿 射 空间 . 
在 平面 解析 几何 中 , 联结 两 点 (z1,) 和 (z2,y2) 的 直线 的 方程 是 
多 二 纺 
Z2 一 Tl 


3 一 丸 三 (z 一 7Z1)， Z2 天 71. 


引入 参数 += 下 一 小， 则 我 们 得 到 y= 轴 十 to 一 加 ) = zl 二 tcs 一 2 换 句 话 
说 , 这 直线 具有 参数 方程 


T=(1-trittra, y= (ty +ty, (55) 


它 可 以 写成 向 量 形 式 (z,y) = 《= (1 一 好 &1 十 花 2. 几何 上 , (55) 的 点 (z,y) 是 把 
(zt 1) 和 (z2,y2) 两 点 之 间 的 线段 分 成 比例 为 t: (1 一) 的 点 , 当 t= 这 个 点 就 
是 中 点 . 

在 任意 仿 射 空间 中 , 把 a 和 6 之 间 的 “线段 " 分 成 比例 为 t+: (1 一 t) 的 点 定义 


为 
7=(1-ta+th. (56) 


当 a 了, 联结 a 和 6B 的 ( 仿 射 ) 直线 a 定义 为 满足 (56) 式 (te 已) 的 所 有 点 了 
组 成 的 集合 . 

定理 27 任意 非 寺 异 仿 射 变换 把 直线 变 到 直线 . 

证 明 把 (56) 代入 (54) 中 ,我 们 有 


JH=7T+kR=(1 -taT+tBT + 
=(1-t)(aT+r)+i(BT+k)=(1-t)(aH)+t(BH). 


因此 五 把 通过 c 和 B 的 仿 射 直线 a 变 到 通过 aqH 和 BH 的 仿 射 直线 ”证 毕 
如 果 7= (1 一 ja+ 雪 和 65= (1 一 a+wuB 是 a6 上 任意 两 个 不 同 的 点 , 那 
么 因为 
(1-v)y+vi = (1 -t+v— vat (t— vt+ vu)p, 


所 以 a 包含 75 的 每 个 点 . 反 过 来 也 可 以 类 似 地 证 明 75 包含 a5 的 每 个 点 , 因此 
a6 = 75. 也 就 是 说 , 直线 可 用 它 上 面 的 任意 两 点 确定 . 
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一 个 普通 平面 有 时 可 用 平 直 性 质 来 表征 : 平面 如 果 包 含 任意 两 点 , 则 它 必 包含 
通过 这 两 点 的 整个 直线 . 我 们 可 以 用 这 种 性 质 把 V 的 仿 射 子 空间 定义 为 V 中 具有 
下 面 性 质 的 任意 子 集合 M: 如 果 a 和 B 在 M 中 , 则 整个 直线 aB6 也 在 M 中 . 显 
然 , 仿 射 变换 把 仿 射 子 空间 映 上 到 仿 射 子 空间 . 更 进一步 ,V 的 仿 射 子 空间 恰恰 是 
按 下 述 意义 平移 Y 的 向 量子 空间 而 得 到 的 一 个 子 空间 . 
定理 28 如 果 M 是 V 的 任意 仿 射 子 空间 , 那么 存在 V 的 一 个 线性 子 空间 3 和 向 
量 K, 使 得 M 是 由 所 有 点 十 局 组 成 , 其 中 EE 5. 反 过 来 , 任意 9 和 上 只 可 以 按 这 
种 方法 确定 一 个 仿 射 子 空 间 M = 5 十. 

证 明 设 上 是 M 中 任意 一 点 ,并 定义 3 是 所 有 向 量 -< 组 成 的 集合 (其 中 < M); 
换 句 话说 , 5 是 按 -< 平移 M 而 得 到 的 . 显然 , M 具有 所 要 求 的 按 5 和 « 表达 的 形 
式 . 剩 下 只 须 证 明 5 是 一 个 向 量子 空间 . 因为 直线 平移 到 直线 , 所 以 对 于 M 的 假设 
保证 9 也 有 同样 的 性 质 : 联结 5 的 任意 两 个 向 量 的 直线 仍 在 3 中 . 对 于 5 中 任意 
向 量 w 联结 O(e 5S) 和 ca 的 直线 在 3 中 ,因此 5 包含 所 有 “ 数 乘 " 积 ca. 如 果 9 包 
含 a 和 6, 那么 它 必 包含 2a 和 26 以 及 联结 它们 的 整个 直线 = 2a +t(2B 一 2Q). 
画 一 个 图 !) 特别 当 t= 3 时 , 5 包含 = 2a +(B 一 a) = B+ 也 就 是 包含 给 定 
向 其 的 和 . 于 是 , 我 们 就 证 明了 5 在 加 法 和 数 乘 运算 之 下 是 封闭 的 , 因此 它 是 向 基 
子 空间 , 满足 要 求 . 证 毕 

下 = Zo 的 情形 是 个 例外 : 三 向 基 组 (0,0),(1,0) 和 (0,1) 是 一 个 “平面 , 当 它 
包含 任意 两 点 a 和 6, 就 必 包 含 所 有 (1 一 ta + t9; 但 是 这 个 三 向 其 组 并 不 是 一 个 
仿 射 子 空间 . 

道 定理 也 不 难 证 明 . 它 换 种 说 法 就 是 , 仿 射 子 空间 正好 是 在 向 量 加 法 群 之 下 向 
其 子 空间 的 陪 集 . 特别 是 , 仿 射 直线 是 一 维 向 量子 空间 的 陪 集 (在 平移 之 下 ). 

上 述 结果 包含 着 仿 射 几何 中 另 一 个 概念 : 平行 性 . 
定义 仿 射 空间 VV 的 两 个 子 集合 S 和 5* 称 为 是 平行 的 当 且 仅 当 存在 VV 的 一 个 平 
移 了 :EreE+ 和 把 3 上映 上 到 9*. 
定理 29 V 的 任意 仿 射 变换 把 平行 集合 映射 到 平行 集合 . 

证 明 设 S 和 5* = 5S+ 入 是 给 定 的 平行 集合 , 设 U 和 U? 分 别 是 它们 在 五: 一， 
&T+ 之 下 的 变换 式 . 定理 断言 , V* 是 由 所 有 十 组 成 的 集合 , 其 中 上 e VU, 是 
某 一 固定 的 平移 向 量 . 根据 定义 , U* 是 由 所 有 (oc + 和 T+= (oT+«) 二 和 AT 组 
成 的 集合 , 其 中 ce S. 并 且 U 是 由 所 有 & = oT 十 «组 成 的 集合 , 其 中 < 5. 置 
上 = XT, 显然 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 

在 仿 射 群 (实数 域 R 上 ) 之 下 的 等 价 性 在 初等 几何 上 有 很 多 有 趣 的 应 用 . 在 仿 
射 群 之 下 , 任意 两 个 三 角形 是 等 价 的 . 为 了 证 明 这 一 点 , 只 须 证 明 任意 三 角形 aBy 
等 价 于 以 O = (0,0),Bo = (2,0),Yo = (1,V3) 为 顶点 的 特殊 的 等 边 三 角形 ( 见 
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图 9-2). 通过 平移 , 顶点 a 可 以 移动 到 原点 O, 其 他 两 顶点 移 到 位 置 B 和 7/. 因为 
向 量 B' 和 是 线性 无 关 的 , 则 存在 一 个 线性 变换 zB' 十 yY 一 zBo + no, 它 把 
有 变 到 Bo, 把 Y 变 到 Yo. 这 个 变换 与 平移 的 乘积 将 把 axBT 变 到 OfBoryo, 正如 所 
求 . 因此 这 两 个 三 角形 是 等 价 的 . 


了 


9 A = 


图 9-2 


于 是 每 个 三 角形 等 价 于 一 个 等 边 三 角形 . 而 根据 对 称 性 , 等 边 三 角形 的 三 条 中 
线 一 定 交 于 一 点 ( 即 重心 ). 但 是 , 仿 射 变 换 把 中 点 变 到 中 点 , 因此 它 把 中 线 变 到 中 
线 . 这 就 证 明了 一 个 初等 定理 : 任意 三 角形 三 中 线 交 于 一 点 . 再 有 , 我 们 可 以 很 容易 
地 证 明 , 等 边 三 角形 中 线 的 交点 按 比 例 1:2 把 中 线 分 成 两 部 分 , 因此 对 任意 三 角形 
同样 的 结论 成 立 . 

此 外 , 任意 椭圆 与 一 个 圆 仿 射 等 价 . 但 是 一 个 圆 的 通过 圆心 的 任意 直径 在 两 个 
端点 上 有 互相 平行 的 切线 , 而 且 平 行 于 这 两 条 切线 的 共 轿 直径 把 平行 于 给 定 直径 的 
所 有 弦 平 分 . 可 以 推出 , 对 任意 椭圆 , 这 两 个 性 质 同样 成 立 , 这 是 因为 仿 射 变换 把 平 
行 线 变 为 平行 线 , 把 切线 变 为 切线 (但 应 注意 , 椭圆 中 的 共 二 直 径 不 一 定 互相 垂直 ， 
图 9-3). 
附录 “ 形 心 与 重心 坐标 “ 按 给 定 的 比例 分 割 一 线段 的 分 点 (56) 是 形 心 概念 的 特殊 
情形 . 在 Y 中 给 定 m 二 1 个 点 Qo,…,Qm, 在 下 中 给 定 m 十 1 个 元 素 zo0,…, zm， 
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使 得 zo 十 … 十 zm = 1 具有 权 zo,…,zm 的 点 co ……,am 的 形 心 定义 为 点 


€= Z0Go 十 … 十 Zmam，2Z0 十 … 十 Zm = 1. (57) 


图 9-3 


(更 一 般 地 , 对 任意 = wo+…'+um 天 0 具有 权 wo ,um 的 点 ao am 
的 形 心 仍 用 (57) 来 定义 , 这 时 zi = 旦 .) 
如 果 万 是 形 为 (54) 的 任意 仿 射 变换, 那么 


= (zoao 十 … 十 Zmam)T 十 K 
= zo(ao7T) 十 ,… 十 Zm(amT) + (Dri)r 
= zo(QaoH) 十 … 十 Zm(aom 五 ). 


换 句 话说 , 仿 射 变换 把 形 心 变换 到 形 心 , 其 权 不 变 . 
定理 30 仿 射 子 空间 M 包含 它 的 点 的 所 有 形 心 . 

我 们 通过 对 (57) 式 的 点 数 m 十 1 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 . 当 m = 0, 可 直接 
得 出 结论 . 当 m = 1, ao 和 aa 的 形 心 恰好 是 通过 co 和 as 的 直线 上 的 一 个 点 , 因 
此 根据 定义 , 这 个 形 心 在 M 中 . 假定 m > 1, 并 把 & 看 作 形 为 (57) 的 点 . 那么 有 某 
个 系数 ， 比如 说 是 zm 不 等 于 直 设 上 = zo 十 … 十 zm-l) 则 rm 一 工 一 如 t 天 0 点 
好 至 了 ao+… 十 2 Qm-1 是 ao,…,am-1 的 形 心 , 由 归纳 法 假设 , 它 在 M 中 . 
进 尖 上 ,€ = tB 十 (1 一 jam 是 在 联结 fe M 和 om € M 的 直线 上 , 因此 在 M 
中 , 如 断言 所 述 . 

形 心 可 用 来 描述 由 给 定 的 点 集 ao,……am 张 成 的 子 空间 M, 如 下 所 述 . 
定理 31 VV 中 m+1 个 点 Qo,…,Qm 的 所 有 形 心 (57) 组 成 的 集合 是 一 个 仿 射 子 
空间 M. 这 个 子 空间 M 包含 每 个 点 ovi, 并 且 它 包含 在 任意 仿 射 子 空间 NN 中 ,而 和 N 
包含 所 有 的 点 ao :am- 
证 明 设 (57) 表示 的 和 


及 一 oao 十 十 grarm 0 十 十 gm 一 1 (57’) 
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是 任意 两 个 形 心 , 则 
(1—t)é+tn= [(1 -tz0+ tyoloo + :+ [( ~ trm + tym]om 


也 是 oo,…, Qem 的 形 心 , 这 是 因为 全 体系 数 (1 一 t)zi + tyi 的 和 是 1. 因此 M 的 确 
是 一 个 仿 射 子 空间 . 显然 它 包含 每 个 ai. 另 一 方面 , 根据 定理 30, 包含 所 有 ae 的 任 
意 仿 射 子 空间 N, 一 定 包含 整个 M. 证 毕 
如 果 m 个 向 量 ai 一 Qo,…, aQm 一 Qo 是 线性 无 关 的 ,那么 称 m+1 个 点 ao，…,am 
是 仿 射 无 关 的 . 对 于 一 个 仿 射 变换 瓦 , 我 们 有 (as - ao)T = oiH -~ aoH, 因此 非 奇 
异 仿 射 变换 把 仿 射 无 关 的 点 变 到 仿 射 无 关 的 点 . 在 这 个 仿 射 无 关 的 定义 中 , 起 点 ao 
起 着 特殊 的 作用 . 下 面 的 结果 表明 , 仿 射 无 关 性 不 依赖 于 起 点 的 选取 . 
定理 32 m 十 1 个 点 仿 射 无 关 当 且 仅 当 由 Qo,… ,Qem 张 成 的 仿 射 子 空间 M 中 的 
每 一 点 6 作为 @0,…,Qm 的 形 心 (57), 有 唯一 的 表达 式 . 
证 明 假设 点 Qo,…,am 仿 射 无 关 , 而 M 中 某 一 点 &, 作为 形 心 有 两 种 表达 式 
€ = Zrziai € = 2Zziai, 并 满足 zi =1= 2x. 那么 


20 ~ Zz0= (71— 2) + + (Tm — Lh) 
而 且 零 向 量 0 = O 具有 表达 式 
0= (5: — zo = Dri — sh)os ~ (ah ~ zo)oo 


i=0 1 
m 


= D(zi — 2!)(o; — a0) 
t=1 


因为 向 量 aa 一 qo,…, am 一 ao 是 线性 无 关 的 , 我 们 推出 结论 : 对 于 i= 1,…,m 有 
Zi 二 24. 因为 zo = 1 一 (zi 十 … 十 Zm), 所 以 我 们 还 有 zo = z0. 于 是 , & 作为 形 心 的 
表达 式 是 唯一 的 . 

其 次 , 假设 点 ao …，,am 仿 射 相关 . 那么 存在 一 个 线性 关系 Zei(ai - ao) = 0， 
其 中 系数 ci 不 全 为 零 , 比如 说 cl 六 0. 通过 做 除法 , 我 们 可 以 假定 cl = 1. 则 有 


aa = 一 c2a2 一 …… 一 cmam + (C2 + + em + 1)oo, 
在 aa 的 表达 式 中 , 这 些 系数 之 和 是 1, 但 是 aa 还 有 另 一 种 表达 式 aa = 1. aa, 因 
此 oa 作为 形 心 的 表达 式 不 是 唯一 的 . 证 毕 


当 点 wo, …,am 是 仿 射 无 关 时, 由 ao … ,am 张 成 的 空间 中 的 每 一 点 可 表 成 
(57), 在 表达 式 (57) 中 出 现 的 标量 ro, …，,zm 称 为 € 相对 于 ao …,am 的 重心 坐标 . 
注意 , 这 些 坐 标 中 任意 m 个 可 以 确定 剩 下 的 一 个 坐标 , 这 是 由 于 zo 十 … 十 zm = 工 
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已 


SL 


2 


ba 


15. 


16. 


17. 


习 题 


.对 下 列 每 对 点 , 求 两 点 联 线 的 参数 方程 , 并 把 这 直线 表示 成 形式 51 + X( 也 就 是 求 空间 


51). 
(a) (2,1) 和 (5,0)，(b) (1,3,2) 和 (1,7,5)， (¢) (1,2,3,4) 和 (4,3,2,1). 


.把 通过 (1,3) 和 (4,2) 两 点 的 直线 表示 成 形式 S + X, 其 中 入 有 四 种 不 同 的 选择 . 画 出 


图 形 . 

证 明 : 通过 不 在 一 直线 上 的 三 个 向 量 a, 6,7, 存在 一 个 且 只 存在 一 个 二 维 仿 射 子 空间 
(一 个 平面 ). 证明: 这 个 平面 上 的 向 量 可 表示 成 形式 € = a +s(B 一 a) +t(Y 一 Q), 其 
中 。 和 + 是 变量 . 

求 通过 下 列 每 三 点 的 平面 (如 果 存 在 的 话 ) 的 参数 方程 (按照 习题 3 的 形式 )， 

(a) (1,3,2), (4,1, —1), (2,0,0), 

(b) (1, 1,0), (1,0,1), (0,1, 1), 

(©) (2, —1,3), (1,1,1), (3, 0,4). 


. 在 习题 4 的 每 个 小 题 中 , 求 通过 原点 的 平行 平面 的 基 
, 证明: 定理 28 在 除去 Z2 的 每 个 域 上 都 成 立 . 


只 用 有 关 的 定义 证 明 : 任意 仿 射 变换 把 中 点 变 到 中 点 . 


. 证 明 : 每 个 平行 四 边 形 与 正方 形 仿 射 等 价 . 
.用 仿 射 方法 证 明 : 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 总 是 彼此 平分 . 
(a) 求 BR? 的 仿 射 变换 , 它 把 以 (0,0), (0,1), (1,0) 为 顶点 的 三 角形 变换 到 以 (1, 0), (一 1,0)， 


(0, V3) 为 顶点 的 等 边 三 角形 . 
(b) 如 果 第 一 个 三 角形 是 以 (1,1), (1,2), (3,3) 为 顶点 , 那么 所 求 的 仿 射 变换 是 什么 ? 


“ 用 仿 射 方法 证 明 : 在 梯形 中 , 两 条 对 角 线 和 两 平行 边 中 点 联 线 通过 一 点 . 
. 证 明 : 任意 平行 六 面体 与 正 立方 体 仿 射 等 价 . 


证 明 : 任意 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 有 公共 的 中 点 ( 它 是 重心 ). 
(a) 证 明 : 在 任意 域 F 上 , 任意 两 个 三 角形 在 仿 射 群 之 下 是 等 价 的 . 

*(b) 证 明 , 如 果 域 玉 中 1 十 1 关 0,1 十 1+1 冯 0, 那么 任意 三 角形 的 中 线 交 于 一 点 . 
证 明 : 向 量 空间 Y 的 一 一 变换 7 是 仿 射 变换 当 且 仅 当 7 = (1 - ba + 胡 总 可 推出 
32T= (1-taT+t(87). 

证 明 : 如 果 仿 射 子 空间 M 是 由 m + 1 个 仿 射 无 关 的 点 ao,…,am 张 成 , 那么 M 同 

一 个 mm 维 向 量子 空间 平行 . 

根据 定义 , F” 中 的 超 平面 是 n 一 1 维 仿 射 子 空间 . 

(a) 证 明 : 坐标 满足 线性 方程 a1z1 + …: + anzn = c 的 所 有 向 量 & 组 成 的 集合 是 一 个 
超 平面 , 这 里 假定 o, … ,ar 不 全 为 零 . 

(b) 反 过 来 证 明 : 每 个 超 平面 都 满足 这 样 的 方程 . 

(c) 求 通过 四 个 点 (1,0,1,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (1,0,0,1) 的 超 平面 方程 . 


“ 设 ao,…,an 是 n 维 向 量 空间 VV 的 n+1 个 仿 射 无 关 的 点 , 目 设 Bo,…,B,, 是 Y 中 


任意 +1 个 点 . 证 明 : 存在 一 个 且 只 存在 一 个 V 的 仿 射 变换 把 每 个 ac 变 到 有 


270 第 9 章 线 性 群 


19. 证 明 : 如 果 仿 射 子 空间 M 是 由 m 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 co,…, am 张 成 , 并 且 由 了 十 1 
个 仿 射 无 关 的 点 Bo,…, Br 张 成 , 那么 到 一 六 
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在 实 仿 射 平面 中 , 任意 两 个 点 在 唯一 的 一 条 直线 上 , 任意 两 条 不 平行 的 直线 交 
于 唯一 的 一 点 . 我 们 现在 来 构造 实 射 彩 平 面 , 在 这 个 平面 上 ， 

(i) 任意 两 个 不 同 的 点 在 唯一 的 一 条 直线 上 . 

(ii) 任意 两 条 不 同 的 直线 交 于 唯一 的 一 点 . 
相关 联 的 性 质 (i) 和 (ii) 显然 在 下 述 意义 下 彼此 对 偶 , 即 互 换 “点 ”和 “直线 ”二 词 ， 
并 在 术语 上 稍 加 变化 , 就 可 把 性 质 (i) 变 为 性 质 (ii), 也 可 把 性 质 (i) 变 为 性 质 (i). 

构造 实 射影 平面 忆 = P(R) 的 一 种 方法 如 下 所 述 . 取 实数 域 R 上 一 个 三 维 向 
基 空 间 Vs, 并 把 V3 的 一 维 向 量子 空间 (不 是 仿 射 子 空间 )3 称 为 忆 的 一 个 “点 ", 把 
Vs 的 二 维 子 空间 工 称 为 及 的 “直线 ”. 进一步 , 我 们 说 点 8 在 直线 L 上 当 且 仅 当 
子 空间 5 包含 在 子 空 间 工 中 . 

我 们 来 证 明 已 (R) 的 “点 ” 和 “直线 ” 满足 (i) 和 (让. 如 果 51 和 52 分 别 是 由 
向 量 aa 和 as? 张 成 的 一 维 子 空间 , 那么 51 关 52 当 且 仅 当 aa 和 as 是 线性 无 关 . 于 
是 51 和 52 所 在 的 唯一 直线 工 就 是 由 aa 和 as 张 成 的 二 维 向 量子 空间 , 这 就 证 明 
了 性 质 (i). 其 次 , 如 果 直 线 (二 维 子 空间 )Za 和 Ls 是 不 同 的 , 那么 子 空间 Li 十 L2( 是 
六 与 Za 的 线性 和 ) 必 有 具有 较 高 的 维 数 , 于 是 它 是 整个 三 维 空间 Ww. 因此 根据 7.8 
节 定 理 17, 有 


dim(LiNL2) = dimLi+ dimL2 — dim(Li+L2)=2+2-3=1, 


所 以 一 维 子 空间 Li mn Lz 是 同时 位 于 Ll 和 Ls 上 的 唯一 的 一 点 . 这 就 证 明了 性 质 
(ii). 

为 了 在 射影 平面 P = 书 (R) 中 得 到 适当 的 射影 坐标 , 取 Va 是 由 所 有 3- 实数 
组 (zt 72,z3) 组 成 的 空间 R3. 那么 每 个 非 零 的 3- 数组 {zi, za, za) 确定 已 的 一 点 
5; 当 e 关 0 时 , 3- 数组 (zlzz,z73) 和 (cri'czz,czs) 确定 同一 个 点 5. 我们 把 这 些 
3- 数组 等 同 起 来 


(zl 72, 23) = (czl cr2, cz3), c#0, 


并 称 这 些 3- 数组 为 点 5 的 齐 次 坐标 . 因为 W 的 任意 二 维 子 空间 工 可 以 描述 为 一 
个 齐 次 线性 方程 的 解 向 量 组 成 的 集合 , 所 以 己 的 直线 工 是 那些 齐 次 坐标 满足 方程 


aaz1 十 a272 十 a373 一 0， (ol az2;a3) # (0,0,0) (58) 
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的 点 的 轨迹 . 我们 可 称 (oa, az,as) 为 直线 工 的 齐 次 坐标 .显然 , 当 c 关 0 时 , 坐标 
(a1, az as) 和 (cal, caz, cas) 确定 同一 条 直线 . 

实 射影 平面 有 非常 简单 的 几何 表示 ， 点 3 的 齐 次 坐标 (zt za,zs), 通过 乘 上 
(23 十 垦 十 23)-3 可 以 标准 化 ,于 是 新 坐标 (y1,y2,ys) 满足 到 十 好 十 妈 = 1 并 在 单 
位 球面 上 , 在 这 个 球面 上 的 两 个 对 径 点 (y1,y2,ys) 和 (一, 一 yz, 一 ys) 确定 忆 的 同 
一 点 . 换 句 话说 , 书 的 点 可 以 通过 把 直径 的 两 端点 (在 球面 上 ) 看 作 一 个 点 而 得 到 . 
因为 亿 的 任意 二 维 向 量子 空间 工 沿 一 个 大 圆 截 制 单位 球 , 所 以 我 们 可 以 说 , 到 的 
一 条 直线 是 由 单位 球 的 一 个 大 图 上 的 全 体 对 径 点 对 组 成. 于 是 这 又 表明 , 两 条 射影 
直线 (两 个 大 圆 ) 交 于 一 个 射影 点 (球面 上 一 对 对 径 点 ). 

可 以 用 同样 的 方法 在 任意 域 上 定义 一 个 射影 平面 已 (F). 在 任何 情形 下 , 显 
然 有 每 个 一 - 装 向 量子 空间 (cz1, cz2, czs)( 其 中 za 关 0) 与 仿 射 平面 rs = 1 恰恰 交 于 

一 点 ( 苇 , 于 ,1); 这 个 比 ( 嘲 ， 侍 ) 称 为 射影 点 (cpu czacza) 的 非 齐 次 坐标 , 但 是 
zs = 0 的 轨迹 是 一 条 射影 直线 , 它 称 为 “在 无 穷 远 处 的 直线 ". 可 以 验证 , 射影 平面 
局 的 每 条 直线 
荆 : alzZl 十 a272 十 0373 一 0 

或 者 是 "在 无 穷 远 处 的 直线 "( 当 a = oa = 0), 或 者 是 仿 射 平面 的 一 条 直线 a (2 开 ) + 
oo( 昱 ) + oa = 0 加 上 "在 无 穷 远 处 的 直线 " 上 的 一 个 点 (az, a1,0). 

在 任意 域 上 可 以 构造 n 维 射影 空间 P. 本 质 的 一 步 是 从 高 一 维 的 向 量 空间 
V = Fn+1 开始 . 那么 P= Pa(F) 可 以 描述 如 下 : 已 的 点 是 Y 的 一 维 子 空间 5,P 的 
m 维 子 空间 是 由 位 于 VV 的 某 个 m+1 维 向 量子 空间 工 的 所 有 点 S(P 的 点 ) 组 成 的 
集合 . 显然 , 每 个 这 样 的 子 空 间 本 身 与 由 这 个 m +1 维 向 量 空间 按 同样 方法 确定 
的 m 维 射影 空间 Po 同 构 , 如 果 Y 表示 为 的 (mn + 1)- 元 素 组 构成 的 空间 (用 对 
于 给 定 基 的 坐标 表示 ), 那么 马 的 每 个 点 8 可 以 用 m 十 1 个 齐 次 坐标 (Z1,…, zn+1) 
给 出 , 并 且 坐标 (cz1,…,cznt1)( 其 中 c 关 0) 与 坐标 (z1,…,zn+1) 确定 同一 个 点 . 

P= 及 (PP) 中 的 超 平面 (n 一 1 维 子 空间 ) 仍 是 由 一 个 齐 次 方程 


al71 十 … 十 an+lZn+l 一 0， (al an+l) 天 (0……,0) (59) 


给 出 的 轨迹 . 数组 (a1,…,ant1) 可 以 看 作 超 平面 的 齐 次 坐标 ; 射影 空间 已 和 它 的 
对 偶 射影 空间 (这 个 空间 的 点 是 P 的 超 平面 ) 之 间 的 关系 , 同 向 基 空 间 V 和 它 的 对 
偶 空 间 V* 之 间 的 关系 一 样 . 根据 7.7 节 定 理 13( 关 于 齐 次 线性 方程 组 解 集合 的 维 
数 的 定理 ), 我 们 得 到 , 7 个 像 (59) 那样 的 线性 无 关 的 方程 组 可 以 确定 一 个 n 一 7 维 
射影 子 空间 . 

设 T:V 一 V 是 一 个 非 奇异 线性 变换 . 我 们 知道 (8.6 节 定 理 10 的 推论 2), 了 
把 Y 的 每 个 一 维 子 空间 8 变换 到 Y 的 一 个 一 维 子 空间 S*. 因此 了 诱导 出 射影 空 
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闻 尸 的 点 的 变换 3 一 5* = ST"*, 这 个 变换 T* 把 射影 子 空间 变换 到 射影 子 空 间 ， 
其 维 数 保持 不 变 . 我 们 称 T* 是 P 的 射影 变换 . 如 果 了 和 T2 是 Y 的 两 个 这 样 的 
线性 变换 , 那么 乘积 TiT2 诱导 出 已 上 的 一 个 变换 (T1T2)*, 它 是 这 两 个 诱导 出 的 变 
换 的 乘积 YT3. 因此 所 有 射影 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 即 n 维 射影 群 ,并且 对 
应 TT 一 T* 是 n+1 维 全 线性 群 到 域 上 nn 维 射影 群 上 的 一 个 同 态 . 

相对 于 Y 中 给 定 的 坐标 系 , 线性 变换 T 是 由 一 个 非 奇 异 (n 十 1) x 人 mn 十 1) 矩 
阵 (ai;) 确定 的 . 那么 变换 T* 把 具有 齐 次 坐标 (z1,… ,zn+1) 的 点 变换 到 具有 齐 次 
坐标 ( 态 ,… ,Vn+t1) 的 点 , 其 中 


Y=T1017 + "+Intiantli (j=1,.,n+1). (60) 


定理 33 (n 十 1) x (n 十 1) 乱 阵 A 确定 P 的 恒 等 射 影 变换 T* 当 且 仅 当 入 是 单 
位 和 矩 阵 了 的 数 乘积 cI( 其 中 c 关 0). 
证 明 在 公式 (60) 中 , 如 果 4 = cl, 则 y; = cr;: 即 齐 次 坐标 (z1,… ,zn+1) 
和 (cz1,…,cznt1) 确定 P 的 同一 个 点 , 所 以 T* 的 确 是 恒 等 变 换 ， 反 过 来 , 假 
设 T* 是 恒 等 变 换 ， 那 么 了 一定 把 n + 1 个 单位 向 量 et,……,en+l 的 每 一 个 ei 
变换 到 某 个 数 乘积 ciei, 因此 4 一 定 是 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 元 素 为 ca …,cn+l， 
但 是 7 也 把 向 量 (1,1,…,1) 变换 到 它 的 一 个 数 乘积 , 而 4 把 这 个 向 其 变换 到 
(cb en+D， (cn,…,cn+1) 是 (1,1,…,1) 的 数 乘积 当 且 仅 当 c1,…, cn+1 都 相等 . 
因此 4 的 确 是 了 的 一 个 数 乘积 . 
推论 域 已 上 的 史 维 射影 群 与 见 二 工 维 全 线性 群 对 于 由 恒 等 变 换 的 非 震 数 乘积 组 
成 的 子 群 的 商 群 同 构 . 
证 明 映射 一 T* 是 全 线性 群 到 射影 群 中 的 同 态 ; 定理 33 断言 , 这 个 同 态 的 核 
人 恰恰 是 由 恒 等 变换 的 数 乘积 组 成 的 集合 . 因此 根据 7.13 节 定理 28 得 此 结论 . 

还 可 以 推出 , 两 个 矩阵 4 和 A1 确定 同一 个 射影 变换 当 且 仅 当 A1 = cA(c 为 
某 一 标量 ). 

对 于 一 维 射影 直线 , 射影 变换 具有 形式 

N=ari+br2, y=crit+dr2, ad@# bce. (61) 

按照 非 齐 次 坐标 z = 党 ， w= a 这 个 变换 可 写成 线性 分 式 变换 


_ az+b 
cz 十 四 
它 是 由 (61) 的 第 一 个 方程 除 以 第 二 个 方程 而 得 到 的 . 公式 (62) 可 以 解释 如 下 , 如 
困 c=0, 则 (62) 把 点 = co 变 到 点 w = ooi 如 果 c 关 0, 则 (62) 把 点 z = oo 变 到 
点 也 一 二 把 点 > = 一 5 变 到 点 w= cc. 这 些 解释 的 正确 性 可 以 通过 代 回 齐 次 坐标 


(62) 
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并 利用 (61) 式 来 验证 . 在 维 的 情况 , 也 可 能 有 用 线性 分 式 变换 表示 射影 变换 的 类 
似 的 表达 式 
201 十 … 十 zm0ni 十 Gn+l i 
人 
我 们 已 经 看 到 , P,() 的 射影 变换 把 直线 变 到 直线 . 反 过 来 , 实 射影 空间 P,(R) 
的 任意 把 直线 变 到 直线 的 一 一 变换 , 当 n > 2 时 , 是 射影 变换 (见习 题 6), 这 是 一 个 
经 典 的 结果 . 
三 个 变量 的 二 次 型 确定 射影 平面 中 的 一 个 轨迹 


Dribsz;=0 (i,j=1,2,3), (63) 
5) 
这 是 因为 如 果 坐 标 (zl, z2, za) 满足 这 个 方程 , 那么 任意 “ 数 乘 " 积 (cz1, crz, czs) 也 
满足 这 个 方程 . 这 个 轨迹 称 为 射影 二 次 曲线 ; 这 个 二 次 曲线 的 (射影 ) 秩 是 系数 矩阵 
BB 的 秩 , 如 果 排 除 “ 在 无 穷 远 外 的 直线 ”, 这 个 射影 二 次 曲线 (63) 就 变 成 普通 二 次 
曲线 . 在 实 射影 平面 中 , 任意 非 退 化 二 次 曲线 ( 即 椭圆 、 双 曲线 或 抛物 线 ), 根据 9.9 
节 , 它 与 下 列 四 个 方程 中 的 一 个 所 确定 的 曲线 等 价 : 


ZT2+22+72=0,， 22+22— 22=0, (64) 
—7?— 272 -z=0, 7x?—22—zr=0. (64’) 


这 些 方程 中 , 等 号 左边 各 项 符号 改变 并 不 改变 其 轨迹 , 因此 由 (64') 给 出 的 二 次 曲线 
本 质 上 就 是 (64) 给 出 的 二 次 曲线 . (64) 第 一 条 二 次 曲线 是 空 的 . 因此 我 们 得 出 , 任 
意 两 个 非 退 化 二 次 曲线 在 实 射影 平面 中 是 射影 等 价 的 . 


习 题 


- 


. 在 域 严 上 的 三 维 射影 空间 中 , 证 明 ， 
(a) 任意 两 个 不 同 的 点 在 一 条 且 只 在 一 条 直线 上 
(b) 任意 不 在 一 直线 上 的 三 个 点 在 一 个 且 只 在 一 个 平面 上 . 
.推广 习题 1 到 n 维 射影 空间 . 
. 在 域 Za 上 的 射影 平面 中 列 出 所 有 的 点 和 直线 , 以 及 每 条 直线 上 的 全 部 点 . 
. 在 含有 站 个 元 素 的 有 限 域 上 的 射影 平面 中 , 证 明 : 存在 z2 十 nm 十 1 个 点 , m2 十 m 二 1 条 
直线 并 且 每 条 直线 上 有 mn 十 1 个 点 . 
四 个 不 同 数 ,zz zz 的 交 比 定义 为 比值 (名 二 3aJ(24 二 加) (4 as 中 有 一个 是 oo 时， 


(zs — 22)(z4 一 为 ) 
用 适当 的 约定 ). 证 明 : 交 比 是 任意 线性 分 式 变换 (62) 之 下 的 不 变量 . 
证 明 : 在 复 射影 平面 上 , 变换 (2 22, 23) 一 ，( 邱 , 妃 , 妃 ) 把 直线 变 到 直线 , 但 这 个 变换 
不 是 射影 变换 .，( 星 号 表示 复 共 斩 .) 


a Amp 
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全 


2 


2 


如 果 去 掉 “ 在 无 穷 远 外 的 直线 "zs = 0, 那么 射影 二 次 曲线 z? = 2z2zs 在 仿 射 平面 中 表 
示 什么 ? 

(a) 证 明 , 每 个 非 退 化 实 二 次 曲面 与 一 个 球面 或 与 一 个 单 叶 双 曲面 射影 等 价 . 

(b) 椭圆 抛物 面 与 上 面 哪个 曲面 射影 等 价 ? 双 曲 抛物 面 与 上 面 哪 个 曲面 射影 等 价 ? 

(c) 证 明 : 球面 与 单 叶 双 曲面 不 射影 等 价 . 

证 明 , 在 射影 直线 中 给 出 任意 两 个 不 同 点 的 3- 数组 (zi,z2, zs) 和 (wi, ua,us), 则 存在 
一 个 射影 变换 (62), 它 把 每 个 2 变 到 相应 的 ui. 


: 设 (ppa,pa,pa) 和 (qr, 92,ga,gs) 是 射影 平面 中 的 任意 两 个 点 的 4 数组 . 证 明 存在 


一 个 射影 变换 (62'), 它 把 每 个 Pi 变 到 相应 的 9:. 
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10.1 ”行列 式 的 定义 和 基本 性 质 


在 任意 域 上 每 个 方 阵 4 都 有 一 个 行列 式 ; 虽然 行列 式 能 够 用 来 研究 矩阵 的 秩 
和 求解 联 立 线性 方程 组 , 但 是 它 在 矩阵 论 中 最 重要 的 应 用 是 定义 抢 阵 的 特征 多 项 式 . 
在 这 一 章 中 , 我 们 来 定义 行列 式 , 研究 它 的 几何 性 质 , 并 指出 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
和 和 矩阵 的 特征 根 (特征 值 ) 之 间 的 关系 . 然后 , 用 这 些 概念 来 研究 矩阵 在 相似 变换 之 
下 的 标准 型 . 

联 立 线性 方程 组 的 求解 公式 自然 导出 行列 式 . 两 个 线性 方程 


az 十 by 一 和， 
a2z 十 joy = k2 
在 a1b2 -azb 关 0 的 假定 下 , 有 唯一 解 
_ kib2 一 bot _ Qik2 — a2ki 
a1b2 — a2b1’ aigo 一 a2b 
出 现在 分 子 和 分 母 中 的 多 项 式 称 为 行列 式 ， 
anal hh |_ 
元 洛 = aba — azbhi, bo | 有 ba — kzb1. (1) 


类 似 地 , 我 们 可 以 计算 三 个 联 立 线性 方程 组 aiizi = ki 的 解 . 结果 每 个 解 zj 的 分 

母 是 

all Q12 Q13 

a21 Q22 Q23 |= 011022033 十 Q12Q23031 十 Q13Q21032 (2) 
—011023032 一 012021033 一 Q13Q22Q31， 


Q31 Q32 Q33 


等 式 的 右边 是 六 项 乘积 的 代数 和 . 每 一 项 包含 矩阵 第 一 行 的 某 元 素 at, 同时 也 包 
含 第 二 行 的 某 元 素 和 第 三 行 的 某 元 素 . 每 一 项 还 可 以 表示 成 包含 着 不 同 列 的 元 素 乘 
中, 所 以 (2) 中 的 每 一 项 可 写成 ml-az-as-, 空白 的 地 方 添上 列 标 1,2,3 的 某 一 置换 . 
在 六 个 可 能 的 置换 中 , 三 个 偶 置换 1,(123), (132) 出 现在 带 正 号 的 乘积 项 中 , 而 三 个 
奇 置换 出 现在 带 负 号 的 乘积 项 中 . 经 验 表明 , n 个 未 知 数 的 ” 个 线性 方程 的 解 可 以 
表示 为 类 似 的 公式 . 
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定义 另 x 另 夫 阵 从 = (aij) 的 行列 式 是 元 素 9aij = a(i,j) 的 多 项 式 : 


det A=|A|=) sgny | “| 
$ 1 


证 


= > Gng $)a(1,19)a(2,20) a(n, ng). (3) 
由 


这 里 是 对 整数 1,…,n 的 所 有 nl 个 不 同 的 置换 % 求 和 . 每 个 乘积 项 Hai 前 面 的 
因子 sgn $ 是 +1 还 是 -1, 根据 $ 是 偶 和 置换 还 是 奇 置换 而 定 . 

于 是 行列 式 |4| = det(aij) 是 nl 项 土 a1-a2-…an- 的 和 , 这 里 空白 处 添上 数 
字 1…,n 的 各 种 置换 $. 把 ai 写成 ai 四 设 ip 是 i 在 9 之 下 的 像 , 于 是 一 般 
项 可 写成 +a(1,19)a(2, 29)…a(n,n9), 这 里 正 负 号 “ 土 ” 称 为 sgn p(signum 9 的 缩 
写 ). 对 于 和 中 的 每 个 乘积 项 , 恰好 含有 矩阵 每 一 行 中 一 个 元 素 , 并 且 恰好 含有 矩阵 
每 一 列 中 一 个 元 素 . 

矩阵 的 每 一 行 在 14| 的 每 一 项 中 出 现 一 次 且 只 出 现 一 次 , 这 就 意味 着 |4| 是 A 
的 第 i 行 元 素 aii,…,ain 的 线性 齐 次 函数 . 把 每 个 这 样 的 oii 的 系数 合并 起 来 , 我 
们 就 得 到 表达 式 


14| = Ailai + 4izaiz + :+ Ainain, (4) 
这 里 ai; 的 系数 Ai; 称 为 ai; 的 余子 式 ( 即 代数 余子 式 ); 它 是 4 中 划 去 第 i 行 镜 下 
的 各 行 元 素 的 多 项 式 . 这 个 余子 式 还 可 以 描述 成 偏 导数 Aij = 名 因为 |4| 的 每 
一 项 只 包含 每 一 行 和 每 一 列 中 一 个 元 素 , 所 以 余子 式 4;; 即 不 包含 第 ; 行 的 元 素 也 
不 包含 第 j 列 的 元 素 . 它 只 包含 “ 子 式 ” 或 子 邱 阵 Mi 的 元 素 , 子 矩阵 Mi 是 从 甜 
阵 4 中 划 去 第 i 行 和 第 7 列 的 所 有 元 素 所 得 到 的 矩阵 . 

14| 对 于 行 和 列 是 对 称 的 . 

定理 1 设 AT 表示 和 4 的 转 置 矩阵 , 则 |AT|=|A4l. 
证 明 A 的 元 素 a5 = oji 是 把 4 的 元 素 aij 的 下 标 颠 倒 过 来 而 得 到 的 . 当 j = i9， 
i= 7014| 的 一 般 项 是 


(sgn $) [aisi6) = (sgn ) TI a0,7) = (sgn $) TT eT,76). 
i . 4 


它 也 是 |47| 的 一 般 项 , 因为 每 一 置换 是 某 个 置换 $ 的 逆 置 换 8-1, 而 且 正 负 号 也 相 
同 , sgn 4 = sgn $1 这 是 根据 5 是 偶 置 换 ( 即 在 交错 群 中 ) 当 且 仅 当 6 的 逆 6-1 也 
是 偶 置换 (6.10 节 ). 因此 |4| = |43|. 证 毕 
对 行列 式 进行 初等 行 运算 时 , 将 会 产生 什么 样 的 效果 呢 ? 
@ 这 里 指 的 元 素 是 域 已 中 的 元 素 , 或 更 一 般 地 是 指 交换 环 中 的 元 素 . 
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法 则 1 和 抢 阵 4 的 第 i 行 乘 上 标量 c 承 0, 则 相应 的 行列 式 就 乘 上 c. 这 是 因为 在 
线性 齐 次 表达 式 (4) 中 , 对 第 i 行 的 每 个 元 素 oil, …，,ain 乘 上 一 个 因子 c 就 意味 着 
对 |4| 乘 上 同一 个 因子 c. 

法 则 2 ”矩阵 4 的 两 行 交换 , 行列 式 |4| 变 号 . 根据 对 称 性 (定理 1), 我 们 可 以 改 
为 证 明和 矩阵 的 两 列 交换 , 行列 式 变 号 . 这 种 交换 可 以 用 列 标的 奇 置换 po 来 表示 , 于 
是 可 用 和 矩阵 B = (bij) 来 代替 4, 其 中 bi; = b(i,j) = a(i,j9o), 那么 


IB|= > (ga $) [0G,i0) = > (sga 9) [ali, ip¢o). 
中 i 9 i 


因为 全 体 置换 构成 一 个 群 , 所 以 全 体 乘积 ydo( 这 里 po 是 固定 的 , $ 跑 遍 所 有 置换 ) 
包含 全 部 置换 , 因此 上 面 的 |B| 含有 |4| 的 所 有 项 . 只 是 每 一 项 的 正 负 号 改变 了 , 这 
是 因为 8o 是 奇 置换 , 所 以 当 9 是 奇 置换 时 , Bpo 是 偶 置换 , 反 过 来 , 当 4% 是 偶 置 换 
时 , fo 是 奇 置换 , 于 是 sgn ppo = --sgn 9. 这 就 证 明了 法 则 2. 
引 理 1 如 果 算 阵 4 有 相同 的 两 行 , 那么 |4| = 0. 
证 明 ”根据 定理 1, 只 须 证 明 当 4 有 相同 的 两 列 时 , |4| = 0. 设 光 是 把 两 个 相同 的 
列 进 行 交换 的 对 换 , 那么 表达 式 (3) 中 的 所 有 被 加 项 (sgnp)Ta(i,ip) 是 按 {6, 9} 
成 对 出 现 , 而 {9,w9p} 是 由 少 生成 的 二 元 素 子 群 的 陪 集 组 成 . 因为 是 奇 置换 , 所 
以 sgn 9 = -sgn %d; 又 因为 两 个 列 是 相同 的 , 所 以 有 Ta(i,i6) = IIa(i, iy9). 因此 
成 对 的 被 加 项 其 数值 相等 符号 相反 , 所 以 它们 的 和 是 零 . 证 毕 

为 了 考 虚 伴随 矩阵 (10.2 节 ), 用 一 个 方程 表示 引 理 1 是 方便 的 . 在 4 中 , 用 第 
太行 来 代替 第 i 行 , 则 两 行 变 成 一 样 了 , 其 行列 式 等 于 零 . 但 是 这 个 行列 式 还 可 以 在 
线性 齐 次 表达 式 (4) 中 用 第 上 行 代替 第 ; 行 而 得 到 , 于 是 

0= 4iaakl 十 4izak2 十 … 十 4inakn (天 及 ). (5) 


法 则 3 ”矩阵 第 太行 乘 上 常数 c 加 到 第 ; 行 上 , 其 行列 式 保持 不 变 . 这 个 运算 是 用 
Qij 十 cakj 代替 每 个 aij; 根据 线性 齐 次 表达 式 (4), 新 的 行列 式 是 


DAi(ay tcar) = Aias +cd Asar; = dl+0， 
类 j 水 


上 式 最 后 一 个 等 式 是 根据 (4) 和 (5) 得 到 的 . 行列 式 的 确 没 变 . 

这 些 法 则 可 以 用 初等 矩阵 加 以 概括 . 任意 初等 行 运算 把 单位 矩阵 工 变 成 初等 
矩阵 五, 而 把 4 变 成 乘积 召 4. 行列 式 |7| = 1 因而 变 成 |E| = c, 一 1 或 1( 对 应 于 法 
则 12 或 3), 而 |4| 变 成 |B4|= clA4|, 一 |4| 或 |4|( 对 应 于 相应 的 法 则 ). 这 就 证 明 
了 | 吾 4| = | 召 |4|. 根据 对 称 性 (定理 1), 同 祥 可 应 用 于 右 乘 因子 忆 . 这 就 建立 了 
定理 2 如 果 轧 是 初等 矩阵 , 那么 


IEA|= |EI|A| =|AEI|. 
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另 一 个 法 则 是 , 从 上 面 讨论 的 子 矩 阵 Mi 可 以 明显 地 得 到 余子 式 的 表达 式 . 
法 则 4 ”Ahi = (-DiIMisl, 口头 上 说 就 是 , 每 个 余子 式 Ai 是 由 相应 的 子 和 矩阵 
的 行列 式 前 面 添上 符号 (-1)#*z? 而 得 到 . 正 负 号 (Di 可 以 在 西洋 跳棋 盘 (想象 
在 方 格 盘 中 +, 一 号 相间 排列 , 并 且 左上 角 第 一 格 中 是 + 号 ) 上 的 (i,j) 位 置 上 得 
到 . 首先 我 们 对 i = 了 = 1 来 证 明 这 个 法 则 . 从 定义 (3) 立即 看 出 , 包含 ol 的 项 恰 
恰 是 满足 条 件 19 = 1 的 那些 置换 Bp 所 对 应 的 项 . 这 种 类 型 的 偶 置换 (或 奇 置换 ) 实 
际 上 是 剩 下 的 数字 2,…,n 的 偶 置换 (或 奇 置换 ), 所 以 这 些 项 划 去 ol 后 恰恰 就 是 
IMu| 的 展开 式 的 所 有 项 . 任意 其 他 余子 式 4i 可 通过 把 oz 移 到 左上 角 而 化 成 上 
述 特殊 情形 , 而 ai; 移 到 左上 角 位 置 是 相继 进行 i 一 1 次 相 邻 两 行 的 交换 和 了 - 1 次 
相 邻 两 列 的 交换 得 到 的 . 这 些 初等 运算 并 不 改变 |Mij|, 因为 它 不 影响 Mi 中行 与 
列 的 相互 位 置 , 但 是 这 些 运算 却 改变 了 |4| 的 符号 , 因此 ai; 的 余子 式 的 符号 改变 
了 i+j 一 1 一 1 次 .通过 这 样 的 简化 就 证 明了 法 则 4. 

一 个 特别 有 用 的 情形 是 , 矩阵 的 第 一 行 除了 第 一 个 元 素 外 其 他 所 有 元 素 都 是 零 . 
那么 表达 式 (4) 只 须 包含 第 一 个 余子 式 |Maa| = Au, 所 以 


wu 0 
KB 


[=aa, (6) 


这 里 O 是 1x (n 一 1) 甜 阵 ,K 是 (n 一 1) x1 甜 阵 , 电 是 (n 一 1) x (n 一 1) 矩阵 . 根 
据 这 个 法 则 并 用 归纳 法 , 我 们 得 到 下 面 结果 . 
引 理 2 三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 对 角 线 元 素 之 积 . 

上 述 各 法 则 提供 了 一 系列 计算 行列 式 |4| 的 方法 . 通过 初等 运算 把 矩阵 4 化 
为 三 角形 矩阵 工 , 用 t 表示 所 用 行 (或 列 ) 交换 的 次 数 , 用 c1,…, cs 表示 乘 到 4 的 
行 (或 列 ) 上 的 各 个 标量 . 根据 定理 2, |4| = (--1)*(c1…cs)-1|T|, 再 用 引 理 2 设 
加 | = 1…tnn, 这 样 就 计算 出 行列 式 的 值 . 


习 题 


- 


从 行列 式 的 定义 直接 证 明 引 理 2. 
计算 7.6 节 习 题 2 中 各 矩阵 的 行列 式 ， 


S 


名 


1 -1 0 
(a) 设 A4= | -1 0 1 ] sm mn 14， 
尖 、vg 泣 

并 比较 这 两 个 计算 结果 . 
(b) 假定 上 面 宠 阵 4 的 元 素 是 模 2 整数 , 计算 |4|. 
. 写 出 一 般 4 x 4 行列 式 展开 式 中 的 所 有 正 项 . 
. 设 nn 是 坷 数 ,并且 1+1 关 0, 证 明 : n xn 斜 对 称 矩 阵 4 的 行列 式 为 零 . 


ES 


a 
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只 


3 


Eo 


be 


“13. 


18)， 


(a) 推导 下 面 范 得 莹 (Vandermonde) 行列 式 的 展开 式 


1 wi 9 
1 za z2 |= (za 一 zi)(zs 一 zi)(zs — £2). 


1 zs z8 


(b) 推广 这 个 结果 到 4 x 4 的 情形 . 

(c) 推广 这 个 结果 到 n x n 的 情形 , 即 证 明 : 如 果 ai = zi 那么 14| = 了 [(z: - 
> 了 

证 明 : 对 任意 4 x 4 斜 对 称 抢 阵 4, 有 |4| = (ataaak 一 aiaa24 十 aaaa23)2. 

(a) 证 明 : 任意 置换 矩阵 的 行列 式 等 于 土 1. 

(b) 证 明 : 单项 矩阵 的 行列 式 等 于 全 体 非 零 元 素 的 乘积 再 乘 上 士 1. 


.如果 xm 实 矩 阵 4, 对 于 i==1,…,n, 有 》 lai5| < ai 则 称 4 为 对 角 优势 矩阵 , 证 


jzi 


明 : 如 果 4 是 对 角 优 势 矩阵 , 那么 |4| > 0. 


. 证 明 : 平面 上 两 个 点 (a1,a2) 和 (ba 如) 联 线 的 方程 是 


ZL z2 1 
al aa 1|=0. 


bl be 1 


. (a) 证 明 : 如 果 矩 阵 4 的 每 个 元 素 oz 是 z 的 函数 , 那么 dl- SD des 4,,. 


jk=1 


4l. 


(b) 用 此 验证 4 = 
证 明 , 如 果 4 和 C 时 那么 有 
AB 
Oc 
设 2 是 nxn 失 阵 (w 3), 这 里 是 nn 次 本 原 复 单位 根 ,证明 如 果 n 三 1(mod 4), 那 
么 有 182|=n3. 


|- 1Alicl. 


10.2 ”行列 式 的 乘积 


在 初等 行 运算 与 初等 列 运算 下 , 任意 方 阵 4 等 价 于 对 角 矩 阵 DD (8.9 节 定 理 
所 以 像 8.8 节 定 理 13 那样 , 矩阵 4 可 以 由 矩阵 D 左 乘 和 右 乘 一 些 初等 矩阵 


已 ; 和 BQ 得 到 , 即 


A=E,....E.DEW...E. (7) 


根据 定理 2 的 法 则 |E4| = | 召 |4| 和 |4E| = |4||El, 在 乘积 (7) 的 行列 式 中 , 可 以 
同时 对 每 个 因子 吾 取 行 列 式 |B|, 于 是 得 到 


I4|=iB.l…lBDIEDN .EO. (8) 
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因为 每 个 | 吾 i| 二 0, 所 以 整个 行列 式 |4| 关 0 当 且 仅 当 |D| 关 0. 这 个 标准 型 D 在 主 
对 角 线 上 恰恰 有 7 个 元 素 1, 这 里 7 是 矩阵 4 的 秩 , 而 行列 式 |D| 是 它 的 n 个 对 角 
线 元 素 之 积 . 因此 |D| 关 0 当 且 仅 当 7 =n, 即 当 且 仅 当 4 是 非 奇异 的 . 所 以 由 (8) 
式 证 明了 

定理 3 方 阵 4 是非 奇 异 的 当 且 仅 当 |4| 关 0. 

行列 式 的 计算 ”公式 (8) 也 为 n x 行列 式 的 数值 计算 提供 了 一 个 有 效 方 法 . 我 们 
像 高 斯 消去 法 那样 进行 计算 , 逐个 把 对 角 线 元 素 用 1 代替 , 这 样 容易 算出 对 角 线 元 
素 的 乘积 ; 因为 除了 某 一 行 (或 列 ) 乘 以 常数 的 初等 矩阵 外 , 其 他 所 用 的 初等 矩阵 的 
行列 式 都 是 土 1, 所 以 这 足以 计算 出 整个 行列 式 . 例如 ， 


3 1 

2 1 3 2 3 二 

4 -1 2 3 er 读 6 _1 
总 0 ya 6 1 = al 0 7 

-6 5 2 6 0 14 14 9 0 0 0 .i 

Bn 0 = 0 0, =3, -=7 


因此 这 个 行列 式 等 于 (-14)(19) = -266. 
一 个 非 奇 异 矩 阵 A 是 初等 矩阵 的 乘积 A = ,… Ei. 如 果 B= *.…E? 是 

另 一 个 这 样 的 矩阵 , 那么 乘积 AB 的 行列 式 可 像 (8) 式 那样 进行 计算 , 结果 为 

14B|=|E.… BiE;... Ei|=|E.-..|E| .|E’|.….|E?| =|A|.|B| 

定理 4 来 积 乱 阵 的 行列 式 是 各 矩阵 的 行列 式 的 乘积 : |4B| = |4| . |B|. 

证 明 ”上 述 计算 仅 给 出 当 A 和 B 都 是 非 奇异 矩阵 时 , 这 个 法 则 的 证 明 . 而 当 A 或 

召 是 奇异 矩阵 时 , 因此 4B 也 是 奇异 矩阵 , 所 以 |4B| = |4|. |B| 的 两 边 都 等 于 零 . 

证 毕 

行列 式 |4| 关 0 的 矩阵 4 的 逆 存 在 , 并 且 可 以 用 4 的 余子 式 明显 地 求 出 . 最 

初 的 包含 余子 式 的 方程 (4) 和 (5) 可 以 写成 


QkiAit+. +arnAin = 6ki|Al, 6ki= 


{ 1, 当 i =, (9) 


0, 当 i 关 上. 
6ki 这 个 数 恰好 是 单位 矩阵 工 = (6ki) 的 (k,i) 位 置 上 的 元 素 . 方程 (9) 很 像 甜 阵 的 
乘积 , 如 果 把 余子 式 的 下 标 交换 , 那么 (9) 式 左边 就 给 出 了 矩阵 4 和 余子 式 和 矩阵 的 
转 置 矩 阵 的 乘积 的 (k, 1) 位 置 上 的 元 素 . (9) 式 右边 是 用 标量 |4| 乘 上 单位 矩阵 后 
的 (k, i) 位 置 上 的 元 素 , 所 以 有 
A(As)" =|AlI. (10) 
出 现在 这 个 方程 中 的 矩阵 (4ij)? 是 4 的 全 体 元 素 的 余子 式 构成 的 矩阵 的 转 置 矩 
阵 , 称 为 4 的 伴随 矩阵 . 在 |4| = 1 的 情况 下 , 方程 (10) 表明 , 4 的 伴随 矩阵 就 是 
人 44 的 道 矩 阵 . 一 般 地 , 如 果 |4| 关 0, (10) 式 证 明了 
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定理 5 如 果 |4| 关 0, 那么 短 阵 4 的 这 是 4-1 =|A|-1(Ai)T. 
解 n 个 未 知 数 ”个 线性 方程 的 克 莱 姆 法 则 是 这 个 道 矩 阵 公式 的 推论 . 已 知 的 
线性 方程 组 形 为 
ai = bi, 


其 中 i 和; 是 从 1 到 mw 用 和 矩阵 表示 , 这 个 方程 组 就 是 AX = B(X 和 B= 
(b1,…,bn)T 都 是 n 维 列 向 其 ). 如 果 4 是 非 奇 异 的 , 那么 用 4-: 左 乘 这 个 方程 得 
到 唯一 的 向 量 解 苹 = (z1,…,zn)T = 4“1B. 如 果 我 们 注意 到 逆 和 矩阵 4 的 (i,j) 
位 置 上 的 元 素 刚好 是 人 那么 这 个 解 可 以 展开 表 出 . 这 就 证 明了 

定理 6 ( 克 菜 姆 法 则 ) 如 果 郊 个 未 知 数 兄 个 线性 方程 


> Qij7i = bi 
了 


的 系数 矩阵 外 二 (Aij) 是 非 奇 异 的 , 那么 方程 组 有 唯一 解 


40 十 二 4 
i A | 


=1,.…,n, (11) 


其 中 4ij 是 系数 婚 阵 全 中 元 素 aij 的 余子 式 . 

这 个 公式 的 分 子 本 身 可 以 写成 行列 式 , 因为 它 是 用 常数 列 (b1,…, bn) 人 代替 矩 
阵 4 的 第 7 列 而 得 到 的 行列 式 按 第 7 列 的 余子 式 的 展开 式 . 可 是 对 于 大 的 联 立 线 
性 方程 组 , 通过 化 矩阵 (或 增 广 矩阵 ) 为 行 等 价 梯形 矩阵 (7.7 节 ) 的 方法 求解 , 通常 
更 为 有 效 . 

显然 , 克 莱 姆 法 则 可 以 应 用 到 任意 域 上 , 特别 可 以 应 用 到 2.3 节 中 所 讨论 的 所 
有 方程 组 (参看 后 面 的 习题 9). 克 莱 姆 法 则 对 于 求解 二 个 或 三 个 未 知 数 的 联 立 线性 
方程 组 是 特别 方便 的 . 
附录 ”行列 式 与 秩 长 方 甜 阵 4 的 子 和 矩阵 (或 “ 子 式 ") 是 从 4 划 去 4 的 某 些 行 
和 某 些 列 而 得 到 的 任意 矩阵 (这 里 包括 一 行 也 没 划 去 或 一 列 也 没 划 去 的 情况 ). 任 
意 长 方 矩阵 A 关 O 的 “行列 式 秩 "d 可 以 定义 为 行列 式 不 为 零 的 4 的 最 大 子 式 的 
行 数 , 换 句 话说 , 4 具有 性 质 : (i)A 至 少 有 一 个 dx d 子 式 M , 它 的 行列 式 |M| 0; 
( 闻 如 果 h>d, 则 有 4 的 每 个 hxh 子 式 N, 都 有 IN|=0. 可 以 证 明 , 任意 给 阵 的 秩 
等 于 它 的 行列 式 秩 . 


习 题 


1 写 出 2x2 短 阵 么 = ( .] 的 伴随 托 阵 , 并 计算 4 和 它 的 伴随 算 阵 的 乘积 
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(a) 计算 7.6 节 习 题 2(a) 中 的 矩阵 的 伴随 矩阵 . 对 于 这 种 情形 验证 关于 矩阵 和 它 的 伴 
随 矩阵 的 乘积 法 则 
(b) 对 7.6 节 习 题 2(b) 做 同样 的 问题 . 


. 用 伴随 矩阵 的 方法 , 求 8.8 节 (50) 式 中 的 4 x 4 初等 矩阵 吾 za, 了 + 2BEss 和 J 了 + dEBz1 


的 道 矩 阵 . 


. 用 伴随 矩阵 的 方法 , 求 8.8 节 习 题 5 的 矩阵 的 逆 . 
. 证 明 : 如 果 4 是 非 奇 异 矩 阵 , 那么 14 | = 14 
. 证 明 : 奇异 矩阵 和 它 的 伴随 矩阵 的 乘积 是 零 抢 阵 . 


证 明 : 任意 正 交 矩 阵 的 伴随 矩阵 是 它 的 转 置 矩 阵 . 
写 出 三 个 未 知 数 的 三 个 线性 方程 的 克 莱 姆 法 则 . 
用 克 莱 姆 法 则 , 求解 2.3 节 习 题 1 的 联 立 同 余 式 . 
(a) 证 明 : 下 面 一 对 齐 次 线性 方程 


az 十 by 十 clz 一 0， a2z 十 b2y 十 c2z 二 0 


有 一 组 解 

bh ca 
by cz 站 
(b) 什么 时 候 这 组 解 是 整个 解 集合 的 基 ? 

(c) 对 四 个 未 知 数 的 三 个 线性 方程 推导 类 似 的 公式 . 


cl al 
r= 


cz a2 


. 证 明 : 正 交 矩阵 的 行列 式 是 士 1. 

. 证 明 : 矩阵 4 的 伴随 矩阵 的 行列 是 |A|". 

. 证 明 , 算 阵 4 的 伴随 矩阵 的 伴随 矩阵 是 |4|"-?A. 

. 直接 由 行列 式 秩 的 定义 证 明 : 初等 行 运算 不 改变 行列 式 秩 . 


”15. (a) 设 和 4 各 是 3x3 和 矩阵 , 证明 4B 的 任意 2x2 子 矩阵 的 行列 式 是 一 些 项 的 和 ， 


这 
~ 


其 中 每 一 项 是 4 的 一 个 2 x 2 子 矩 阵 的 行列 式 与 B 的 一 个 2 x 2 于 矩阵 的 行列 
式 的 乘积 . 
(b) 推广 这 个 结果 , 并 用 它 证 明 rank(4B) < rank4. 
设 nxn 和 矩阵 4 的 秩 为 ” 证 明 , 4 的 伴随 矩阵 的 秩 s 如 下 确定 : 车 7 =n, 则 s =n; 
若 r=n-1l, 则 s=1; 若 r<n-1, 则 s=0. 
证 明 : 任意 矩阵 的 秩 等 于 它 的 行列 式 秩 . 


10.3 ”作为 体积 的 行列 式 
nxn 实 矩 阵 的 行列 式 在 几何 上 可 以 解释 为 n 维 欧 几 里 得 空间 中 的 体积 这 是 


从 平行 四 边 形 面积 公式 得 到 启发 的 . 


每 个 以 向 量 aa 和 as 为 行 的 2 x 2 实 矩 阵 4 表示 一 个 以 O,aaa2,al + az 


为 顶点 的 平行 四 边 形 . 反 过 来 , 每 个 这 样 的 平行 四 边 形 确定 一 个 矩阵 (参看 图 10-1). 
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这 个 平行 四 边 形 的 面积 是 
底 x 高 =l|aallaz|llsinC|， (12) 


式 中 C 表示 已 知 向 量 ql 和 as 之 间 的 夹 角 . 根据 7.9 节 的 余弦 公式 (41), 这 个 面积 
的 平方 等 于 


(aa, aa)(a2, ao)(1 — cos? 0) = (aaaaj(a2ao) — (aa az)(ao, aa). 


这 个 结果 看 起 来 很 像 2 x 2 矩阵 的 行列 式 , 实际 上 , 它 就 是 矩阵 ((ai,aj)) = 447 
的 行列 式 . 


= (xy ) op 


和 -学 = (Co 
图 10-1 


任意 维 欧 几 里 得 空间 中 的 平行 四 边 形 都 具有 类 似 的 公式 , 甚至 还 可 以 推广 到 n 
维 欧 几 里 得 空间 中 的 m 维 类 似 于 平行 四 边 形 的 几何 体 , 这 些 几 何 体 称 为 平行 六 面 
体 ， 
为 了 进行 这 种 推广 , 设 4 是 任意 一 个 以 oi,… ,am 为 行 的 m x n 和 矩阵， 这 
些 行 向 量 表示 在 n 维 欧 几 里 得 空间 ,中 从 原点 出 发 的 向 量 ，, 中 由 m 个 向 量 
aa, ,am 张 成 的 平行 六 面体 了 是 由 所 有 形 为 


tlat+.+timnom (0<tig1;i=1,.…,m) 


的 向 量 组 成 . (对 m = n = 3 的 情形 画 出 图 形 , 你 会 得 到 一 个 与 立方 体 仿 射 等 价 的 平 
行 六 面体 !) 这 样 就 建立 起 m x n 实 矩 阵 与 n 维 空间 中 的 mm 维 平行 六 面体 之 间 的 对 
应 , al, …, am 称 为 这 个 平行 六 面体 林 的 枝 . 

这 个 平行 六 面体 的 m 维 体积 V( 卫 )( 包 括 当 m = 1 时 的 长 度 和 当 m = 2 时 的 面 
积 这 两 种 特殊 情形 ) 可 以 对 m 用 归纳 法 来 定义 . 设 以 oo,…, am 为 棱 的 平行 六 面 
体 称 为 五 的 底 . aa 的 与 a2,…, am 正 交 的 分 量 称 为 高 , 它 是 通过 把 剩 下 的 一 条 楼 
oa 写成 两 个 分 量 7 与 6B 的 和 来 求 得 , 其 中 分 量 7 在 2,…, am 张 成 的 空间 Sm_1 
中 , 有 与 5m-1 正 交 ( 见 图 1, 根据 7.11 节 , 这 总 是 可 能 的 ): 


aa =B+7, BLS5m-1, 7 在 Sm-i 中 . (13) 
工 的 体积 就 定义 为 底 的 m - 1 维 体积 与 高 的 长 度 |8| 的 乘积 . 
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定理 7 以 oa,.…,am 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 的 平方 是 行列 式 |AAT|, 其 中 入 
是 以 向 量 ar 的 各 华 标 为 第 i 行 元 素 的 夫 阵 . 

注 因为 4 的 行 置换 是 用 PA 代替 4, 其 中 忆 是 满足 |P|=|PT|=+t 的 mxm 
置换 矩阵 , 又 因为 


I(P4)(P4)zl= PIH443 :IPT =1447， 


所 以 五 的 “体积 " 与 它 的 底 是 由 哪 m 一 1 个 向 量 张 成 的 无 关 . 

证 明 因为 4 是 mxn 和 矩阵 , 所 以 乘积 AAT 是 一 个 mxm 方 阵 . 现在 我 们 对 m 归 
纳 进行 论证 . 当 m = 1 时 , 矩阵 4 是 行 矩阵 , “内 积 ”*AAT = (alt，aa) 是 ai 的 长 度 
的 平方 , 满足 要 求 . 假定 对 于 m -1 行 的 矩阵 , 这 个 定理 是 正确 的 , 我 们 来 考虑 m 行 
的 情形 . 像 (13) 式 那样 , 第 一 行 A1 可 以 写成 A1 = B1+C1, 这 里 “高 "Bi 同 每 个 行 
向 量 A2,… ,An 都 正 交 ( 即 BiAT =0,i= 2,.…,m), 而 C2 = c2Ah2 + :+ cmAnm 
是 A2,…, Am 的 线性 组 合 . 从 4 的 第 一 行 逐次 减 去 第 i 行 的 ci 倍 (i = 2,…,m)， 
这 就 把 4 变 成 新 的 矩阵 4", 它 的 第 一 行 是 Bi1. 而 且 , 这 些 初等 行 运算 每 一 个 都 相 
当 于 用 一 个 行列 式 为 1 的 初等 矩阵 左 乘 矩阵 4, 因此 4* = PA, 这 里 |P| = 1 并 
且 有 |A*4""|=|PAATPT|=|PIIAATIIPT|=|44TI|. 如 果 吕 是 由 A* 的 m 一 1 
行 42,…, Am 组 成 的 矩阵 块 , 那么 


T T 村 
人 Jean _( Bi BD) /BBY 0 
D DBT DD™ 0o DpD™ 


这 里 BiDT = O 是 因为 对 DD 的 每 行 A; 有 B147 = 0. 根据 (6) 式 , 行列 式 就 是 
|447|=|A*A*T| = (BiBTIDDT|. 


这 里 忆 是 矩阵 , 它 的 所 有 行 A2,…, Am 张 成 本 的 底 , 所 以 根据 归纳 法 假设 , |DDT| 

是 底 的 体积 的 平方 . 此外, 标量 B1B 是 高 的 长 度 的 平方 , 所 以 我 们 得 到 所 要 求 的 

关于 AA 的 底 x 高 的 公式 . 证 毕 
在 行 数 为 ”的 特殊 情形 中 , 显然 有 1447| = |4|:145| = 14P2, 于 是 我 们 就 证 明 

了 2， 

定理 8 设 4 是 任意 兄 x 刀 实 矩 阵 , 它 的 各 行为 al,……，an, 则 人 的 行列 式 (除了 

可 能 相差 一 个 正 负 号 外 ) 是 En 中 以 aa,'…，,an 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 

。。 @ 整个 10.3 节 中 , 向 量 的 坐标 都 是 对 于 一 组 固定 的 标准 正 交 基 来 取 的 . 当 mm > nt, 定理 7 退化 为 方程 


0=0. 
@ 证 明 这 个 定理 的 基本 步骤 最 初 是 由 J. S. Frame 教授 提出 的 . 
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行 的 任意 置换 并 不 改变 行列 式 的 绝对 值 , 所 以 这 个 定理 还 表明 , 平行 六 面体 的 

体积 定义 与 楼 的 排列 顺序 无 关 . 当 mm < n 时 , 这 个 论证 还 可 应 用 到 定理 7 的 公式 . 
当 m=n 时, 行列 式 |4| 常常 称 为 以 aq1,…, on 为 楼 的 平行 六 面体 的 “ 带 符号 ” 的 
体积 . 用 任意 奇 置换 可 使 它 的 符号 改变 . 
定理 9 ”一 个 n 维 欧 几 里 得 向 量 空间 的 线性 变换 YY = XP, 使 得 所 有 nn 维 平 行 六 
面体 的 体积 乘 上 因子 土 |P|. 
证 明 ”考虑 一 个 平行 六 面体 , 它 分 别 以 行 向 量 41,…, A 为 n 个 楼 ， 行 向 量 
A1,…， A 被 变 成 A1P，,…, AnP: 含有 这 些 新 行 向 量 的 矩阵 就 是 矩阵 乘积 AP， 
其 中 4 具有 行 41,…, An. 那么 新 的 “ 带 符号 ” 的 体积 等 于 |4P| = |4I|P|, 这 里 
|4| 是 原来 平行 六 面体 的 体积 . 

由 此 推出 , 变换 Y = 天 已 使“ 带 符号 "的 体积 保持 不 变 当 且 仅 当 变换 矩阵 满足 
|P| = 1. 所 有 具有 这 种 性 质 的 矩阵 (或 所 有 变换 ) 组 成 的 集合 称 为 么 模 群 . 有 时 这 
种 群 扩大 成 包含 所 有 满足 |P| = 土 1 的 矩阵 (也 就 是 , 保持 体积 绝对 值 不 变 的 所 有 变 
换 ). 

nn 维 欧 几 里 得 空间 中 , 任意 区 域 了 的 体积 可 以 粗略 地 定义 如 下 : 用 一 组 有 限 个 
给 定形 状 和 方位 的 平行 六 面体 石 ,……, 1 外 接 于 f, 然后 求 和 EV(I), 定义 f 的 体 
积 是 所 有 这 种 平行 六 面体 的 不 同 集合 的 体积 和 的 最 大 下 界 (第 4 章 ). (在 积分 学 中 ， 
这 一 般 是 可 以 做 到 的 , 那些 平行 六 面体 是 其 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 . ) 

根据 定理 9, 具有 矩阵 PP 的 线性 变换 以 1 : |P| 的 比例 改变 任意 平行 六 面体 的 
体积 , 因此 它 也 以 同样 的 比例 改变 f 的 体积 . 因为 平移 使 体积 保持 不 变 , 所 以 我 们 
得 到 下 面 结果 . 
推论 仿 射 变换 了 = 鲜 忆 十 KK 使 所 有 体积 乘 上 一 个 因子 |P|( 或 更 确切 地 说 , 是 乘 
上 |P| 的 绝对 值 ). 


习 题 


Lg 


(a) 计算 平面 上 以 (0, 0), (3, 0), (1, 4) 和 (4, 4) 为 顶点 的 平行 四 边 形 的 面积 

(b) 计算 空间 中 以 (0, 2, 0), (2, 0, 0), (1, 1, 5) 和 (0, 0, 0) 为 相 邻 项 点 的 平行 六 面体 的 
体积 . 

证 明 : 任意 三 角形 的 三 条 中 线 把 三 角形 分 成 面积 相等 的 六 个 部 分 . (可 示 : 用 仿 射 变换 

把 三 角形 简化 为 等 边 三 角形 的 情形 .) 

. 证 明 : 任意 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 把 平行 四 边 形 分 为 面积 相等 的 四 个 部 分 . 

(a) 设 已 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 , 证 明 : 过 P 的 任意 直线 把 平行 四 边 形 分 成 面积 
相等 的 两 个 部 分 - 

(b) 把 这 个 结果 推广 到 三 维 情形 . 

描述 三 个 平面 , 它们 把 四 面体 分 为 体积 相等 的 六 个 部 分 


Bd 


a 


Ea 
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6, 用 平面 三 角 直接 证 明 : 由 向 量 = (z1,z2) 和 = (如 , 妨 ) 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 4 
满足 等 式 


pe TI ZX2 
Yi 央 
7. (a) 证 明 : 如 果 En 中 的 m 个 向 量 ca, ,am 线性 相关 , 那么 由 这 m 个 向 量 张 成 的 平 
行 六 面体 的 m 维 体积 等 于 零 


(b) 叙述 并 证 明 这 个 结果 的 逆 命 题 . 

8. 证 明 : 在 正 交 和 矩阵 群 中 , 所 有 满足 |4| = 1 的 矩阵 ( 称 为 “ 真 ” 正 交 和 矩阵 ) 构成 指数 为 2 

的 正规 子 群 . 

(a) 证 明 , 对 应 4 一 |4| 把 全 线性 群 同 态 地 映射 到 由 非 零 标量 组 成 的 乘法 群 . 

(b) 证 明 : 么 模 群 是 全 线性 群 的 正规 子 群 . 

(e) 广义 么 模 群 ( 即 所 有 满足 |P| = 士 1 的 矩阵 已) 是 全 线性 群 的 正规 子 群 吗 ? 

(a) 证 明 : 如 果 4 是 以 ai,……,am 为 行 的 任意 矩阵 , 那么 AA 是 由 内 积 构成 的 矩阵 
(Qi, oy). 


(b) 用 (a) 证 明 : 如 果 a1,…, om 是 一 组 正 交 向 量 , 那么 
1447| = (laal am 六 


11，(a) 如 果 4 是 m xm 实 矩阵 , 利用 定理 7 的 证 明 来 证 明 |447| > 0. 证 明 : 当 m = 2 
时 , 这 个 结果 就 是 7.10 节 定 理 18 中 的 施 瓦 兹 不 等 式 , 
(b) 证 明 : 以 (0, 0, 0), (z1,y1,z1) 和 (z2,y2,z2) 为 顶点 的 三 角形 面积 是 3144"™|# 其 


中 A4= 3 2 
T2 Y2 2 
“(c) 以 沿 = 轴 、y 轴 和 * 轴 的 三 个 单位 线段 为 棱 的 四 面体 的 体积 为 


只 


上 
La 


证 明 : 以 ai, az,aa,asa 为 顶点 的 四 面体 的 体积 是 BBB"l3, 其 中 B 马 是 3xn 
和 矩阵, 它 的 三 行 分 别 为 aa 一 ,a3 一 104 一 a 
“(d) 推广 到 高 维 的 “四 面体 ”. 
*12. 设 -K < oy < K(i,j=1,…,n). 
(a) 证 明 : 如 果 ai = (ail,… ,ain), 那么 |ai| < KV 
(b) 证 明 : |4| < |aa| |az|…|an| < K"n3 (阿达 玛 (Hadamard) 行列 式 定理 ). 


10.4 ”特征 多 项 式 


我 们 已 经 看 到 (9.2 节 定 理 5) 和 是 n xn 甜 阵 4 的 特征 根 (特征 值 ) 当 且 仅 当 
矩阵 4 - AT 是 奇异 的 . 根据 定理 3, 也 就 是 当 且 仅 当 |4 一 和 T| = 0, 这 就 证 明了 下 面 
的 引 理 . 

引 理 ”矩阵 外 的 特征 根 (特征 值 ) 是 满足 | 和 一 和 AT| = 0 的 标量 入 
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在 化 简 冠 阵 为 对 角 型 时 , 如 果 化 简 是 可 能 的 , 这 个 引 理 提供 了 一 个 直接 的 方法 . 
例 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 


那么 按 第 一 行 的 子 式 展开 |4 一 和 Tl， 

1- 入 3 0 
3 -2- 和 -1 
0 -1 1- 入 


进行 因 式 分 解 得 到 |4- AI|= -(A-1DOA+4(A=-3), 所 以 4 的 特征 根 是 1, 3, -4. 
(一 般 地 , 为 了 求 3 x 3 矩阵 的 特征 根 , 我 们 必须 解 一 个 三 次 方程 , 像 4.4 节 或 者 5.5 
节 中 那样 求解 . ) 对 每 个 特征 根 都 存在 变换 TA 的 一 个 特征 向 基 . 

因为 


|4- AI| = 二 一 对于 HA 二 


(zz)T4 = (T+ 3y,37 — 2y — 2z,—Yy+ 2), 
向 量 & = (>, y, z) 是 属于 特征 根 入 = 1 的 特征 向 基 当 且 仅 当 z+3y = z, 37 一 2y 一 z = 
y, 一 Vy 十 2 = % 即 当 且 仅 当 y = 0 和 > = 3z, 于 是 得 到 = (z,0,3z)， 类 似 地 ， 
= (2,y,z) 是 属于 特征 根 和 = 3 的 特征 向 基 当 且 仅 当 z+3y = 37, 37 一 2y 一 z = 3y， 
-+z= 3z, 于 是 & 只 能 是 向 其 (3, 2, -1) 的 标量 倍 . 同样 , 腐 于 特征 根 入 = -4 的 
特征 向 基 是 向 量 (-3, 5, 1) 的 标量 倍 . 这 三 个 特征 向 基 


(1,0,3), (3,2, —D), (-3,5, 1) 


相互 正 交 , 因此 它们 线性 无 关 . 以 这 三 个 向 量 为 行 的 矩阵 PP 是 非 奇异 的 . 对 于 由 这 
三 个 向 基 构 成 的 一 组 新 基 , 变换 TA 是 非 奇 异 的 , 它 对 应 的 矩阵 是 PAP-!( 参 看 9.2 
节 定 理 3 和 定理 4. 我 们 还 可 以 把 这 组 基 标 准 化 , 得 到 特征 向 量 的 标准 正 交 基 


1 J C 
al 一 7) az2 一 182 —D), Qs3= 5 1), 


以 这 三 个 向 量 为 行 的 矩阵 @ 是 正 交 的 , 并 且 QAQ-! = Q4QT 是 对 角 和 矩阵 , 其 对 
角 线 元 素 为 1, 3, 一 4. 
上 述 3 x 3 对 称 矩 阵 4 是 二 次 型 z2?++6zy 一 2y? 一 2yz+z? 的 矩阵 . 前 面 的 分 析 
表明 , 这 个 二 次 型 对 于 标准 正 交 基 (“主轴 ")ai, az, aa, 表 为 对 角 型 z2 十 3y? 一 4z2. 
一 般 地 , 设 4 是 任意 n x n 矩阵 . 因为 行列 式 是 一 个 多 项 式 , 对 每 一 行 的 元 素 
来 说 是 线性 的 , 所 以 行列 式 |4 -~ AI| 是 未 定 元 和 的 nn 次 多 项 式 : 


|4—AT=(-D"N + briA" 1 十 十 DA 二 bo. (14) 
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我 们 将 定义 和 4 的 特征 多 项 式 是 ca( 和 ) = |4- AT|, 信 的 特征 方程 是 方程 14 一 AT| = 0. 
现在 将 上 面 的 引 理 重 述 如 下 : 
定理 10 ”矩阵 和 的 特征 根 (特征 值 ) 是 和 的 特征 方程 的 祖 . 
因为 任意 复 多 项 式 至 少 有 一 个 根 , 所 以 我 们 得 出 下 面 推论 : 
推论 ”在 复数 域 上 , 一 个 线性 变换 至 少 有 一 个 ( 非 零 ) 特征 向 量 . 
定理 11 ”相似 开 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
证 明 ” 设 两 个 相似 的 矩阵 是 4 和 B=P-'AP. 因为 |P-'|=|Pl!, 并 且 |P| 是 
标量 , 所 以 可 以 变换 , 于 是 由 行列 式 乘法 法 则 得 出 


IP-!AP -AI|=|P AP— AP-IIP|=|P-1(A - ADP| 
=|P-71:|A4 -XA:IP|l=|A- Xl. 


因此 我 们 得 到 一 个 推论 : |4 - 和 了 | 的 逐个 系数 


bn-2 = (-1)" >》 (aii; — Qijas), 
i<J 
bn-1 = (—1)"(an + + ann) 


是 矩阵 4 在 相似 群 A 一 PAP 之 下 的 不 变量 . 关于 bi 的 某 些 适当 的 多 项 式 给 
出 另外 一 些 有 用 的 不 变 基 . 在 这 些 不 变量 中 , 有 一 个 是 

; QijQjii = D3 + 2 》 aiass = + (~1)"-!2b, 2. 
1 i=1 


j= i<j 


对 于 对 称 矩 阵 的 情形 , 这 个 不 变量 就 是 Za3. 

因为 |47 一 和 7"|=|(4 一 AT)T|=|(4 一 XD)|( 恨 据 定理 1), 我 们 还 有 
推论 ” 乱 阵 A 和 它 的 转 置 乱 阵 AT 具有 相同 的 特征 多 项 式 , 因此 具有 相同 的 特征 
根 . 
定理 12 ”对 角 线 元 素 为 d1,d2,…,dn 的 三 角形 矩阵 了 的 特征 多 项 式 是 


多 -Al= (di —N(dz —N)- (dn —N). 


因为 工 - AT 本 身 也 是 三 角形 矩阵 , 所 以 根据 10.1 节 的 引 理 2 便 得 到 定理 的 证 
明 . 由 此 得 到 推论 : 对 角 线 元 素 (可 以 重复 出 现 ) 集合 是 由 特征 多 项 式 的 全 体 根 (有 
的 是 重 根 ) 组 成 . 因此 对 于 两 个 相似 的 对 角 和 矩阵 , 对 角 线 元 素 集合 和 每 个 对 角 线 元 素 
出 现 的 次 数 都 是 一 样 的 . 这 可 以 叙述 如 下 : 
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推论 ”两 个 对 角 矩 阵 是 相似 的 当 且 仅 当 只 是 它们 的 对 角 线 元 素 的 次 序 不 同 . 

相似 性 的 这 个 性 质 给 实 二 次 型 的 正 交 变 换 (9.10 节 ) 以 新 的 解释 . 如 果 具 有 和 矩阵 
44 的 二 次 型 和 AXT 通过 正 交 变换 2Z = XP 化 成 对 角 型 和 如 十 … 十 An 又 ,那么 这 
个 新 二 次 型 的 对 角 矩 阵 是 D = PAPT. 因为 P 是 正 交 秆 阵 , 所 以 PT = P-!, D = 
P4P-:, 因此 新 矩阵 DD 与 原 矩阵 4 是 相似 的 , 所 以 DD 的 特征 值 和 1,… ,A 与 已 
知 矩 阵 4 的 特征 值 相同 . 这 就 给 出 下 面 9.10 节 定理 21 的 更 强 的 形式 : 
定理 13 ”任意 实 二 次 型 发 人 XT 可 以 用 正 交 变换 化 成 对 角 型 和 1 弛 十 … 十 Anz2, 其 
中 系数 Xi 是 和 的 特征 方程 | 一 和 JT| = (和 1 一 和 )… (Mn 一 和 ) =0 的 根 . 

特征 方程 以 及 它 的 根 是 由 矩阵 4 唯一 确定 的 . 这 就 证 明了 对 角 型 本 质 上 的 唯 
一 性 , 并 且 给 出 直接 计算 系数 的 方法 .知道 了 系数 以 后 , 我 们 还 可 以 按照 上 面 指出 
的 方法 计算 出 与 此 相 联系 的 特征 向 量 作为 主轴 . 

因为 我 们 知道 , 任意 实 对 称 和 矩阵 正 交 等 价 于 实 对 角 和 矩阵 , 所 以 我 们 得 到 
推论 ” 实 对 称 和 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 
附注 如 果 4 是 对 称 矩 阵 , 那么 属于 不 同 特征 值 和 关 Xz 的 特征 向 基 X; 和 站 必 
然 是 正 交 的 , 因为 双 线性 表达 式 下 ;143 可 以 按 两 种 方法 来 计算 : 


(XIA)XI =AN(XIXI), Xi(AXI)= XIX2A)T = NXIXI). 


因为 Xi 关 和 2, 所 以 入 1X2 一 定 是 零 , 因此 四 1 与 羡 2 正 交 . 

因此 , 如 果 n xn 0 和 有 nn 个 不 同 的 特征 值 站 An, 那么 任 党 n 个 
相应 的 特征 向 量 其 1, … 是 正 交 的 , 并 且 以 单位 向 量 二 站 和 … 现 为 行 的 正 
交 和 矩阵 PP 使 得 Phmr- = P4P-: 成 为 对 角 和 矩阵 . 


习 题 


. 设 DD 是 对 角 和 矩阵 , 其 对 角 线 元 素 为 3, 1, -1 而 忆 是 以 (1, 2, -3) (0, -1 4), (0, 0, 1) 
为 行 的 三 角形 矩阵 . 计算 P-!1DP 的 特征 方程 , 并 与 D 的 特征 方程 进行 比较 . 
.计算 下 列 各 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


-1 2 2 和 4 9 0 
(a) 2 2 2 |，{b) 1 4 1|, (0)|o0o -2 81. 
-3 -6 -6 -2 -4 -1 和 


求 二 次 型 zy +yz+zz+z+%+z=1L 的 主轴 长 度 . 

写 出 在 正 交 变换 之 下 等 价 于 下 面 给 出 的 表达 式 的 对 角 二 次 型 : 

(a) -27? 一 11y? 一 5z2 十 4zy 十 16yz 十 20zz. (提示 : 证 明 所 有 整数 特征 值 是 9 的 倍数 .) 
(b) 3z? —y? — 322 — £2 — drz— 10yt. 

. 写 出 把 习题 4 的 每 个 二 次 型 化 为 等 价 的 对 角 型 的 正 交 变换 . 

. 求 出 2 x 2 甜 阵 的 特征 值 相 等 的 充分 必要 条 件 - 


9 


A 


他 吕 
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流 


求 出 其 特征 信 为 1 和 -1 的 全 部 3 x 2 矩阵 
. 证 明 , 如 果 4 和 刀 者 是 方 阵 , 那么 矩阵 C 2) 的 特征 多 项 式 是 A 和 马 的 特征 多 


项 式 的 乘积 . 
9. 证 明 : (14) 式 中 的 bn-1 = 士 (at 十 … 十 ann), (不 变量 all 十 … + ann 称 为 A 的 迹 .) 
10. 证 明 ， (14) 式 中 的 bn-2 = (一 1)” Se ~ Qijaji). 


1 证明; 对 于 对 称 矩阵 有 po% 一 如 -十 (-D)n-12bn 2 
12， 从 定义 直接 证 明 ， 实 对 称 矩 阵 A4 的 所 有 特征 信者 是 实 的 (提示 ， 对 于 特征 向 量 X, 证 
明 , 着 A(X*)T = 和 (天 ")T) = 入 X(XT)", 这 里 XX* 表示 X 的 复 共 罗 . 
13，(a) 证 明 , 埃 尔 米 特 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 
(b) 证 明 全 体 特征 向 量 张 成 所 有 向 量 组 成 的 空间 . 
“14. 证明, 每 个 本 矩阵 U 有 一 个 请 足 EC = dé 的 特征 向 量 &, 其 中 |d| = 
15，(a) 证 明 : 如 果 撼 阵 4 对 于 特 征 值 Ay 有 r 个 线性 无 关 的 特征 向 最， 那么 特征 多 项 式 
eaCN) 是 (和 一 入 )" 的 一 个 售 式 . 
人) 对 任意 ", 构造 一 个 >xr 箱 阵 4, 使 得 cA() = (一 1)", 而 对 于 竺 征 值 ,没有 
两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
16, 通过 对 线性 变换 一 XA 所 进行 的 如 下 分 析 , 证 明 实 对 称 矩阵 A 的 主轴 定理 
(a) 矩阵 4 有 一 个 长 度 为 1 的 特征 向 量 ot. 
(b) 如 果 把 aa 园 作 新 的 标准 正 交 基 的 第 一 个 向 量 , 那么 已 知 变换 的 新 矩阵 的 第 一 行 和 
第 一 列 除 了 第 一 个 元 素 外 其 他 元 素 都 是 零 
(0 用 归纳 法 继续 完成 上 面 的 论证 . 
“17. 证 明 ; 梯 球 Pauzizi < 1 的 体积 等 于 等 |4|-3， 其 中 4 = (au)，( 间 示 ， 变换 到 主轴 
上 , 并 用 定理 9 


po 
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矩阵 在 相似 变换 下 标准 型 的 构造 依赖 于 对 和 矩阵 或 相应 的 变换 所 满足 的 多 项 式 
方程 的 研究 . 尤其 是 , 设 V 是 域 上 的 nn 维 向 量 空间 , 了 :V 一 V 是 V 的 线性 变 
换 , T 的 各 次 吞 T” 也 是 V 的 线性 变换 因为 线性 变换 还 可 以 相 加 或 乘 上 一 个 标 
基 , 所 以 对 每 个 形 为 flz) = ao + ai7 十 … 十 akzk( 其 中 系数 ai e 下 ) 的 多 项 式 , 我 们 
可 以 考虑 相应 的 关于 了 的 多 项 式 


f(T) =a0T + oT + + opTt. (15) 


它 表 示 一 个 线性 变换 f(T) : Y 一 V, 特别 是 常数 多 项 式 f(z) = 1 产生 全 等 变换 
T:T 一 了 因为 了 的 宪 是 可 交换 的 (T™T9 = 7T4T™m = Tm+9), 所 以 多 项 式 f(T) 可 
以 像 多 项 式 f(z) 那样 相 加 和 相 乘 . 
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类 似 地 , 元 素 在 中 的 每 个 nx n 逢 阵 4 产生 出 4 的 多 项 式 
J(4) = aoT+a4A+…+ak4k， 


它们 还 是 元 素 在 F 中 的 nxn 矩阵 . 因为 恰好 存在 n? 个 线性 无 关 的 上 的 nxn 
矩阵 , 所 以 wz + 1 个 矩阵 7, A，,…, A” 一 定 线性 相关 , 并 且 这 种 相关 关系 提供 了 一 
个 次 数 至 多 为 n? 的 非 零 多 项 式 f(z), 满足 1(4) = O. 由 于 nxn 和 矩阵 入 的 线 
性 变换 之 间 存 在 同 构 4 一 * Ta, 所 以 对 n 维 向 量 空间 V 的 每 个 线性 变换 了 也 存 
在 一 个 非 零 多 项 式 f(z) 使 得 f(T) = O. 
定理 14 ”对 域 上 有 限 维 向 量 空间 V 的 每 个 线性 变换 T, 使 得 f(T) =O 的 下 
上 的 多 项 式 f(z) 是 唯一 的 首 一 多 项 式 m(z) 的 倍 式 . 
证 明 考虑 上 满足 1(T) = O 的 所 有 多 项 式 f(z) 组 成 的 集合 M. 我 们 刚刚 看 到 
M 包含 非 零 多 项 式 , 而 且 M 关于 加 法 、 减 法 和 用 任意 多 项 式 g(z) 相 乘 的 三 种 运算 
是 封闭 的 , 因此 M 是 环 Flz] 中 的 一 个 理想 . 因此 根据 3.8 节 定理 11, M 是 由 满足 
m(T) = 0 的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 m(z) 的 全 体 倍 式 组 成 . 

我 们 称 m(z) 是 了 的 极 小 多 项 式 . 它 是 具有 下 述 性 质 的 首 一 多 项 式 ， 


m(T)= 0O; ”由 f(T) = 0O 推出 m(z)|f(z)， (17) 


其 中 记号 m(z)|f(z) 表示 在 多 项 式 环 Flz] 中 m(z) 整除 f(z)( 像 第 3 章 那样 ) 对 
nxn 和 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 可 做 类 似 的 描述 , 它 等 同 于 F" 上 相应 变换 Ta 的 极 小 
多 项 式 . 因为 相似 的 矩阵 是 同一 个 线性 变换 的 不 同 表示 , 所 以 我 们 有 
推论 。 域 政 上 的 相似 算 阵 有 相同 的 宜 小 多 项 式 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 宗 零 变换 (或 协 零 短 阵 ), 即 对 某 个 m 满 足 Tm = O 的 
线性 变换 了 . 因为 了 满足 Tm = 0, 所 以 它 的 极 小 多 项 式 是 z*, 其 中 是 某 个 整数 . 
事实 上 是 满足 T* = O 的 最 小 正 整 数 . 

特殊 情形 是 假定 h = n. 因为 To: = T"-! 了 0, 所 以 存在 一 个 向 量 a 满足 
QT"-1 关 0. 我 们 断言 , ao aT, aT2,….,a7m-1 这 m 个 向 量 是 线性 无 关 的 . 如 果 不 
然 , 则 存在 线性 相关 关系 0 = aoa + alaT 十 … 十 an-1QT"-1, 其 系数 不 全 为 零 . 如 
果 a; 是 第 一 个 不 为 零 的 系数 , 那么 我 们 就 用 Ti-! 乘 这 个 方程 两 边 得 到 


0= 077"- 和 1 = gyaTIT™ i! = oyaT™-, 


而 这 里 选取 的 a 满足 qT"-! 关 0, 因此 a; = 0, 矛盾 . 当选 取 a,aT,…,aTh-!1 这 
些 线性 无 关 向 量 作为 基 时 , 了 把 每 个 基 向 量变 到 下 一 个 基 向 量 , 并 把 最 后 一 个 基 向 
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基 变 为 零 向 量 , 因此 T 用 n xn 矩阵 表示 就 是 


本 


这 个 矩阵 中 非 零 元 素 都 是 1, 它们 分 布 在 紧 挨 主 对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 . 这 个 
矩阵 显然 是 等 零 矩阵 , 它 称 为 多 项 式 zm 的 “友和 矩阵 ". 
更 一 般 地 , 对 每 个 nn 次 首 一 多 项 式 


g(z) = co 二 cl 十 :十 cn-lzn1 十 Zn 


我 们 可 以 构造 一 个 以 g(z) 为 极 小 多 项 式 的 mx 矩阵 . 这 个 矩阵 称 为 g(z) 的 友 算 
隐 , 例如 n= 4 时， 


C,= ; 18 
0 0 0 1 (18) 


一 co -C1 一 cz 一 c3 


对 于 任意 w Cs 的 紧 挨 主 对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 最 后 一 行 的 元 
素 是 一 co,…, 一 cn-1, 其 余 元 素 都 是 零 . 

定理 15 ”对 每 个 首 一 多 项 多 g(z), 友 算 阵 Ce 有 极 小 多 项 式 g(z) 和 特征 多 项 式 
(-1)"g(N\). 

证 明 设 T 是 F" 的 用 形 如 (18) 的 友和 矩阵 Ce 所 表示 的 线性 变换 . 因为 这 个 矩阵 
的 各 行 分 别 是 F" 的 单位 向 量 e1,… ,en 的 变换 式 的 坐标 , 所 以 我 们 有 


ET=€2,., En-1T=En, enT 一 一 co0cl 一 … 一 cn-len. 


换 名 话说, 向 量 e1,e17T,…,e1T"! 是 F" 的 一 组 基 , 所 以 任意 向 量 & 可 以 唯一 地 
写成 


和 专 = aoEl +alelT + +an_1e1T™! = ef (7), (19) 
其 中 f(z) = ao 二 a1z 十 … 十 an-17"! 是 次 数 至 多 为 n 一 1 的 多 项 式 . 进一步 有 
E1T" = 一 cocl 一 … 一 Cn-161T"-1, 所 以 slg(T) = 0. 因此 对 任意 向 量 &， 


é9(T) = 1f(T)g(T) = e1g(T)f(T) =0, 
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这 就 断言 ,了 满足 首 一 多 项 式 方程 9(T) = O. 对 于 任意 次 数 较 低 的 多 项 式 f(z) zz 0， 
由 (19) 式 可 知 e1f(T) =& 关 0, 因此 f(T) 关 O. 于 是 g(z) 确实 是 Cs 的 极 小 多 项 


式 . 


Cs 的 特征 多 项 式 是 通过 把 行列 式 |Ce。 - AT| 按 最 后 一 行 的 子 式 展开 求 得 的 . 


因为 -cx 的 子 式 是 三 角形 矩阵 , 它 的 对 角 线 元 素 有 上 个 是 -和 , 其 他 都 是 1, 所 以 
IC - AT| 确实 等 于 (-1)"g(A), 这 里 出 现 符号 (1)" 是 因为 任意 n xn 矩阵 的 特征 
多 项 式 的 首 项 都 是 (一 1)"A"™. 


Ea 


ba 


习 


(a) 证 明 ; 任意 满足 X? = O 的 2x 2 矩阵 X 相似 于 矩阵 ( 中 吉大 是 (9 由 


(b) 对 3 x 3 矩阵 证 明 相 应 的 结果 - 

证 明 : 每 个 实 2 x 2 矩阵 , 如 果 它 的 行列 式 是 负 的 , 那么 它 同 对 角 和 矩阵 相似 . 给 出 几何 

解释 . 

(a) 对 任意 n x n 非 奇异 矩阵 PP, 证 明 : 对 应 4 一 P4 忆 -1 是 所 有 m xm 矩阵 4 的 
代数 的 自 同 构 . 

(b) 根据 (a) 直接 证 明 : 相似 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 . 


4 证明: 任意 对 角 和 矩阵 的 特征 多 项 式 是 它 的 极 小 多 项 式 的 倍 式 . 什么 时 候 两 者 相同 ? 


3 


Ee 


es 


* 


” 


(a) 证 明 : 每 个 行列 式 为 负 的 2 x 2 实 正 交 矩阵 表示 一 个 刚体 反射 . (提示 : 见习 题 2 或 


9.4 节 ) 
(b) 证 明 : 每 个 行列 式 为 正 的 2 x 2 正 交 矩阵 表示 一 个 刚体 旋转 


(a) 证 明 : 任意 3 x 3 实 和 矩阵 4 有 一 个 实 特征 向 量 . 


(b) 证 明 : 任意 3 x 3 正 交 矩阵 , 在 基 的 正 交 变 换 下 , 它 相似 于 形 为 人 2 
这 里 是 2 x 2 正 交 和 矩阵 . 

(©) 用 习题 5 证 明 : 如 果 4 是 3 x 3 正 交 矩阵 , 并 且 |4| > 0, 那么 4 有 一 个 特征 值 是 
1, 而 且 4 表示 刚体 旋转 ，( 这 就 是 欧 拉 定理 ,) 

证 明 , 如 果 和 是 4 的 特征 值 , q(z) 是 任意 多 项 式 , 那么 9(A) 是 a(4) 的 特征 值 . 

(a) 证 明 : 甜 阵 


) 的 矩阵 ， 


~ooo 
ooor 
oor-o 
o-oo 


的 特征 值 为 十, 十 i, 即 复 四 次 单位 根 . 
(b) C 的 复 特征 向 量 是 什么 ? 
(O) C 与 什么 样 的 复 对 角 和 矩阵 相似 ? 


. 一 个 nxn 甜 阵 , 如 果 它 满足 对 一 切 ,jai = ait1j+t1( 其 中 下 标 i, i 都 取 模 n 整数 ) 
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则 称 这 个 矩阵 为 轮换 从 阵 . 证 明 : 任意 轮换 矩阵 的 特征 值 入 ,…, 和" 是 


Mp = atl 十 alzwP 十 … 十 ainwtn 一 DP， 


式 中 心 是 m 次 本 原单 位 根 . (提示 : 利用 习题 7 和 习题 8.) 


10.6 ”山菜 一 哈密 顿 定理 


我 们 现在 将 要 证 明 , 每 个 方 阵 4 都 满足 它 的 特征 方程 , 也 就 是 说 , 4 的 极 小 多 
项 式 整除 4 的 特征 多 项 式 . 
用 矩阵 多 项 式 或 者 和 经 阵 的 概念 很 容易 证 明 上 述 性 质 . 和 矩阵 4-XT 是 指 以 入 
多 项 式 为 元 素 的 宠 阵 . 把 和 的 同 次 等 的 项 合并 , 我 们 可 以 把 任意 非 零 和 矩阵 B( 和 ) 
写成 下 面 形式 
B(N) = Bo + 和 Bi+:…+ 和 NB,, 


其 中 Bi 是 常数 矩阵 , B. 头 O，( 等 式 意味 着 两 边 的 矩阵 各 个 元 素 中 和 的 每 个 相应 
系数 都 相等 .) 

引 理 ”如 果 CC = B(A)(4 一 AT) 是 常数 矩阵 ,那么 C = 0O. 

证 明 展开 B( 和 A)(4 一 AT), 我们 得 到 


-NHB + NM(BkA- Be-1)+ BoA, 
k=1 
如 果 它 是 常数 矩阵 ,意味 着 B. = O, BA 一 Bk_1 = O,k= 1,…,7, 故 得 B(N) = O. 
现在 结论 显然 成 立 . 
定理 16 ( 凯 菜 -哈密 顿 ) 每 个 方 阵 满足 它 的 特征 方程. 
这 意味 着 , (14) 的 特征 多 项 式 (A) = |4 - AI| 中 , 如 果 和 的 每 个 筹 和 用 矩阵 
A 的 同 次 短 4 代替 , (并 且 X 用 4? = 工 代替 ), 其 结果 是 零 ， 


bo 二 DA+… 二 bi4n-1+(-1)"4n = O. (20) 


证 明 ”在 矩阵 4 一 和 I 中 , 每 个 元 素 都 是 和 的 线性 多 项 式 , 所 以 它 的 非 零 子 式 也 是 
入 的 nn 一 1 次 或 小 于 n 一 1 次 的 多 项 式 . A 一 和 的 伴随 矩阵 C 的 每 个 元 素 是 这 样 的 
子 式 , 所 以 这 个 伴随 甜 阵 可 以 写成 n 个 矩阵 的 和 , 这 n 个 和 矩阵 分 别 包 含 和 的 固定 的 
条 和 ,入 ,… ,和 "m1. 换 句 话说 , 伴随 矩阵 C = C(A) 是 入 和 矩阵 C = C(X) = BAXiC;. 
根据 (10) 式 , 4 - XI 与 它 的 伴随 矩阵 的 乘积 是 


CO -AD=4-ATT=AOAD (21) 
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这 里 f(A) 是 特征 多 项 式 . 
现在 注意 , 由 熟悉 的 因 式 分 解 公式 


4-AXT=( 41+A4 + 二 XDA 一 AD)， 


再 利用 特征 多 项 式 (14) 的 系数 bi, 我 们 得 到 
fA) OI- Yo- or- 和 nx 
i=0 


i=0 i=l1 


BD 
= (A +AAT? + + ND)(A AD), 
i=1 


其 中 f(A4) 是 特征 多 项 式 f(A) 中 的 和 换 成 4 而 得 到 的 . 上 式 即 
f(A4)— FO) = -GN(A -MT), 
其 中 G(A) 是 一 个 新 的 和 矩阵. 如果 我 们 把 (22) 与 (21) 相 加 , 便 得 
[CAW-GOAI4-AD = f(4), 
其 中 f(A) 是 常数 矩阵. 根据 引 理 , 这 就 推出 f(A4) = O. 
习 
1. 通过 直接 代入 证 明 : 每 个 2 x 2 矩阵 满足 它 的 特征 方程 . 


2. 证 明 : 如 果 4 是 非 奇异 矩阵 , 并 有 特征 多 项 式 (14), 那么 4 的 伴随 矩阵 由 


一 [b+b4+…+bn-i4" ?+(-1)"A"™!] 


给 出 . 

3. 根据 习题 2 的 表示 法 证 明 ， 4-: 的 特征 多 项 式 为 
i 
(-1) 和 +A 十 … 十 Er 

4，(a) 通过 直接 计算 证 明 , 关于 严格 三 角形 矩阵 的 凯 莱 -哈密 顿 定理 . 

*(b) 对 三 角形 矩阵 回答 同样 问题 . 
5，(a) 用 直接 计算 证 明 : (18) 式 的 4x4 友和 矩阵 Co 满足 它 的 特征 方程 . 
(b) 对 n 次 多 项 式 的 友和 矩阵 做 同样 证 明 . 
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(22) 


如 果 一 个 线性 变换 了 满足 一 个 可 以 因 式 分 解 的 多 项 式 方程 , 那么 表示 T 的 抢 
阵 常常 能 够 相应 地 简化 . 例如 , 我 们 假定 7 满足 T? = (周期 是 2), 在 基 域 中 
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1+1 关 0, 所 以 (TT 一 了 (T+ 了 = 0 的 两 个 因子 是 互 素 的 .了 的 特征 向 量 包含 了 T+ 了 的 
值 域 中 的 全 部 非 零 向 量 5 = &(T + 站, 这 因为 


(ET+DT= ET +7)= T+). 


这 些 向 量 是 属于 特征 值 1 的 . 同样 地 , 了 一 了 的 值 域 中 的 所 有 非 零 向 量 是 属于 特 
征 值 -1 的 特征 向 量 , 这 因为 


(eT -Dr=é(7° -7)=é0 -7)=-é(7 -7). 
而 因为 1+1 0, 所 以 任意 向 量 可 以 写成 两 个 向 最 的 和 
= 了 EC+D-eC- 咱 


因此 属于 特征 值 二 1 的 特征 向 量 张 成 这 个 空间 , 于 是 根据 9.2 节 定理 4, T 可 以 用 对 
角 线 元 素 是 士 1 的 对 角 和 矩阵 表示 . 

特别 地 , 如 果 对 角 线 元 素 都 是 1, 则 T 是 恒 等 变 换 , 并 且 T 的 极 小 多 项 式 是 
Zz 一 1; 如 果 对 角 线 元 素 都 是 -1, 则 了 的 极 小 多 项 式 是 z + 1; 如 果 对 角 线 元 素 既 有 
1 又 有 一 1, 则 了 T 的 极 小 多 项 式 是 z? 一 1. 这 个 分 析 是 下 面 定 理 的 特殊 情形 . 
定理 17 ”如 果 线 性 变换 T:V 一 VV 的 极 小 多 项 式 m(z) 在 V 的 基 域 下 上 可 以 分 
解 因 式 为 m(z) = f(z)g(z), 其 中 f(z) 和 g(z) 是 首 一 多 项 式 ， 并 且 互 素 , 那么 V 中 
任意 向 量 可 以 唯一 地 表示 成 和 


<=7I+c， 7f(T)=0,  ¢g(7T)=0. (23) 


证 明 因为 f 和 9g 是 互 素 的 , 所 以 由 欧 几 里 得 算法 给 出 系数 在 F 中 的 两 个 多 项 式 
h(z) 和 k(x), 使 得 
1=h(z)f(z) + k(z)g(z). (24) 


将 了 代入 z, 得 到 了 工 = h(T)f(T) +k(T)g(T). 于 是 , 对 任意 向 量 6, 有 
é€=é€I=7+6, 7=ék(T)g(T), ¢=éh(T)f(T). 


因为 9f(7T) = &k(T)g(T)f(T) = &k(T)m(T) = 0, 类 似 地 , Cg(T) = 0, 所 以 这 就 是 所 
要 求 的 分 解 . 

分 解 式 (23) 是 唯一 的 , 因为 如 果 &€ = mi + 《1 = 72 + 《2 是 两 个 分 解 式 , 那么 
a= 轴 1 一 m2 = 《2 一 1 是 满足 af(T)=0 和 og(T)=0 的 向 量 . 因此 由 (24) 有 


Ql = oh(T)f(T) + ak(T)g(T) = 0. 
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于 是 =, 61= 

定理 17 人 子 空 间 51 是 由 所 有 满足 mf(T) = 0 的 向 量 
7 组 成 , 52 是 由 所 有 满足 69(T) = 0 的 向 量 5 组成. 这 就 是 说 , 51 是 f(T) 的 零 空 
间 , 52 是 g(T) 的 零 空间 , 此 外 , 按照 7.8 节 中 的 定义 , V 是 子 空间 S51 与 52 的 直 和 . 
这 两 个 子 空间 , 每 一 个 都 被 工 映射 到 自身 , 这 样 , 按 下 述 一 般 定 义 , 它 是 一 个 “不 变 ” 
子 空间 . 

向 量 空 间 V 的 子 空间 5 在 线性 变换 了 : Y 一 Y 之 下 , 如 果 由 & e 5 推出 
TE 5, 则 称 5S 为 了 之 下 的 不 变 子 空间 . 这 时 , 对 应 上 一 ET 称 为 了 在 9 上 的 导 
出 变换 . 

显然 , 如 果 5 在 了 之 下 是 不 变 子 空间 , 而 h(z) 是 任意 多 项 式 , 那么 3 在 h(T) 
之 下 也 是 不 变 子 空间 . 

在 定理 17 中 , 对 每 个 ne S1, 有 nf(T) = 0; 因此 , 如 果 们 是 并 在 S51 上 的 导 
出 线性 变换 , 那么 五 的 极 小 多 项 式 是 f(z) 的 因子 户 (z). 类 似 地 , 5 上 的 导出 变换 
ZT 的 极 小 多 项 式 是 g(z) 的 因子 gz(z). 所 以 对 任意 表示 成 (23) 的 向 量 &, 有 


é€fi(T)ga(T) = tnfi(T)]g2(T) + [692(T)A(T)=0+0=0. (25) 


因此 乘积 及 (z)g2(z) 可 被 极 小 多 项 式 m(z) = f(z)g(z) 整除 . 因为 和 9 是 互 素 的 ， 
这 就 证 明了 , f(z) 可 整除 及 (z), g(z) 可 整除 gz(z). 但 是 户 (z) 也 可 整除 f(z), 所 以 
万 = 户 同样 有 9 = 9. 于 是 我 们 就 得 到 下 面 的 结果 . 

定理 17 如 果 51 和 52 分 别 是 定理 17 中 f(T) 和 g(T) 的 零 空 间 , 那么 也 是 51 
与 52 的 直 和 , 并且 人 在 51 与 3S2 上 的 导出 变换 和 TD 分 别 有 极 小 多 项 式 f(x) 
和 g(z). 

可 以 通过 很 多 方式 产生 不 变 子 空间 比如, 设 f(z) 是 任意 多 项 式 , 那么 变换 
f(T) :V 一 V 的 值 域 一 即 所 有 向 其 &f(T)( 其 中 & & V) 组 成 的 集合 一 是 在 人 
之 下 的 不 变 子 空间 , 这 是 因为 &f(T)T = (€T)f(T) 也 是 在 这 个 值 域 中 . 一 类 特殊 的 
不 变 子 空间 是 由 一 个 向 量 生成 的 循环 子 空间 . 我 们 现在 给 出 定义 . 

已 知 变换 T:V 一 V 和 VV 中 一 个 向 量 oa, 显然 , Y 的 任意 子 空间 , 如 果 它 包含 
,并 且 在 了 之 下 是 不 变 子 空间 , 那么 它 一 定 包含 a 的 由 了 的 多 项 式 f(T) 作用 而 
得 的 所 有 变换 式 af(T). 但 是 , 所 有 这 种 变换 式 的 集合 Za 是 一 个 包含 a 的 不 变 子 
空间 , 我 们 称 它 是 由 a 生成 的 T- 循环 子 空间 . 

现在 考虑 a 在 了 的 逐次 乱 之 下 的 一 列 变换 式 a = al, aT, aT?,…. 显然 , 存 
在 第 一 个 与 它 前 面 的 变换 式 线 性 相关 的 变换 式 aT4. 那么 有 


aa+cu_iaTe-1+ .+coaT= ama(T) =0， (26) 


这 里 waT,……,a7“ :1 是 线性 无 关 的 . 于 是 ma(z) = 友 + cue-lzd -1 十 … 十 co 是 变 
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换 Ta 的 极 小 多 项 式 , 其 中 To 是 了- 循环 子 空间 Za 上 的 导出 变换 ; 多 项 式 ma(z) 
称 为 a 的 了- 阶 . 注意 , 了 把 Zo 的 基 向 量 a, aT,…,aTo! 中 的 每 一 个 向 量 都 映 
射 到 它 的 下 一 个 向 量 , 而 aTo! 除外 , 它 被 映射 到 


ae = -oa — caT 一 … 一 cg_ia7e-1. (27) 


对 于 Za 的 这 组 基 a, acT,…,a74-1, 表示 Ta 的 矩阵 的 行 是 基 向 量 的 变换 式 的 坐 
标 (0, 1, 0,…, 0), (0, 0 1，…, 0),…, (0,…, 0, 1),( 一 co,…, 一 ca-1). 这 个 矩阵 恰恰 
是 多 项 式 maf(z) 的 友和 矩阵 , 所 以 我 们 就 证 明了 
定理 18 了 在 T- 视 环 子 空间 Ta 上 和 导出 的 具有 了- 阶 ma(z) 的 导出 变换 可 以 用 
mae(z) 的 友和 矩阵 来 表示 . 

反 过 来 , n 次 首 一 多 项 式 f 的 友和 矩阵 Cy 表示 变换 了 = Tc, : F" 一 Fr", 它 把 
F" 的 每 个 单位 向 量 ei 变换 到 下 一 个 单位 向 量 si+l, 把 最 后 一 个 单位 向 量 en 变换 
到 e1T". 因此 , 像 在 (19) 式 那 样 , 整个 空间 fF" 是 由 si 生成 的 T- 循环 子 空间 , 并 
具有 了 - 阶 f(z). 
定理 19 ”如 果 变 换 卫 :V 一 VV 的 极 小 多 项 式 是 mn(z), 那么 V 中 每 个 向 量 a 的 
T- 阶 是 m(7) 的 一 个 因子 . 
证 明 因为 m(T) = O,am(T) = 0, 所 以 ,由 (26) 式 , m(z) 是 a 的 T- 阶 ma(z) 的 
倍 式 . 
推论 T 中 两 个 向 量 a 和 局 张 成 相同 的 T- 箱 环 子 空间 Za = ZB 当 且 仅 当 
B=ag(T), 其 中 多 项 式 g(z) 与 a 的 T- 阶 ma(7) 是 互 素 的 . 

证 明 留 作 习 题 (习题 8). 


习 题 


js 


(®) 证 明 , 满足 A? = -7 的 任意 2 x 2 实 抵 阵 4 与 矩阵 名 3 相似 


(b) 证 明 : 不 存在 3 x 3 实 和 矩阵 满足 4? = 一 工 

(c) 对 于 满足 A? = - 工 的 4x4 实 矩阵 4, 有 什么 结果 ? 

(a) 证 明 : 满足 T? = 了 的 任意 “ 备 等 ' 线性 变换 T 的 值 域 和 零 空间 是 补 子 空间 (参看 
7.8 节 的 (35) 式 .) 

(b) 证 明 : 任意 两 个 秩 相同 的 短 等 矩阵 相似 . (提示 : 用 (a) 的 结果 .) 

(a) 对 所 有 满足 4? = 了 的 3 x 3 复 矩 阵 进 行 分 类 . 

(b) 对 3 x 3 实 和 矩阵 解答 同样 的 问题 . 

每 一 个 平面 切 变换 满足 4? + 了 = A + A. 求 满足 这 个 方程 的 2 x 2 矩阵 的 标准 型 . ( 提 
示 : 考虑 形式 4 I.) 

“5. 当 标量 域 具备 什么 条 件 时 , 具有 极 小 多 项 式 x? +z 一 2 的 矩阵 与 2 x 2 对 角 甜 阵 相似 . 


» 


» 


Le 
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(a) 在 定理 17 中 , 证 明 : g(T) 的 值 域 同 f(T) 的 零 空 间 相等 . 
(b) 证 明 ; 如 果 f(T)g(T) = O, 其 中 f(z) 和 9(z) 是 互 素 的 多 项 式 , 那么 , 即使 f(z)g(z) 
不 是 了 的 极 小 多 项 式 , 定理 17 的 结论 也 成 立 . 
证 明 : 向 量 a 的 工 - 阶 是 满足 af(T) = 0 的 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 f(z). 
证 明定 理 19 的 推论 . 
证 明 : 已 知 变换 了 : Y 一 VV 中 的 向 量 a 与 B 具有 互 素 的 工 阶 f(z) 与 gz), 那么 
a+B 具 有 T- 阶 f(z)g(z). 
“10. 证 明 : 7- 循环 空间 的 每 个 不 变 子 空间 本 身 是 T- 循环 空间 . (提示 :! 考虑 循环 群 相应 的 
性 质 .) 
11 如 果 f(T) = O, 而 f(z) 和 g(x) 是 互 素 的 , 那么 了 和 9(T) 具有 相同 的 循环 子 空间 . 


多 


名 2 


10.8 “第 一 分 解 定理 


在 证 明定 理 17 和 定理 17' 时 用 过 的 构造 可 以 用 来 分 解 一 般 线性 变换 为 “ 准 素 ” 
分 支 , 这 些 分 支 的 极 小 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 的 吞 . 在 这 个 分 解 中 , 个子 空 间 的 直 
和 的 概念 起 着 重要 的 作用 . 
定义 ”我们 称 向 量 空间 VV 是 它 的 子 空间 S51,.…, Sk 的 直 和 (用 符号 表示 就 是 V 二 
51@… 田 Sh), 是 指 V 中 每 个 向 量 台 可 以 唯一 地 表示 为 


二 = 十 二 (Mi€ Si,i=1,..,k). (28) 


同 7.8 节 的 定理 16 完全 一 样 , 我 们 可 以 证 明 
定理 20 ”如果 VV 有 子 空间 S1,…,Sk, 其 中 每 个 8 的 维 数 是 ni, 并 有 基 Qeil,…， 
aini 那么 六 是 51,…,Sk 的 直 和 当 且 仅 当 


Cl Qn; cr21 Cr2nai 3 CR Cn (29) 


是 VV 的 一 组 基 . 
由 此 得 到 , Y 的 维 数 是 直 和 被 加 项 5; 的 维 数 之 和 ma 十 … 十 nx 
推论 ”如 果 VV 是 由 子 空间 51,…,Sk 张 成 , 并 且 


dlv] = dlS1] +*…*+ dlS:], 


那么 V 是 51,…,Sk 的 直 和 . 
如 果 空 间 Y 可 以 表示 成 变换 了 之 下 的 真 不 变 子 空间 的 直 和 , 那么 我 们 称 线性 
变换 了 工 :了 一 Y( 或 对 应 于 T 的 矩阵 ) 是 完全 可 约 的 . 
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定理 21 如 果 玉 是 不 变 子 空间 51,…,Sk 的 直 和 , 已 知 变换 在 每 个 子 空间 上 的 导 
出 变换 用 算 阵 Bi 表示 , 那么 荆 在 V 上 可 以 用 算 阵 


BO :1.0 
O B, ... 0 

BS (30) 
4 + TE 


表示 ， 
这 个 抢 阵 召 沿 对 角 线 排列 着 矩阵 块 B1,…, Bk, 其 他 位 置 的 元 素 都 是 零 , 称 电 
为 矩阵 BB1,…, Bk 的 直 和 . 可 以 看 出 , B 的 任意 多 项 式 1{B) 是 1(B1),…,f(Bk) 
的 直 和 |. 
证 明 ”对 每 个 不 变 子 空间 5;, 选取 一 组 基 oir,…, Qin,, 所 以 Bi 是 变换 T 在 S; 上 
对 于 这 组 基 的 矩阵 表示 , 那么 把 这 些 基 向 量 合 并 在 一 起 构成 整个 空间 的 一 组 共 (29), 
而 且 了 人 把 基 向 量 ir,…, Qin, 变 到 第 i 个子 空 间 的 向 量 , 因此 变换 了 对 于 基 (29) 
可 用 上 述 直 和 和 矩阵 (30) 来 表示 . 证 毕 
现在 考虑 在 基 域 上 把 了 的 极 小 多 项 式 m(z) 分 解 成 不 同 的 首 一 不 可 约 多 项 式 
Di(z) 的 笑 的 乘积 , 写成 形式 


m(z) =p1(7)" .pk(2)*, ei:>0. (31) 


因为 不 同 的 pi(z)“# 是 互 素 的 , 所 以 反复 运用 定理 17' 就 得 到 
定理 22 ”如 果 线 性 变换 TT:V 一 VV 的 极 小 多 项 式 在 基 域 已 上 可 以 分 解 成 首 一 不 
可 约 因子 pi(z) 的 乘积 ((31) 式 ), 那么 了 是 不 变 子 空间 5i,…, Sk 的 直 和 , 其 中 5 
是 mi(T)2 的 零 空间 . 全 在 Si 上 的 导出 变换 五 有 极 小 多 项 式 pi{z)e. 

这 就 是 我 们 的 第 一 分 解 定理 . 这 些 子 空间 Si 称 为 Y 的 在 T 之 下 的 “ 维 素 分 
支 ”. 它们 由 唯一 确定 , 因为 分 解 式 (31) 是 唯一 的 . 

一 个 重要 的 特殊 情形 是 
推论 ”元素 在 斑 中 的 给 阵 入 在 斑 上 相似 于 对 角 矩 当 且 仅 当 入 的 极 小 多 项 式 m(z) 
是 已 上 不 同 线性 因子 的 乘积 . 
证 明 设 了 =Ta:Fm 一 F" 是 对 应 于 4 的 变换 . 如 果 


m(z) = (5 一 入 )…(z 一 入 )， 入 1,…, 和 4 是 不 同 的 标量 ， {32) 


这 个 定理 表明 V 是 空间 51,…, 5% 的 直 和 , 其 中 5; 是 由 满足 mT = Ximi 的 所 有 向 
基 nm; 组 成 , 也 就 是 说 , 由 属于 特征 值 Xi 的 所 有 特征 向 量 组 成 , 5; 的 任意 基 必 由 这 
样 的 特征 向 量 组 成 , 所 以 变换 T 在 5; 上 的 矩阵 表示 是 XiT. 像 (29) 式 那 样 把 这 些 
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基 合 并 在 一 起 , 我 们 可 以 用 一 个 对 角 和 矩阵 来 表示 T, 这 个 对 角 矩 阵 的 对 角 线 上 的 元 
素 是 X1，，…，Ak- 

反 过 来 , 如 果 DD 是 任意 对 角 甜 阵 , 它 的 不 同 的 对 角 线 元 素 是 c1,…, ck, 那么 
用 乘积 f(D) = (D -ci 了 7)…(D - cr) 表示 的 变换 把 每 个 基 向 量 映 射 到 0, 因此 
f(D) = O. DD 的 极 小 多 项 式 或 者 与 D 相似 的 任意 其 他 矩阵 的 极 小 多 项 式 是 乘积 
(z 一 ci)…(z 一 ck) 的 因子 , 因此 是 不 同 线性 因子 的 乘积 . 


习 题 


- 


证 明定 理 20. 

在 定理 22 中, 设 qz) = , 证明: 那里 的 子 空间 S, 是 gi(T) 的 值 域 

“3. 不 用 定理 17", 直接 证 明定 理 22. 

证 明 , 如 果 nxn 矩阵 4 相似 于 对 角 矩 阵 万 , 那么 D 的 对 角 线 元 素 i 出 现 的 次 数 等 
于 属于 特征 值 Nt 的 特征 向 最 的 集合 的 维 数 . 

证 明 ， 两 个 矩阵 B1 与 B2 的 直 和 的 极 小 多 项 式 是 B1 与 Ba 的 极 小 多 项 式 的 最 小 公 
信 式 . 

证 明 , 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 能 够 分 解 成 线性 因子 当 且 仅 当 4 的 特征 多 项 式 可 以 同样 
地 分 解 

设 4 是 复 和 矩阵 , 它 的 极 小 多 项 式 m(z) = (z -和 A)".… (z 一 Xrjer 等 于 它 的 特征 多 项 
式 . 证 明 , 矩阵 A 同 r 个 et x ei 三 角形 矩阵 B 的 直 和 相似 , B 的 形状 如 : 


S 


La 


Ea 


a 


“8. 证 明 : 如 果 m(z) 是 了 的 极 小 多 项 式 , 那么 存在 一 个 向 量 a, 它 的 六- 阶 恰好 是 m(z). 
(提示 : 利用 10.7 节 的 习题 9, 首先 考虑 m(z) = p(z)* 的 情形 , 其 中 p(z) 是 不 可 约 多 
项 式 .) 


10.9 ”第 二 分 解 定理 


下 面 我 们 将 指出 , 线性 变换 了 : V 一 Y 的 准 素 分 支 5; 本 身 是 T- 循环 子 空间 
的 直 和 . 在 证 明 这 个 命题 时 , 我 们 将 用 到 向 量 空间 V 对 于 子 空间 5 的 商 空间 V/5 的 
概念 . 我 们 回忆 一 下 (7.12 节 ), 商 空间 V' = V/S 的 元 素 是 8 的 陪 集 &+ 5, 并且 
由 &P=€+5 给 出 的 射影 了 P:V 一 V/5 = 是 一 个 线性 变换 . 特别 是 , 对 给 定 的 
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了 了:V 一 V, 如 果子 空间 5 是 T 之 下 的 不 变 子 空间 , 那么 在 公式 
(€+S)T=é€T+5 (33) 


中 , ET+5 不 依赖 于 & =&+S 中 的 代表 元 & 的 选取 , 这 是 因为 如 果 选 取 另 外 的 表 
示 9=&++6, 那么 由 于 4《e 5, 推出 LT e 5, 所 以 有 


nT+S=ET+CT+S=éT+S. 


因此 由 (33) 式 定义 的 变换 T' : V' 一 V' 是 单 值 的 ; 容易 验证 T' 也 是 线性 的 . 我 们 称 
和 是 VS =V' 上 的 由 了 T 导 出 的 变换 . 而 且 对 于 了 的 任意 多 项 式 f(T), 利用 7.12 
节 的 公式 , 由 (33) 得 到 

(€+S)f(T)=€/(T)+5. (34) 


特别 是 , 由 f(T) = O 推出 f(T') =0O' 在 V' 中 ,所 以 V' 中 的 T'- 阶 整除 V 中 éé 
的 了 工 - 阶 . 

我 们 现在 准备 证 明 第 二 分 解 定理 . 
定理 23 ”如 果 线性 变换 了 :VV 一 有 极 小 多 项 式 m(Z) = p(zje, 它 是 V 的 标量 域 
已 上 首 一 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 办 ,那么 V 是 T- 循环 子 空间 2i 的 直 和 


V=218.®Z,, (35) 
其 中 子 空间 21,22,… ,Zr 分 别 具 有 了 - 阶 
D(Z)， p(T)®,*, p(T)", e=e12>e22.2er. (36) 


V 的 任意 T- 循环 于 空间 的 直 和 , 表达 式 有 相同 个 数 的 分 支 子 空间 和 相同 的 了- 阶 
集合 (36). 

证 明 ” 直 和 分 解 的 存在 性 可 以 通过 对 V 的 维 数 n 用 归纳 法 来 证 明 . 当 n= 1 时 ,V 
本 身 就 是 循环 子 空间 , 于 是 直接 可 得 结论 . 

当 n > 1 时 , 我 人 有 p(T)* = 0, 而 p(T)*-! 关 0, 因此 V 包含 一 个 满足 
Qip(T)“! 关 0 的 向 量 aa. 所 以 aa 的 全 阶 是 pz)*, 并 且 om 生成 T- 循环 子 空间 
2a. 因为 2 是 了 之 下 的 不 变 子 空间 , 所 以 了 导出 一 个 在 Y = V/Z1 上 的 线性 变换 
T'. 因为 显然 有 p(T')* = 0', 所 以 在 V' 上 7T' 的 极 小 多 项 式 是 p(z)* 的 因子 , 我 们 
可 以 对 dlV/21] = dlV] 一 dlZ1] 用 归纳 法 , 把 V/21 分 解 成 并- 循环 子 空间 2 和 
的 直 和 , 这 些 子 空间 的 7 阶 是 


PD(Z)?,…, p(T)”, e>e2>..>e. 
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引 理 1 如 果 cx: 生成 T'- 箱 环 子 空间 Zi(i = 2,…,7), 那么 陪 集 al 包含 代表 元 
Qi 而 Qi 的 T- 阶 是 Qa 的 T'- 阶 . 

证 明 依 赖 于 下 述 事实 ; al 的 T- 阶 p(z)* 是 V 的 每 个 元 素 的 T- 阶 的 倍 式 . 特 
别 设 p(z)* 是 a 的 7 阶 , 所 以 对 a 的 任意 代表 元 7 = mi p(T)* = aaf(T) 在 
aa 生成 的 T- 循环 子 空间 中 . 那么 


0 = np(T)° = aaj(T)p(T) 和” 


因为 cx 有 7T- 阶 p(z)* 所 以 上 式 推出 p(z)*|f(z)p(z)。-, 因此 f(z) = g(z)p(z)4, 其 
中 g(z) 是 某 一 多 项 式 . 我 们 现在 将 证 明 ai = 7 一 Qig(T) 的 T- 阶 p(z)* 同 a 的 
T'- 阶 相 等 . 这 是 引 理 所 要 求 的 . 因为 ai 的 T- 阶 是 Qi =ai+ 有 1 的 T'- 阶 p(z)* 的 
倍 式 , 所 以 只 须 注意 


[n — og(T)p(T) = mp(T) — of (T) =0. 


证 完 引 理 1, 我 们 设 Zi 是 由 ax 生成 的 T- 循环 子 空 间 , 那么 d[2i] = d[24, 这 
因为 这 两 个 维 数 都 等 于 af 的 公共 T- 阶 p(z)ei 的 次 数 . 因此 


dlV] ~ dl21] = dlV/21] = dlZ2] + :+ d[2]. (37) 


通过 选取 基 可 以 得 到 , 子 空间 Z1,…, 2" 张 成 V; 因此 根据 (37) 和 定理 20 的 推论 
得 到 , V 是 直 和 Y = 21@@…@ Zr, 正如 断言 所 述 . 

剩 下 需要 证 明 出 现在 分 解 式 (36) 中 指数 的 唯一 性 , 这 只 须 证 明 这 些 指数 是 由 
TT 和 V 确定 的 . 通过 对 这 些 子 空间 维 数 的 计算 , 就 可 做 到 这 一 点 ， 例 如 , 如 果 d 
表示 p(z) 的 次 数 , 那么 循环 子 空间 Z; 的 维 数 是 dei, 因此 整个 空间 V 的 维 数 是 
d(e1 十 … 十 er). 还 可 以 看 出 , 对 任意 整数 s, Zi 在 p(T)* 之 下 的 像 Zip(T)* 是 由 
B; = aip(T)* 生成 的 循环 子 空间 . 当 ei > s 时 , 它 的 维 数 是 dlei - s), 当 e < s 时 ， 
它 的 维 数 是 零 . 

V 的 任意 向 量 有 唯一 的 表达 式 


€=h++n (人 EC 一 1 7) 
因此 在 p(7)” 的 值 域 Vp(T)* 中 , 任意 向 基 有 唯一 表达 式 
ép(T)’ = mp(T) + + np(T)’, (38) 
其 中 分 量 mp(T)* 在 空间 Zip(T)? 中 . 整数 s 确定 一 个 整数 t, 使 得 


六 
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(或 者 , 当 er > s 时 , t=7). 因此 由 (38) 式 , Vp(T)* 是 由 B; = aap(T)” 生成 的 循环 
子 空间 Zp,(i = 1 ……, 的 直 和 , 并 且 它 的 维 数 是 


dVp(T)’] = dl(e1 ~ s) +*…* + (e: — s)]. (39) 


等 式 左边 的 维 数 由 V 和 工 确 定 , 它们 又 依次 确定 e; 如 下 . 首先 取 s=e 一 1 = el 一 1 
则 由 (39) 式 确定 出 等 于 e 的 ei 的 个 数 ; 其 次 取 s = e 一 2, 则 由 (39) 式 确定 出 等 于 
e 一 1 的 ei( 如 果 有 的 话 ) 的 个 数 , 等 等 . 这 就 证 明了 指数 e1,…,e; 的 不 变性 , 从 而 完 
成 了 定理 23 的 证 明 . 


习 题 


1 证明: 如 果 向 量 空间 V 是 由 向 量 oq1,…, an 的 T- 循环 子 空间 张 成 的 , 那么 了 的 极 小 
多 项 式 是 a1,…, an 的 T- 阶 的 最 小 公 倍 式 . 

2. 求 8.5 节 习题 3 中 的 矩阵 BB 的 极 小 多 项 式 . 

3. 详细 证 明 : 如 果 变换 了 : V 一 Y 是 线性 的 , 子 空间 2 是 T 之 下 的 不 变 予 空间 , 那么 
7T':V/2Z 一 V/2 是 线性 的 . 

4. 根据 (37) 证 明 : 21,…, 2 张 成 空间 V. 


10.10 ”有 理 标准 型 与 若 当 标准 型 


用 定理 20 和 定理 23 容易 得 到 矩阵 在 相似 变换 之 下 的 标准 型 . 我 们 只 须 对 于 循 
环 子 空间 上 的 变换 给 出 标准 型 . 

定理 21 提供 了 这 样 的 标准 型 . 如 果 4 是 任意 n x n 矩阵 , 那么 在 每 个 循环 子 
空间 中 适当 选取 一 组 基 , 在 这 个 子 空间 上 , TA 用 友和 矩阵 表示 . 把 所 有 这 些 基 合并 起 
来 产生 FP” 的 一 组 基 , 对 于 这 组 基 , 74 可 用 这 些 友和 矩阵 的 直 和 来 表示 , 定理 20 和 
定理 23 关于 唯一 性 的 断言 指出 , 如 此 得 到 的 友和 撼 阵 集合 由 A 唯一 确定 . 于 是 我 们 
证 明了 
定理 24 元素 在 域 中 的 任意 矩阵 A, 在 玉 上 与 一 个 且 只 与 一 个 多 项 式 


Pi(T]o , pi(T) me, Eneir >0 i=1,..,k (40) 


的 友 矩 阵 的 直 和 相似 , 这 些 多 项 式 是 首 一 不 可 约 多 项 式 p1(T),…,pk(7) 的 宕 , 4 的 
极 小 多 项 式 是 ma(z) = D1(Z)e1pa(zZ)e2 .Pr(z)eea 

这 组 多 项 式 (40) 是 4 在 相似 (在 下 上 ) 之 下 的 全 系 不 变 式 , 称 为 A 的 初等 因 
子 集合 . 把 4 表示 为 友和 矩阵 的 直 和 的 表达 式 称 为 A 的 准 素 有 理 标准 型 (用 “ 准 素 ” 
这 个 词 是 因为 用 了 不 可 约 多 项 式 的 震 , 用 “有 理 ” 这 个 词 是 因为 分 析 中 只 用 到 域 让 
中 的 有 理 运算 ). 


10.10 有 理 标准 型 与 若 当 标准 型 ”305 


推论 1 nxn 矩阵 和 的 特征 多 项 式 是 内 的 初等 因子 之 积 的 (一 1)” 倍 . 
证 明 ”容易 看 出 , 矩阵 B1,…, Ba 的 直 和 的 特征 多 项 式 是 B1,…, Ba 的 特征 多 项 
式 的 乘积 . 但 是 根据 定理 15, 友和 矩阵 Cy 的 特征 多 项 式 , 除了 符号 外 , 就 是 f(z). 这 
两 个 事实 同 定理 一 起 证 明了 推论 1. 
推论 2 方 阵 的 特征 值 是 它 的 极 小 多 项 式 的 根 . 
证 明 ”因为 极 小 多 项 式 m(z) 可 整除 特征 多 项 式 , 所 以 极 小 多 项 式 的 任意 根 都 是 特 
征 多 项 式 的 根 , 因此 也 是 特征 根 (特征 值 ). 反 过 来 , 根据 推论 1, 特征 多 项 式 的 任意 
根 一 定 是 某 个 初等 因子 pi(z)*s 的 根 , 因此 根据 定理 , 它 是 m(z) 的 根 . 
例 ”具有 极 小 多 项 式 (z? + 1)(z+ 3)2 的 任意 6 x 6 有理 和 矩阵 与 下 列 友 矩阵 直 和 之 
一 似 : 
Cs2+1) B Clz2+1) 四 Clz+3)>， 
Clz2+1) B Clz+3)? B C(z+3)?» 
Clz2+1) BC(z+3)? B Clz+3) 四 Clz+3)， 

第 一 种 情形 的 特征 多 项 式 是 (z? + 1)?(z + 3)?; 第 二 、 三 种 情形 的 特征 多 项 式 都 是 
(z2 十 DJ)(z 十 3)4. 

在 复数 域 上 , 首 一 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 x - Xi, 其 中 Xi 是 标量 . 利 
用 这 个 事实 , 对 于 复 矩 阵 , 或 者 更 一 般 地 , 对 于 极 小 多 项 式 是 线性 因子 短 的 乘积 的 任 
意 矩 阵 , 可 以 构造 出 不 同 的 标准 型 . 

这 时 , 定理 23 中 的 每 个 T- 循环 子 空间 Za 将 有 T- 阶 (z - Xi)* 其 中 Xi 为 
某 个 标量 ,e 为 正 整数 ， 对 于 Za 的 基 a,aT,…,aT。-!, 像 定理 24 那样 , T 可 用 
(z 一 和 i)* 的 友和 矩阵 来 表示 . 另 一 方面 , 考虑 向 基 Bi = oa Bo = aU,…,B。 = ae- 
其 中 U = 了 一 和 I. 因为 每 个 B; 是 aT3-! 加 上 向 量 oT*(k < j 一 1) 的 某 个 线性 组 
合 , 所 以 向 最 B1,…,B。 也 是 Za 的 一 组 基 . 为 了 得 到 T 作用 在 86; 上 的 效果 , 注意 

BT =aU T= aU TI(U +AD = NaU! + aUi. 

当 j 了 <e 时, 这 就 得 到 B)T = 和 iB; ++ Bjr; 当 j=e 时, 则 有 aU = 0,BjT = 和 iB;. 
现在 对 于 这 组 基 , T 可 用 矩阵 


Ai 工 0 
和 1 
和 1 
0 Xi 


来 表示 , 它 的 行 是 B;T 的 坐标 , 上 面 列 出 的 矩阵 , 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 Ni, 紧 靠 主 
对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 零 ， 称 这 样 的 矩阵 为 初等 
若 当 (Jordan) 短 阵 . 
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如 果 我 们 用 上 述 类 型 的 基 代 替 定 理 24 中 导出 友和 矩阵 的 那 组 基 , 则 我 们 得 到 
定理 25 ”如 果 矩 阵 和 的 极 小 多 项 式 在 域 上 分 解 成 线性 因子 之 积 


m(z) = (2 — AN) (z — MN) (LA), (41) 


其 中 和 1，…, 和 Mk 是 不 同 的 , 那么 入 在 域 已 上 与 一 个 且 只 与 一 个 初等 若 当 矩阵 的 直 
和 相似 , 这 个 直 和 至 少 包 含 一 个 属于 特征 根 (特征 值 )Xi 的 ei x ei 初等 车 当 乱 阵 , 并 
且 没 有 更 大 的 初等 若 当 答 阵 属 于 特征 根 (特征 值 ) 和 i 

注意 , 在 对 角 线 上 Xi 出 现 的 个 数 是 Xi 作为 4 的 特征 多 项 式 的 根 的 重 数 . 

上 面 所 得 到 的 初等 若 当 甜 阵 的 直 和 , 如 果 不 计 沿 对 角 线 排列 的 这 些 甜 阵 块 的 次 
序 , 它 是 唯一 的 , 这 种 直 和 称 为 4 的 车 当 标准 型 . 它 可 以 应 用 到 复数 域 上 的 任意 矩 
阵 . 注意 , 若 当 标准 型 是 由 初等 因子 的 集合 确定 的 , 特别 是 , 如 果 (41) 中 的 所 有 的 ei 
都 是 1, 而 且 只 有 在 这 时 , 若 当 标准 型 成 为 对 角 和 矩阵 , 其 对 角 线 元 素 是 和 i,…, 和. 于 
是 , 定理 22 的 推论 可 作为 上 述 定理 一 种 特殊 情形 . 
推论 ”任意 复 和 矩阵 同 若 当 标准 型 拭 阵 相似 . 


习 题 


号 


在 有 理 数 域 上 , 对 下 列 各 矩阵 求 出 所 有 可 能 的 准 素 有 理 标准 型 ， 

(a) 5 x 5 矩阵 , 极 小 多 项 式 是 (z - 1)2. 

(b) 7 x 7 矩阵 , 极 小 多 项 式 是 (z? - 2)(z 一 1), 特征 多 项 式 是 (x? 一 2)?(z 一 1)3. 

(0) 8 x 8 矩阵 , 极 小 多 项 式 是 (z? + 4)?(z + 8)?. 

(d) 6 x 6 矩阵 , 特征 多 项 式 是 (za - 1)(z2 1. 

对 具有 下 列 各 特征 多 项 式 的 矩阵 , 列 出 所 有 可 能 的 若 当 标准 型 ， 

(a) (z 一 Na)a(z — Ma) (b) (z 一 Xi)5(z — Xa)3， 

(o (rz 一 Xa)(z 一 Xa)?(z — M9). 

把 正文 中 指出 的 初等 若 当 和 矩阵 表示 成 准 素 有 理 标准 型 

(a) 证 明 , 复 和 矩阵 和 它 的 转 置 矩 阵 一 定 有 相同 的 若 当 标准 型 

(b) 推断 它们 总 是 相似 的 . 

(a) 两 个 泡 利 (Pauli) “旋转 矩阵 " 满足 条 件 ST = -TS, S? = T2 = 7, 并 且 是 埃 尔 米 特 

甜 阵 . 证 明 : U = iST 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 并 满足 TU = -UVT,U2 = 工 

(b) 证 明 , 如 果 8 是 2 x 2 和 矩 降 则 5 与 人 让 相似 , 并 且 对 于 这 组 坐标 , T= 
2 其 中 5 是 菜 数 . 

"6. 用 10.9 节 的 方法 证 明 : 任意 线性 变换 工 : Y 一 V 把 V 分 解 成 具有 工 - 阶 及 (2),…， f(z) 

的 T- 循环 子 空间 的 直 和 , 这 里 天 (z)|f-1(z)(i = 2,…,7), 而 且 户 (z) 是 了 的 极 小 多 

项 式 


» 


Led 


Ea 


第 11 章 布尔 代数 与 格 


11.1 基本 定义 


我 们 现在 将 从 近世 代数 的 观点 更 严密 地 分 析 “集合 "(或 类 ) 和 “ 子 集合 "的 基本 
概念 , 这 些 概 念 在 1.11 节 中 已 有 过 简短 介绍 . 假设 7 为 任意 集合 , 而 X,Y, 2 表示 工 


的 子 集 . 比如 工 是 正方 形 , X,Y, 2 是 位 于 了 中 的 全 等 的 互相 交 秋 的 圆 形 , 如 图 11-1 
的 “ 维 恩 (Venn) 图 ”所 示 . 


图 11-1 


当 X 是 Y 的 子 集 , 即 X 的 每 个 元 素 都 在 Y 中 , 我 们 记 作 X C Y( 或 了 2 X). 
这 个 关系 也 可 称 为 XX“ 包含 ” 在 Y 中 . 

包含 关系 满足 自 反 律 : 这 是 显然 的 , 因为 任意 集合 X 是 它 本 身 的 子 集 . 包含 关 
系 也 满足 传递 律 : 因为 如 果 X 的 每 个 元 素 在 Y 中 , 并 且 的 每 个 元 素 在 3 中 , 那 
么 显然 X 的 每 个 元 素 在 2 中 . 但 是 , 包含 关系 不 满足 对 称 律 . 反之 , 如 果 关 CY 且 
YCX, 那么 X 和 了 一 定 包含 同 样 的 元 素 , 因此 X=Y. 


概括 起 来 , 集合 的 包含 关系 与 算术 的 不 等 关系 都 具有 下 列 性 质 : 
自 反 律 ”对 一 切 人 X ,及 CX. 


反对 称 律 如 果 包 CX 且 Y CCX, 那么 X=Y. 
传递 律 ”如 果 铸 CY 且 YcC2, 那 么 XC2. 


但 是 “对 于 给 定 的 两 个 集合 X 和 了 , 不 是 尽 CY, 就 是 了 C X" 这 个 命 原 是 不 正确 
的 . 
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因此 两 个 集合 XX 和 YY 的 包含 关系 有 四 种 可 能 的 方式 . 一 种 可 能 是 CY 并 
且 Y CX, 在 这 种 情况 下 , 根据 反对 称 律 有 六 =Y. 另 一 种 可 能 是 匀 CY 但 不 满 
足 Y CXX, 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 X 真 包含 在 Y 中 , 并 记 作 关 < 了 或 >X. 我 们 
还 可 以 有 Y CX 但 不 满足 匀 CY, 在 这 种 情况 下 , 说 XX 真 包含 Y. 最 后 , 我 们 有 了 既 
不 是 人 CY 也 不 是 YC X, 在 这 种 情况 下 称 夺 和 了 是 不 可 比 的 . 由 于 不 可 比 集合 
的 存在 , 才 使 包含 关系 不 同 于 实数 间 的 不 等 关系 . 

已 知 集合 的 子 集中 不 仅 有 包含 关系 , 而 且 可 以 通过 两 种 二 元 运算 “并 ”与 
“ 交 ” 把 它们 联系 起 来 , 这 两 种 运算 类 似 于 普通 的 “加 ”与 “ 乘 ”. 这 种 类 比 的 程序 和 
重要 性 首先 是 由 英国 数学 家 布尔 (George Boole, 1815 一 1864) 发 现 的 , 它 在 一 百 多 
年 以 前 就 建立 了 集合 代数 的 理论 . 

我 们 把 X 和 的 交 ( 记 作 XMY) 定义 为 既 在 X 中 又 在 Y 中 的 所 有 元 素 的 集 
合 ,把 X 和 Y 的 并 ( 记 作 XUY) 定义 为 或 者 在 X 中 或 者 在 Y 中 或 者 同时 在 两 个 集 
合 之 中 的 所 有 元 素 的 集合 . 符号 “nm” 和 “UL? 分 别称 为 “ 求 交 ”运算 和 “ 求 并 ”运算 . 

最 后 , 我 们 用 X'( 读 者 “X 的 补 ") 表示 不 在 X 中 的 所 有 的 元 素 的 集合 . 例如 ,了 
是 空 集 @, 它 不 包含 任意 元 素 . 这 是 因为 我 们 所 考虑 的 只 是 了 的 子 集 . 

集合 的 代数 运算 可 以 通过 图 11-1 的 维 恩 图 加 以 说 明 . 在 这 个 图 中 , X,Y,2Z 是 
三 个 交 释 圆 形 的 内 部 , 这 些 区 域 在 正方 形 T 中 的 组 合 可 以 用 适当 的 阴影 区 域 来 表 
示 . 例如 , Y' 是 Y 的 外 部 , X Nn(Y’U 2) 是 图 中 的 阴影 区 域 . 


习 题 
1. X,Y 2 的 维 恩 图 把 正方 形 分 割 成 八 个 不 交 吉 的 区 域 , 用 X,Y, 2 的 代数 组 合 注 明 每 个 
这 样 的 区 域 . 
2. 在 维 恩 图 上 把 下 列 各 区 域 画 上 阴影 : 


(XNY)U(XNZ), (XUY)'NZ, (ZUY)UZ'. 

通过 对 维 恩 图 上 适当 的 区 域 画 出 阴影 , 确定 下 列 方程 中 哪些 是 成 立 的 : 
(a) (X'UY) = XNY’, (b) XUY = (XUY), 

(0) (XUNNZ= (XUZ)NY, (d) XU(YN2Z) = (XUY) NZ 


名 


11.2 定律: 同 算术 定律 类 比 


我 们 现在 略为 详细 地 描述 一 下 集合 代数 与 普通 算术 之 间 的 类 似 , 并 用 来 定义 布 
尔 代数 ,“n, JU” 和 普通 的 “, +” 之 亲 的 类 似 , 由 下 列 定律 作 部 分 的 描述 , 这 些 定律 的 
正确 性 是 显然 的 . 

轮 等 律 XNX=X 和 XUX=X. 

交换 律 XNMY=YNX 和 XUY=YUX. 
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结合 律 XNM(YN2)=(XN 耻 NZ 和 XU(YU2Z)=(XUY)UZ. 

分 配 律 XN(YUZ)=(ZNY)U(XN2) 和 XU(YNY)= (XU 了 DN(XU2Z). 
显然 , 除了 寡 等 律 和 第 二 分 配 律 之 外 , 所 有 这 些 定律 都 与 大 家 所 熟悉 的 “” 与 “+” 
的 性 质 相对 应 , 这 些 性 质 在 第 1 章 已 作为 公设 给 出 . 

下 面 的 基本 定律 把 交 和 并 相互 联系 起 来 , 而 且 把 交 、 并 和 包含 联系 起 来 . 

相 容 律 XCY,XNY= 久 和 针 UY =Y 这 三 个 条 件 是 互相 等 价 的 . 

还 有 , 空 集 用 & 表示 , 2 和 工具 有 下 列 特殊 性 质 : 

汽 困 BCXCI 对 一 切 XX. 

交 ggNX=g 和 INX=XX. 
并 BUX=XX 和 IUX=I. 
前 三 个 交 和 并 的 性 质 与 普通 算术 中 的 0 和 1 的 性 质 相 类 似 . 

最 后 , 下 面 三 个 新 的 定律 把 交 、 并 和 补 联系 起 来 . 

互补 律 XNX’=g 和 XUX'=I. 

对 偶 律 (XNY) =X'UY’ 和 (XUY) =X'NY'. 

对 合 律 (XX) =. 

如 果 把 X' 解释 为 1-X, 并 假定 XX = X, 那么 互补 律 和 对 合 律 与 普通 算术 定律 相 
对 应 . 

上 上 述 定律 可 以 用 各 种 方法 证 明 . 第 一 , 我 们 可 用 特殊 例子 通过 “归纳 推理 ” 来 检 
验 它 们 . 维 恩 图 提供 了 一 个 合适 的 例子 . 如 果 X 和 YY 分 别 是 图 11-2 中 左 圆 形 和 右 
圆 形 的 内 部 , 那么 对 于 区 域 X' 画 出 水 平 直线 的 阴影 , 对 于 区 域 Y' 画 出 垂直 直线 的 
阴影 . 那么 十 字 阴 影 线 的 区 域 就 是 X'NnY'. 由 右 图 立即 看 出 , 这 个 区 域 是 并 XUY 
的 补 . 这 就 是 第 二 对 偶 律 所 描述 的 . 就 我 们 的 常识 而 言 , 可 以 承认 这 样 的 论证 , 但 是 ， 
数学 上 这 是 不 允许 的 , 因为 在 数学 推理 中 , 只 允许 演绎 证 明 . 


图 11-2 


第 二 , 我 们 可 以 把 了 的 元 素 分 为 四 种 可 能 情况 来 考 虚 : (i) 元 素 既 在 X 中 又 在 
了 中 ; (让 元 素 在 X 中 但 不 在 Y 中 ; (过 ) 元 素 在 了 中 但 不 在 X 中 ; (iv) 元 素 既 不 在 
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区 中 也 不 在 Y 中 . 比如 , (i) 类 元 素 在 XnY 中 因此 不 在 (XNY)' 中 ,不 在 X'UY 
中 ; 而 (ii) 类 元 素 在 (XNY) 和 YY’ 中 , 因此 在 XUY' 中 , 再 看 其 他 两 类 元 素 , 也 
是 这 个 情况 . 因此 我 们 看 出 , (XnY)’ 和 X'UY' 具有 相同 的 元 素 , 这 就 是 第 一 对 偶 
律 . 注意 , 对 于 两 个 集合 和 和 Y, 元 素 的 四 种 可 能 情况 用 上 面 这 个 维 恩 图 的 四 个 区 
域 中 的 点 来 表示 ; 而 对 于 三 个 集合 , 元 素 有 八 种 情况 , 对 应 于 八 个 区 域 (图 11.1). 

第 三 , 我 们 可 以 用 “ 求 并 ” 和“ 求 交 ” 运 算 的 叙述 性 的 定义 重 述 这 些 定律 , 例如 ， 
考虑 分 配 律 , 这 里 ， 

多 在 XN(YU2) 中 ”是 指 吧 既 在 XX 中 又 在 Y 或 Z 中 ”， 

多 在 (XNY)U(XN2) 中 ”是 指 史 或 者 既 在 X 中 又 在 Y 中 , 或 者 既 在 X 中 

又 在 2Z 中 ”. 
按照 连词 “ 既 ……… 又 ”及 ' 或 者 …… ,或 者 .…… ”的 通常 用 法 , 稍微 “ 翻 
译 ” 一 下 就 使 我 们 确信 这 两 种 拔 述 是 等 价 的 . 分 配 律 的 这 个 证 明 表明 , 集合 代数 中 的 定 
律 怎样 翻译 为 “ 既 …, 又 …”、' 或 "、“ 非 " 这 些 词 的 性 质 . 如 果 我 们 假定 这 些 性 质 是 基 
本 的 , 那么 像 我 们 进行 平常 的 数学 推理 那样 , 就 能 从 这 些 性 质证 明 上 述 所 有 关于 集合 的 
定律 . 


习 题 


. 用 维 轧 图 验证 分 配 律 . 

用 细 分 为 几 种 情况 的 方法 验证 结合 律 、 交 换 律 和 相 容 律 . 

利用 上 述 第 三 种 方法 中 的 “ 既 ……. vrei ”、“ 或 "、“ 非 ”等 词 重 述 互 补 律 、 对 侦 律 

和 对 合 律 . 

(a) 在 处 理 四 个 集合 的 代数 表达 式 时 , 考虑 它们 元 素 的 所 有 可 能 情况 , 会 出 现 多 少 种 情 
况 ? 

*(b) 画 出 一 个 四 集合 图 , 它 把 元 素 的 每 一 种 可 能 情况 表示 成 一 个 区 域 . 

*(c) 证 明 : 不 存在 这 样 的 图 形 , 在 这 个 图 中 四 个 给 定 的 集合 都 是 圆 形 . 

证 明 , @ 和 了 的 交 和 并 的 性 质 可 以 从 泛 界 性 和 相 容 律 推导 出 . 

在 相 容 律 中 , 用 “必要 性 ”和 “充分 性 ”代替 “等 价 ”而 得 到 六 个 推断 . 

证 明 : 有 三 个 推断 对 于 满足 0 < z,y < 1 的 实数 z,y 是 成 立 的 . 

在 习题 6 中 , 如 果 2 用 数 0 代替 , 用 数 1 代替 , 那么 5 和 工 的 交 和 并 的 性 质 中 哪些 

是 不 成 立 的 ? 如 果 X' 用 1 一 z 代替, Y' 用 1 一 y 代替 , 那么 关于 补 的 性 质 中 哪些 是 不 

成 立 的 ? 

证 明 : 对 工 的 任意 子 集 X,Y XCY 当 且 仅 当 X'UY = 工 


OD 


A 


员 饼 


a 


% 


11.3 布尔 代数 
我 们 不 再 关心 由 基本 逻辑 法 则 来 推导 上 述 代数 定律, 而 是 把 这 些 定律 中 最 基本 
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的 定律 作为 公设 ( 像 第 1 章 中 的 算术 定律 那样 ), 然后 再 从 这 些 公设 导出 尽 可 能 多 的 
有 意义 的 结论 来 . 因此 , 我 们 现在 用 稍微 不 同 的 记号 给 出 基本 定义 , 用 这 些 记号 是 
为 了 强调 这 些 公设 可 以 用 于 不 同 于 集合 的 其 他 对 象 . 
定义 ”具有 下 列 性 质 的 元 素 a,b,c,… 的 集合 日 称 为 布尔 代数 . 
(i) B 有 两 个 二 元 运算 人 ( 模 形 ) 和 V(v 形 ), 它们 满足 
宫 等 律 a 和 Aa=aVa=a, 
交换 律 a 和 b=bAa,aVb=bVa, 
结合 律 a 人 (bAc)= (aAb)Ac, aVv(bVce)=(aVvb)ve. 
(让 这 两 个 运算 满足 吸收 律 
aA(avb) = avV(aAb) = a. 
(jj 这 两 个 运算 是 互相 可 分 配 的 
aA(bVe) = (aAb)V(aAc)， aVv(bAc) = (avb)A(ave). 
(iv) B 包含 污 界 0,1, 它们 满足 
OAa=0, Ova=a, IAa=a, IVa=I. 
(Vv) BB 有 求 补 的 一 元 运算 ar o', 它 遵循 下 面 的 五 补 律 
aAa' = O, ava' = 工 


当然 上 述 所 有 定律 都 假定 对 一 切 wb ce B 是 成 立 的 . 

利用 这 个 定义 , 11.1 节 和 11.2 节 的 结论 可 以 概括 为 下 面 的 命题 . 
定理 1 在 交 、 并 和 补 三 种 运算 之 下 , 任意 集合 了 的 全 体 子 集 构成 一 个 布尔 代数 . 

为 了 更 有 选择 地 说 明 上 述 这 些 公 设 的 意义 , 我 们 现在 描述 几 个 例子 , 在 这 些 例 
子 中 , 有 一 些 公 设 成 立 , 但 不 全 都 成 立 . 
例 1 设 工 是 以 n 维 欧 几 里 得 向 量 空 间 (7.10 节 ) 的 子 空间 为 元 素 的 集合 . 这 里 定 
义 SAT= 5NT 是 S$ 和 TT 的 交 , SVT=5+T 是 5 和 TT 的 线性 和 ,O 是 零 向 量 0， 
了 是 整个 空间 , 5' 是 子 空间 8 的 正 交 补 空间 5+. 

那么 , 公设 (i), (让, (iv) 和 (v) 都 满足 ， 但 是 分 配 律 ( 志 ) 不 满足 ，( 例 如 , 设 
5,T,U 分 别 是 平面 上 由 (1, 0), (0, 1), (1, 1) 张 成 的 子 空 间 .) 
例 2 设 工 是 以 有 限 群 G 的 正规 子 群 M,NN,… 为 元 素 的 集合 , 设 MAN = MnN 
是 M 入 的 交 ,而 MYN = MN 是 由 所 有 乘积 zy(z e M,y e N) 组 成 的 集合 . 
那么 MAN 和 MV NN 都 是 G 的 正规 子 群 . 如 果 O 表示 群 单位 元 素 1, 了 是 群 C 本 
身 , 那么 虽然 (ii) 和 (v) 一 般 都 不 满足 , 但 公设 (i), (ii) 和 (iv) 都 满足 . 

因为 例 1 和 例 2 中 构造 的 系统 都 满足 公设 (i) 和 ( 训 , 所 以 它们 在 下 述 意义 下 
是 格 . 
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定义 “如果 集合 卫 有 两 个 二 元 运算 9A 和 V, 它们 满足 畦 等 律 、 交 换 律 和 结合 律 ， 
并 且 满足 吸收 律 (让 ,那么 工 是 一 个 格 . 如 果 除 此 之 外 还 满足 分 配 律 ii), 那么 二 称 
为 分 配 格 . 

例如 , 如 果 所 有 多 边 形 区 域 的 集合 工 包含 空 集 @, 并 且 面 积 为 零 的 集合 可 以 忽 
略 不 计 , 那么 集合 工 在 交 和 并 运算 之 下 是 一 个 分 配 格 . 再 如 , 在 所 有 正 整 数 的 集合 
2Z+ 中 , 如 果 定 义 mAn 是 m 和 nn 的 最 大 公 因 子 , m Vn 是 m 和 的 最 小 公 倍数 ， 
那么 Z+ 是 一 个 分 配 格 . 

上 面 作 为 公设 的 各 种 定律 有 很 多 有 趣 的 代数 结论 , 我 们 现在 来 推导 其 中 最 简单 
的 几 个 . 

结合 律 和 交换 律 的 作用 已 经 在 1.5 节 中 研究 过 了 . 结合 律 实际 上 意味 着 我 们 可 
以 不 用 括号 来 组 成 多 重 交 或 多 重 并 ; 交换 律 意 味 着 , 在 只 含有 V 或 只 含有 人 的 表达 
式 中 , 各 项 可 以 按照 我 们 喜欢 的 任何 方式 排列 . 

连同 上 面 的 定律 , 短 等 律 的 作用 显然 是 允许 我 们 消去 重复 出 现 的 项 一 一 只 留 
下 一 个 已 知 项 , 其 余 重 复出 现 的 项 全 部 消去 , 概括 起 来 我 们 有 
引 理 1 设 f 和 g 是 由 符号 V 和 所 有 字母 a1,…,an( 可 能 有 些 字母 重复 ) 构成 的 
两 个 表达 式 , 那么 由 塞 等 律 、 交 换 律 和 结合 律 可 推出 f = g. 对 于 只 含有 人 的 表达 
式 , 上 述 结 论 同样 成 立 . 

设 NN 是 下 标 i= 1,2,…,n 的 集合 , 我 们 可 以 不 含糊 地 用 


Va 或 Va 和 Aa 或 人 a 
N i=1 N t=1 


分 别 表示 所 有 ut 的 并 (join) 和 交 (meet). 这 些 记号 类 似 于 代数 记号 沁 和 [I. 
再 有 , 我 们 从 交换 律 、 结合 律 和 分 配 律 出 发 , 可 以 用 归纳 法 像 1.5 节 那 样 导出 一 
般 分 配 律 如 下 
ZA(YIV Vyn) = (ZAW)V…V(zAyn)， 
ZV (NA NYn) = (IV)A A(TVyn), 
(Z1V ee Vim)A(YV Vyn) = (ziAWa)V(z1Ayo)V…V(zmAsyn). 


习 题 
1. 用 归纳 法 详细 证 明 。 。  。 
人) 在 任意 分 配 格 中 , z 人 Vw = VY (zw)- 
(b) 在 任意 布尔 代数 中 (V2:) 一 


@ YV 运算 也 称 为 交 (meet), V 运算 也 称 为 并 (join), 我 们 将 交替 使 用 这 些 名 称 . 
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*2. 用 归纳 法 详细 证 明 ， 在 任意 分 配 格 中 ， 
(Ve) a (Vs) = VY (A)]. 


3. 详细 证 明 : 当 n > 1 时 , 例 1 定义 了 一 个 格 , 但 不 是 分 配 格 - 
4. 证 明 : 当 G 为 循环 群 时 , 例 2 定义 了 一 个 分 配 格 . 
5. 证 明 : 四 元 素 群 的 所 有 子 群 组 成 的 格 不 是 分 配 格 . 


11.4 ”其 他 基本 定律 的 推导 


我 们 指出 , 上 面 列 出 的 关于 布尔 代数 的 公设 可 推出 11.1 节 和 11.2 节 中 讨论 的 
集合 代数 的 其 他 基本 公式 . 例如 , 它们 可 推出 O 和 了 的 唯一 性 , 这 些 我 们 并 没有 假 
定 过 . 

引 理 2 在 任意 布尔 代数 中 , 恒等式 a 人 x =a 和 aVz=z( 对 一 切 z) 中 每 一 个 都 
可 推出 0= O. 对 偶 地 有 ,恒等式 aVz=a 和 aAzZ=z( 对 一 切 z) 中 每 一 个 都 可 推 
oe=1, 

证 明 ”如 果 对 所 有 z,a 人 z= a, 那么 特别 有 a 人 人 O = ai 但 是 由 (liv) 有 acAO = O， 
因此 a = O. 同样 , 如 果 对 所 有 的 z,a Vz = z, 那么 avO = O0; 但 是 由 (iv) 有 
avO=w 因此 又 有 a = O. 了 的 唯一 性 的 证 明 类 似 . 

引 理 3 ”对 任意 格 中 的 元 素 a,b,a 和 b= 二 a 成立 当 且 仅 当 aVD 一 履 

证 明 ”如果 av= 必 那么 根据 吸收 律 ii 有 aAb = a 人 (aVb) = ao. 反之 , 如 果 
aAb= 则 avb= (a 人 5b)Vb. 因此 根据 交换 律 ,aVb=bV (bAa) =b, 这 里 最 后 一 
步 又 用 到 (i). 

推论 ”在 布尔 代数 的 定义 中 , 条 件 (iv) 可 由 下 列 公设 中 的 任何 一 个 来 代替 

(iv) 对 一 切 z, 有 ZAO=0O 和 zVI=J; 

{iw) 对 一 切 Z, 有 OVz=Z 和 JIAz=z. 

上 面 给 出 的 布尔 代数 的 定义 没有 提 到 包含 关系 , 即使 包含 关系 是 所 有 概念 中 最 
基本 的 . 我 们 现在 来 定义 这 个 关系 , 并 由 上 述 公设 推导 它 的 基本 性 质 . 其 证 明 重 述 相 
容 律 , 相 容 律 的 一 部 分 已 经 证 过 了 , 如 上 面 引 理 3 所 述 . 
定义 ”定义 a<b 是 指 ag 人 b=a, 或 者 指 aVb=b( 根 据 引 理 3, 这 两 个 说 法 是 等 价 
的 ). 

引 理 4 ”在 任意 格 中 , 关 条 a < 5 满足 自 反 律 、 反 对称 律 和 传递 律 . 
证 明 因为 a 和 a= a, 所 以 对 一 切 a, 有 a< a, 这 就 证 明了 自 反 律 , 再 有 ,由 a <b 
和 b<a 可 推出 

a=aN\b= bAa=b, 
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这 就 证 明了 反对 称 律 .最 后 , 由 a 和 bp 和 b<c 推 出 a = aAb= aA(bAc) = (aAb)Ac= 
aAc, 因此 a < c. 这 就 证 明了 传递 律 . 证 毕 
吸收 律 的 作用 在 上 面 引 理 2 和 引 理 3 的 证 明 中 已 经 显示 出 来 . 宪 等 律 在 格 的 
定义 中 是 多 余 的 , 实际 上 , 由 吸收 律 、 交 换 律 和 结合 律 可 推出 宕 等 律 ， 因为 吸收 律 
就 是 说 , 对 所 有 7,z, 有 z =z 人 (Zz Vz). 设 z =zA2 我 们 推出 , 对 所 有 z,y, 有 
?三 z 人 [zV(zAY)]; 再 应 用 对 偶 的 吸收 律 xVv(zAy) = z, 于 是 我 们 就 得 到 z = zAz( 这 
就 是 塞 等 律 ). z = z Vz 的 证 明 类 似 , 只 须 把 A 和 Y 互 换 . 
引 理 5 在 任意 分 配 格 中 ,由 aVz= 二 aVy 和 aAzx=aAy 一 起 可 推出 人 =Y. 
证 明 ”通过 等 式 替换 , 并 逐次 应 用 吸收 律 和 分 配 律 , 我 们 有 
T=7TA(TVa)=zA(YyVa) 
=(zAY)V (zrAa)= (yAz)V (yAa) 
=yN\(zVa)=yA(yVa)=Y. 
现在 我 们 回想 一 下 求 补 运算 ao 一 o' 满足 
aAa =O 和 ava'= 工 
但 是 任意 满足 a 人 z= 0O 和 aVz = 了 的 元 素 z, 根据 引 理 5, 它 一 定 满足 z = ao'. 换 
名 话 说 , 补 a' 由 布尔 代数 定义 中 的 互补 律 (v) 唯 一 确定 . 我 们 现在 证 明 补 集 的 其 余 
性 质 (对 偶 律 和 对 合 律 ) 在 任意 布尔 代数 中 也 都 成 立 . 
引 理 6 在 任意 布尔 代数 中 , 我 们 有 
(=m (sy = (ey) = wy. (0 


证 明 “z' 是 z 的 补 ” 这 个 说 法 由 交换 律 可 推出 “z 是 z' 的 补 ", 这 因为 zx Az = 
zAz=O 和 zyvz=zYyz'= 工 但 是 我 们 刚刚 证 明 过 补 是 唯一 的 , 因此 z* 是 z' 的 
唯一 的 补 , 于 是 (z')' = z. 再 有 , 根据 分 配 律 有 
(AV AT VY)= (AyAT)V (rc Ay AY) 
=[(zAz’) AyV (zr AO) 
=[OAYyJYO=OvO=0O. 
(AY V(r VY = Vr VY A YYVr VY) 
=(IVYy)A(yVy V7) 
=IA(IVz)=I. 
这 就 证 明了 w/vVy 是 =A3 的 补 . 因此 , 再 根据 补 的 唯一 性 , z'Vy = (zy)' 是 cAy 
的 补 , 恒等式 (z Vy)’ = zy 可 以 类 似 地 证 明 . 
推论 为 了 求 出 由 带 氢 和 不 带 搬 的 字母 通过 多 重 V 和 人 (但 不 用 加 报 的 括号 ) 构成 
的 表达 式 的 补 , 可 以 把 表达 式 中 的 V 和 人 全 部 互 换 , 并 把 每 个 不 带 搬 的 字母 加 上 氢 ， 
把 每 个 带 搬 字 母 的 撒 去 挤 . 
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例如 , 根据 这 个 法 则 , (zy) Vv (zw') 的 补 是 (z VY) 人 (z'V ww). 


证 明 如果 在 已 知 表达 式 f 中 字母 的 个 数 n( 重 复 的 也 计算 在 内 ) 是 1, 那么 推论 是 
正确 的 , 这 因为 (z)' = x, (z') = z. 如 果 不 然 , 因为 表达 式 中 的 括号 都 不 带 撤 , 所 以 
我 们 可 以 把 它 写成 f =a 人 6 或 f=aVb, 由 此 分 别 得 到 f=a V5 或 1 =a 人 Vb 
但 是 表达 式 a 和 6 包含 的 字母 比 f 包含 的 字母 少 , 因此 , 对 n 用 归纳 法 , 我 们 可 以 
假定 推论 对 于 a 和 4b 都 是 正确 的 . 再 代入 表达 式 f* = a Vb 或 1 =a 人 b 中 ,我 们 
就 得 到 所 要 求 的 补 的 公式 . 


BC 


12. 


习 题 


. 证 明 , 寡 等 律 zvz = z 可 由 交换 律 、 结合 律 和 吸收 律 推出 . 


习题 2 至 习题 10 是 在 布尔 代数 的 条 件 之 下 . 

详细 证 明 ,，(z Vy)’ =z 人 y. 

化 简 下 列 布尔 表达 式 : 

(a) (z Ay)’, {b) (a vb)v (cva)v (bv oe), (ec) (z AV)V (z Az)V (zr’ vy)’. 


. 证 明 : (z 入 y) V (zy)V (zy)V (xz' 人 Vy) = 了 .利用 两 个 名 的 维 恩 图 加 以 解释 
, 证明: z = y 当 且 仅 当 (zy)V (z’' A 人 y) = 0. 


证 明 包 拉 蒋 基 (Poretzky) 定律 , 已 知 z 和 tz =0O 当 有 目 仅 当 t= (zt)V (zt). 
(a) 证 明 : y < zx' 当 生 仅 当 %Ay=O. (b) 证 明 ; y > z' 当 且 仅 当 z Vy = 工 

求 出 下 列表 达 式 的 补 ， 

(a) TVYV 2z/， (b) (z Vy Vz) A(zV (yz)), 

(oj rzV(A(zvao)) (dv A(zVY), 

把 引 理 6 的 推论 的 论证 方法 应 用 到 表达 式 (z' AyAz') v (zy) 上 , 并 说 明 每 一 步 的 
理由 . 


. 证明: (ZVYy) 人 (z'Vz)= (x AY) V(rA2). 
. 证 明 : 在 任意 分 配 格 中 , 有 


(ZAY)V(yAz)V(zAz) = (zva)A(yVz)A(zvz). 


有 具有 泛 界 O, 工 的 格 工 中 的 元 素 a, 如 果 对 某 个 ze 五 有 aAz=O 和 avz= 了 那么 
称 a 为 有 补 元 素 . 证 明 : 如 果 a 和。 都 是 分 配 格 的 有 补 元 素 , 那么 AD 和 a Vb 也 都 
是 有 补 元 素 . 


11.5 ”布尔 多 项 式 的 标准 型 
在 前 一 节 里 , 我 们 已 经 研究 了 由 ^,V 和 运算 构成 的 各 种 表达 式 . 这 样 的 表达 


式 称 为 “布尔 多 项 式 " (或 “布尔 函数 "), 显然 , 它 类 似 于 普通 多 项 式 . 


我 们 现在 来 定义 布尔 代数 B 的 子 代数 为 B 中 这 样 的 非 空子 集 8: 如 果 它 包含 
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任意 两 个 元 素 z 和 vy, 那么 它 也 包含 TA 人 y,z Vy, 7 (因而 也 包含 O=z 人 z' 和 了). 给 
定 B 的 一 个 任意 非 空子 集 X, 那么 所 有 值 p(z1,…,zn)( 元 素 zi < X) 组 成 的 集合 
显然 是 B 的 包含 X 的 最 小 子 代数 . 同 群 的 情形 一 样 , 称 这 个 子 代 数 是 由 和 生成 的 . 
例如 , 任意 一 个 元 素 zx 生成 的 子 代数 由 z,2,O, 了 四 个 元 素 组 成 . 

这 是 下 面 使 人 感到 惊奇 的 事实 的 一 个 特殊 情形 : 这 个 朝 实 是 nm 个 变量 21，…， zn 
的 不 同 布尔 多 项 式 的 个 数 等 于 22”. 现在 我 们 来 证 明 它 , 以 多 项 式 

f(z,y,2) = [eVzV(yV2)] V(yAz) 
为 例 进行 论证 . 

第 一 , 如 果 多 项 式 中 任何 括号 的 外 边 出 现 撤 , 那么 总 可 以 应 用 对 偶 律 (如 11.4 
节 的 引 理 6) 把 它 移 到 括号 里 边 . 当 所 有 的 撤 都 移 到 括号 的 最 里 边 时 , 多 项 式 变 成 只 
含有 带 撤 字 母 和 不 带 搬 字 母 以 及 作用 在 它们 上 面 的 V 和 人 的 表达 式 . 例如 上 述 例 
子 中 ， 

f= [zAz'A(%Vz)]v(yAz). 

第 二 , 如 果 任 意 人 在 括号 外 边 , 而 括号 里 包含 V, 那么 根据 分 配 律 , A 可 以 移 到 
括号 里 边 , 像 ecA (av 日 = (ca) V (ec 人 5) 那样 . 结果 得 到 一 个 多 项 式 , 其 中 所 有 的 
交 信 先 组 合 起 来 , 然后 再 接 并 V 组 成 , 也 就 是 说 , 这 个 表达 式 是 某 些 项 了,… ,Ti 的 
并 , 其 中 每 个 (i = 1,2,.…,k) 是 一 些 带 撤 和 不 带 撤 字 母 的 交 , 在 上 面 例子 中 . 


f = (zAz'Ay)V(z'Az'Az)V(VAz). 


第 三 , 某 些 表 达 式 可 以 缩短 或 者 略 去 . 如 果 字 母 “c” 在 一 项 中 出 现 两 次 , 则 可 上 略 
去 一 个 “c", 这 因为 c^e = c. 如 果 带 撤 的 c 和 不 带 撤 的 c 同时 出 现在 由 人 连接 的 
项 中 , 那么 整个 项 是 O, 这 因为 对 一 切 a, 有 cAaAec = 0; 因此 这 一 项 在 由 v 连接 
的 项 中 可 以 略 去 , 因为 对 一 切 b, 有 OVb=b. 例如 上 面 的 例子 中 . 


f = (z'Az'Ay)V(yAz). 
现在 , 如 果 某 一 项 Ti 不 包含 字母 c, 我 们 可 以 写成 
Tk = TkAT = TkA(cve) = (TeAc)V(TA), 
这 里 是 用 两 项 代替 Ti, 每 项 中 c 恰好 出 现 一 次 . 例如 在 我 们 的 例子 中 ， 


f= (AzAYV(YATAZ)V (yATAz). 
最 后 , 每 一 项 中 出 现 的 字母 可 以 重新 排列 , 使 得 它们 按 自 然 顺 序 出 现 . 例如 
f= (zyNz)V(TAYNZ)V (TAYNz') 
这 称 为 了 的 析 取 标准 型 ; 于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 引 理 . 
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引 理 ”任意 Zi,…,Zn 的 布尔 多 项 式 可 以 或 者 化 为 0, 或 者 化 为 某 些 项 Ti 的 并 , 其 
中 人 T 具有 形式 
TT 二 qq 人 …Agn ”( 每 个 gj=zj 或 人) (2) 


也 就 是 说 , 可 以 化 为 析 取 标准 型 . 

因为 每 个 9% 都 有 两 种 可 能 , 所 以 我 们 看 到 , Ti 恰 有 2" 种 可 能 . 例如 , 当 n=3 
时 , 任意 布尔 多 项 式 用 我 们 的 方法 可 以 化 为 O 或 者 化 为 项 

ZAyNz, TAYyNz, TAUWAz， ZAVAz/ 
TNY NZ, 2AWA2， TANY Nz TAY Mz (3) 

的 某 一 个 并 . 图 11-1 的 三 个 圆 把 正方 形 分 成 八 个 区 域 , 这 八 个 多 项 式 就 表示 这 八 个 
区 域 , 这 个 事实 并 非 偶 然 . 这 在 几何 上 意味 着 , 三 个 圆 X,Y, 2 的 任何 布尔 组 合 是 图 
中 八 个 区 域 的 某 种 选择 的 并 . 

像 9) 中 列举 的 那些 基本 项 称 为 极 小 布尔 多 项 式 , 换 名 话说 ,个 变量 zj.… ,am 
的 极 小 布尔 多 项 式 M(Z1,…,zn) 是 nn 个 元 素 的 交 人 qi 其 中 第 i 个 元 素 9i 或 者 是 
wi 或 者 是 z. 于 是 我 们 就 证 明了 
定理 2 ”任意 已 知 的 Tl,……，zn 的 布尔 多 项 式 或 者 等 于 O 或 者 等 于 一 组 极 小 多 项 
式 ( 记 为 5) 的 并 . 

现在 赋 给 每 个 M 一 个 位 二 进 数 0(M) = yiy2…yn, 其 中 数字 vy; 是 1 或 0 
应 根据 上 面 的 M = 人 4 中 必 是 zi 或 z 而 定 .那么 函数 7 : M 一 mn(M) 是 由 
zl……2zn 的 极 小 多 项 式 的 集合 到 所 有 2 个 n 位 二 进 数 的 集合 工 的 双 射 . 例如 在 
(3) 中 , 这 些 极 小 多 项 式 所 对 应 的 m(M) 值 是 

111, 011, 101， 110, 100, 010， 001, 000. 


另 一 方面 , 9(CM) 可 以 看 作 向 基 n= (1,y2,… ,yn) e 23, 并 且 可 以 认为 每 个 布尔 多 
项 式 VY Mw, …,Zn) 对 应 于 这 些 向 量 组 成 的 集合 . 


如 果 5S; Cc 了 是 由 那些 第 i 位 数字 y; = 1 的 二 进 数组 成 , 那么 8! 将 由 那些 y; = 0 
的 二 进 数 组 成 . 因此 (参看 下 面 习题 9), 表示 已 知 极 小 多 项 式 M(51,.…, Sn) 的 集合 是 
由 单个 二 进 数 a(M) = a1a2…an 组 成 , 它 的 第 i 个 数字 ui 是 0 还 是 1, 视 5S 在 M 
中 带 撤 还 是 不 带 后 而 定 . 显然 , 不 同 的 极 小 多 项 式 M = Mo 要 用 不 同 的 二 进 数 来 表示 ， 
因此 ，Ma 的 不 同 集合 中 极 小 多 项 式 的 并 表示 了 的 不 同 子 集 , 这 就 证 明了 下 面 的 结果 . 
推论 ”惟有 22" 个 不 同 的 nn 变量 的 布尔 函数 . 

我 们 现在 可 以 用 系统 的 方法 来 代替 布尔 多 项 式 任意 的 运算 .任意 给 出 的 布尔 
代数 中 的 方程 B= Ez, 只 要 把 两 边 都 化 为 析 取 标准 型 就 可 确定 这 个 方程 是 正确 还 
是 错误 . 
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习 题 


屡 


把 下 列 各 表达 式 化 为 标准 型 : 
(a) (ZV A AD,  (b) (ze VY AY Vz) A (V2). 
用 把 等 式 两 边 化 为 ( 析 取 ) 标准 型 的 方法 检验 下 列 给 出 的 各 方程 的 正确 性 . 
(a) [zrA(yV 2) = (2 AW'V (Az), (b) z= (2 Vy)'V [zsYv (rzVy)). 
3. 证 明 : 每 个 布尔 多 项 式 具有 对 偶 标 准 型 , 它 是 某 些 “ 素 多 项 式 ” 的 “ 交 ”. 详细 描述 这 些 
素 多 项 式 , 并 指出 它们 是 极 小 多 项 式 的 补 . 这 个 结果 与 多 项 式 分 解 定理 “ 域 上 的 每 个 普 
通 多 项 式 可 唯一 地 表示 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ”有 什么 类 似 之 处 ? 
用 习题 3 的 标准 型 检验 习题 2(a) 的 方程 . 
5. 证 明 : f(z,y) 的 标准 型 是 
f(z,y)= [f(T, DAzAYY [FT,O)AzAY) 
V[f(O, I) Am Ay] Vv [f(0,O0) Az’ Ay]. 
6. 证 明 : 任意 两 个 不 同 的 极 小 多 项 式 的 交 是 O- 
7. 根据 一 般 分 配 律 展 开工 = (zi V zi) 入 …'A (zn Vz) 来 证 明了 是 所 有 极 小 布尔 多 项 式 
的 集合 的 并 . 
由 习题 ?和 zi = zi 人 了 来 证 明 : 每 个 z; 是 所 有 那些 第 i 项 为 r; 的 极 小 多 项 式 的 并 . 
(a) 设 VMe 表示 集合 4 中 的 所 有 极 小 多 项 式 的 并 , 证 明 ， 


(Ym) (Yu) = Van (Va) (Ym) = War 
(b) 证 明 , 如 果 我 们 定义 极 小 多 项 式 的 空 集 的 并 VM 是 0, 那么 上 述 公式 仍然 成 立 . 
*10, 利用 习题 7 和 习题 9 证 明 ， (人 Ma)' = me-( 接 示 ， 运用 11.4 节 引 理 6.) 
只 用 习题 8~ 习题 10 独立 地 证 明 : 每 个 布尔 多 项 式 可 以 写成 极 小 多 项 式 的 并 . 
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前 面 很 少 用 到 “包含 ”的 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传递 律 , 然而 这 些 定律 是 所 有 定 
律 中 最 基本 的 , 因此 可 以 把 它们 应 用 到 许多 非 布尔 代数 的 系统 中 去 . 

例如 , 对 于 一 个 集合 的 所 有 子 集 组 成 的 系统 , 这 些 定律 显然 成 立 , 这 些 子 集 是 按 
照 任意 特殊 性 质 来 划分 的 ( 记 作 c 或 <). 例如 , 这些 定律 对 于 任意 群 的 全 体 子 群 
(或 者 全 体 正规 子 群 ! )、 任意 域 的 全 体 子 域 和 任意 线性 空间 的 全 体 子 空间 , 等 等 , 都 
成 立 即使 所 有 这 些 系统 都 不 构成 布尔 代数 . 这 些 定律 对 于 实数 之 间 的 “小 于 
或 等 于 ”关系 x < y 和 正 整 数 之 间 的 整除 关系 zly, 等 等 , 也 都 成 立 . 

这 些 例 子 暗 示 了 “ 尘 序 ” 这 个 抽 银 概念 .“ 半 序 ” 是 指 任意 满足 自 反 律 、 反 对 称 
律 和 传递 律 的 关系 . 


Bd 


ba 


© 


bt 
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定义 ”一 个 具有 二 元 关系 < 的 集合 P 如 果 这 个 关系 满足 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传 
递 律 , 那么 称 已 为 半 序 集 . 

对 于 这 种 类 型 的 任意 关系 a < b( 读 作 多 包含 a”), 我 们 可 以 定义 a < 的 意思 
是 : a< 5 但 a 关 b; 而 当 a<b, 并且 没 有 z 能 满足 a<z<6b, 这 时 可 称 b 徐 盖 a. 

下 面 引 理 指出 , 任意 格 可 看 作 一 个 半 序 集 ( 它 的 完整 含义 将 在 下 一 节 里 说 明 ). 
引 理 ”在 任意 格 中 , 如 果 关系 了 入 3 的 意思 是 TAYy = Z( 等 价 于 Vy =Yy), 那么 这 
个 关系 是 一 个 半 序 . 

具有 有 限 个 元 素 的 半 序 集 可 以 用 图 方便 地 表示 出 来 . 系统 中 的 每 个 元 素 用 小 圆 
圈 表 示 , 如 果 a > 六 则 对 应 a 的 小 圆圈 画 在 对 应 "的 小 圆圈 之 上 . 然后 对 于 a 覆盖 
5 的 情形 , 我 们 从 a 到 5 画 一 条 下 降 的 直线 , 我 们 可 以 从 图 上 重新 构造 关系 a > b， 
因为 a >b 当 且 仅 当 在 图 中 从 5 出 发 沿 着 某 些 上 升 的 直线 段 朴 到 a. 

例如 , 在 图 11-3 中 , 第 一 图 表示 四 元 素 群 的 所 有 子 群 组 成 的 系统 ; 第 二 图 表示 
三 点 集 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 ; 第 三 图 表示 数 1, 2, 4, 8 在 整除 关系 之 下 组 成 
的 系统 . 其 他 几 个 是 随便 构造 的 , 它 告诉 我 们 怎样 只 通过 画图 就 能 构造 出 抽象 的 半 
序 集 . 6.7 节 中 图 3 是 正方 形 群 的 所 有 子 群 的 半 序 集 的 图 . 


SBI4OS 


图 11-3 


显然 , 在 任意 半 序 集中 , 关系 > 也 满足 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传递 律 (这 只 不 过 
是 从 右 到 左 来 读 这 些 公设 ). 因此 , 由 关系 a<b 定义 的 半 序 集 公设 能 够 证 明 的 任何 
命题 , 当 每 处 的 a < b 用 其 相反 的 关系 a > b 来 代替 时 , 通过 一 系列 同样 的 推理 仍然 
可 以 证 明 它 成 立 . 反之 亦 然 . 这 就 是 
对 偶 原理 在 每 个 半 序 集中 成 立 的 任何 定理 , 如 果 把 定理 叙述 中 的 所 有 符号 < 都 
与 符号 > 互 换 , 那么 定理 仍然 成 立 . 

这 里 要 强调 指出 , 这 个 原理 不 是 关于 半 序 集 的 通常 意义 下 的 定理 , 而 是 关于 定 
理 的 定理 . 因此 , 它 属于 “元 数学 ”的 范畴 - 


习 题 
1. 详细 说 明 , 图 11-3 中 的 第 二 图 怎样 表示 了 三 点 集 7 的 所 有 子 集 的 代数 . 


2. 画 出 下 列 各 半 序 集 的 图 : 
(a) 四 点 集 的 所 有 子 集 的 布尔 代数 . 
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(b) 12 阶 循环 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
(c) 四 元 数 群 的 所 有 子 集 的 集合 . 
(d) 整数 1, 2, 3, 4 6, 8, 12, 24 在 整除 性 之 下 构成 的 半 序 集 . 
(e) 54 阶 循环 群 的 所 有 子 集 的 集合 . 
(f) 模 40 整数 的 环 Zso 的 所 有 理想 的 集合 . 
.证明 : 习题 2 的 (d), (e), (f) 各 部 分 的 半 序 集 在 适当 规定 的 意义 之 下 都 “ 同 构 ”. 
下 列 集合 中 哪些 是 半 序 集 ? 
(a) 实数 域 R 的 所 有 子 域 , 在 包含 关系 之 下 . 
(b) 所 有 数 对 (a,5b), 如 果 (ab) < (a',b) 的 意思 是 a< a 和 b<5. 
(c) 所 有 实数 对 (a,5), 如 果 (ab < (a',b) 的 意思 是 或 者 a < a' 或 者 a = o', 并 且 
bgb. 
(d) 所 有 实数 对 (a,5), 如 果 (a,5) < (ab) 的 意思 是 os wo 和 b<b. 
(e) 已 知 整 环 的 所 有 子 整 环 , 在 包含 关系 之 下 . 
(f) F(z) 中 的 所 有 多 项 式 , 如 果 f(z) < g(z) 的 意思 是 f(z) 可 整除 g(x). 
考虑 具有 关系 a < b 的 无 素 系统 , 关系 a < b 满足 传递 律 和 非 自 反 律 (a < a 永远 不 成 
立 ). 证 明 , 如 果 a < b 的 意思 是 或 者 a <b 或 者 a = b, 那么 集合 是 半 序 集 . 
证 明正 文中 氢 述 的 引 理 . 
(a) 证 明 : 11.3 节 的 例 1 中 , 格 过 是 通过 子 空间 之 间 的 集合 包含 关系 来 定义 的 . 
(b) 颁 述 并 证 明 , 关于 11.3 节 例 2 的 一 个 类 似 的 命题 . 
(e) 如 果 用 mln 来 定义 全 体 正 整数 集合 的 半 序 , 那么 ^ 和 V 都 意味 着 什么 呢 ? 


办 名 


名 


0 
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相 容 性 原理 指出 怎样 通过 并 和 交 来 定义 包含 , 现在 我 们 反 过 来 说 明 , 可 通过 包 
含 来 定义 并 和 交 . 也 就 是 说 , + Vy 是 既 包 含 > 又 包含 y 的 最 小 集合 , 而 zy 是 既 
包含 在 z 中 又 包含 在 y 中 的 最 大 集合 . 这 一 说 法 是 由 C.S. 皮尔 斯 (Peirce) 提出 来 
的 , 我 们 把 它 更 确切 地 叙述 如 下 . 

设 X 是 半 序 集 已 的 某 些 元 素 的 集合 , 如 果 一 个 元 素 a, 对 所 有 z < X 都 满足 
a < z, 那么 称 a 是 X 的 “下 界 ”. 像 第 4 章 所 描述 的 那样 ,“ 最 大 下 界 "(g.1.b.) 指 的 
是 包含 其 他 所 有 下 界 的 下 界 , 即 最 大 下 界 c, 它 对 其 他 任意 下 界 a, 满足 c > a. 显然 ， 
最 大 下 界 如 果 存 在 , 就 一 定 唯一 , 这 是 因为 如 果 a 和 6 都 是 同一 个 集合 习 的 最 大 下 
界 , 那么 a > 并 且 5 > oa 因此 a = 站 

对 偶 地 , 我 们 可 以 定义 “上 和 界 " 和 “最 小 上 界 "(l.u.b.), 并 可 证 明 如 果 最 小 上 界 存 
在 , 就 一 定 唯一 . 这 里 我 们 正 使 用 了 元 数学 的 对 偶 原理 ! 因此 , 我 们 可 以 说 “集合 的 
最 大 下 界 `、“ 集 合 的 最 小 上 界 ” 而 不 用 说 “集合 的 一 个 最 大 下 界 ” 或 “集合 的 一 个 最 
小 上 界 ”. 当然 这 里 假定 这 些 界 是 存在 的 . 
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引 理 1 在 任意 格 中 , 交 TA 人 Y 和 并 zV8 分别 是 由 工 和 两 个 元 素 组 成 的 集合 的 
最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 
证 明 因为 zAzAy=zYAy 和 3%AzAN=zAz 所 以 相 容 性 原理 指出 zAy 是 
和 2 的 下 界 . 它 也 是 最 大 下 界 , 这 是 因为 由 z < z 和 z 和 y, 再 次 根据 相 容 性 原理 可 
推出 z==T 和 人 z=zA 人 (yA 人 z) =(zA 妇 和 zi 所 以 z 和 rzAy 因此 x 人 yy 是 最 大 下 界 . 
由 对 偶 性 就 完成 了 整个 引 理 的 证 明 . 

这 个 引 理 表明 , 任意 格 是 具有 “ 格 性 质 ” 的 半 序 集 , 所 谓 “ 格 性 质 ” 是 指 任意 两 
个 元 素 具 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 我 们 现在 将 指出 , 这 个 性 质 完全 地 表征 了 格 . 
定理 3 设 工 是 任意 半 序 集 , 其 中 任意 两 个 元 素 Z, 具有 最 大 下 界 TYy 和 最 小 上 
界 Vy, 那么 在 人 和 V 两 种 运算 之 下 ,也 是 一 个 格 , 在 这 个 格 中 , a < b 当 且 仅 当 
a 人 b= a( 或 等 价 于 aV5b= 5b). 
证 明 ”只 须 证 明 等 等 律 、 交 换 律 、 结合 律 和 吸收 律 及 相 容 性 原理 . 而 且 根据 对 偶 原 
理 只 须 对 最 大 下 界 来 证 明星 等 律 、 交 换 律 和 结合 律 . 由 定义 的 对 称 性 , 交换 律 显然 
满足 . 因为 z: 人 (yz) 和 (zy) 信 z 都 是 z,y,z 三 个 元 素 的 最 大 下 界 , 所 以 满足 结 
合 律 . 根据 定义 , 显然 z+ 人 x = z, 因而 备 等 律 是 显然 的 . 为 了 证 明 相 容 性 原理 , 首先 
假定 > < y, 闭 么 任意 使 得 2<z 和 z<y 的 z, 满 足 z2<z; 而 z<z 且 z<y, 所 
以 z 满足 最 大 下 界 zy 的 定义 , 因此 z = zy. 反之 , 如 果 z =zAy 那么 ,z 是 y 
的 下 界 , 所 以 z < y, 这 就 证 明了 相 容 性 原理 , 吸收 律 可 通过 类 似 于 11.4 节 的 引 理 3 
的 证 明 而 推出 , 

上 面 没 有 提 到 分 配 律 , 因为 分 配 律 不 是 在 一 切 格 中 都 成 立 . 例如 , 当 z,y,z 是 四 
元 素 群 (图 3 的 第 一 图 ) 中 选 出 的 三 个 二 阶 子 群 时 , 分 配 律 就 不 成 立 . 然而 , 两 个 与 
此 有 关 的 不 等 式 成 立 . 
定理 4 在 任意 格 中 ,半分 配 律 成 立 : 


TA(YV2) 2 (ZAy)V(zAz)， zV(yAz) < (zVy)A(zYz). 
此 外 , 每 一 个 分 配 律 可 推出 它 的 对 偶 形 式 . 
证 明 ”根据 对 偶 原 理 , 证 明 可 简略 一 半 . 关于 第 一 个 半分 配 律 , 请 注意 , 右边 的 两 项 
分 别 是 左边 两 项 的 下 界 ; 因此 z 和 yv z 的 最 大 下 界 是 zy 的 上 界 , 又 是 zz 的 


上 界 , 所 以 是 z+ 和 人 y 和 zz 的 最 小 上 界 (zy)V(z 人 y) 的 上 界 . 
最 后 , 假设 11.3 节 (ii) 中 的 第 一 个 分 配 律 成 立 , 我 们 展开 得 到 


(VY A(zVz)= [VY A VY (rvY) A 
=ZV(TAz)V(yAz)= 2V (yA 2), 


这 就 是 11.3 节 ( 语 ) 中 的 另 一 个 分 配 律 . 根据 对 侦 原理 , 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
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由 上 面 一 些 定理 推 得 , 要 证 明 一 个 集合 代数 是 布尔 代数 , 我 们 只 须知 道 , (i) 集合 
包含 关系 满足 自 反 律 、 反对 称 律 和 传递 律 ; (i) 两 个 集合 的 并 是 包含 这 两 个 集合 的 
最 小 集合 , 两 个 集合 的 交 是 包含 在 这 两 个 集合 中 的 最 大 集合 ; (iii) 恒 等 地 有 SN(TU 
U0) = (SNT)U(SNU);(iv) 每 个 集合 5S 有 一 个 中 "5 满足 SnS = 0,SU3S' = 工 
这 也 就 证 明了 
定理 5 布尔 代数 是 一 个 分 配 格 , 这 个 格 包 含 元 素 O 和 了 使 得 对 一 切 a, 有 0O < 
Qa < 了 ,并且 在 这 个 格 中 ,每 个 a 有 一 个 补 a', 满足 aAaw =Oava' = 工 

布尔 代数 也 可 以 用 许多 其 他 公设 系 来 描述 . 例如 下 面 习题 13 就 表示 了 一 个 布 
尔 代数 . 


习 题 


1. 图 11-3 中 哪些 图 表示 格 ? 

2. 画 出 两 个 新 图 来 表示 不 是 格 的 半 序 集 . 

3. 11.6 节 的 习题 4 中 列 出 的 集合 中 , 哪些 表示 格 ? 

4. 证 明 : 如 果 在 格 工 中 bs c, 那么 对 一 切 ee 有 aAb<aAc 和 avb<avec, 

5. 叙述 并 证 明 布 尔 代数 的 对 偶 原 理 . 

6,， 从 正文 中 给 出 的 引 理 1 前 半 部 分 的 证 明 , 写 出 后 半 部 分 的 详细 证 明 ,以 此 为 例 说 明 对 

侦 原理 . 

7. 证 明 : 只 有 有 限 个 元 素 的 格 , 具有 元 素 O 和 了 它们 满足 O < z < 了 对 一 切 无 素 z. 
*8, 证 明 : 含有 O 和 了 的 有 限 半 序 集 , 如 果 任意 适合 ci < bj(i,j = 1,2) 的 元 素 at a2z,b1, b2 
中 间 有 一 个 元 素 c, 使 得 对 所 有 的 i 和 j 有 ai < c < b;, 那么 这 个 半 序 集 是 一 个 格 . 
链 是 一 个 全 序 集 ( 即 是 这 样 的 半 序 集 , 其 中 任意 元 素 x 和 y 或 者 满足 > > y, 或 者 满足 
Yy> 7). 

(a) 证 明 : 每 个 链 是 一 个 分 配 格 . 
(b) 证 明 : 一 个 格 是 链 当 且 仅 当 它 的 所 有 子 集合 都 是 子 格 . 
*10. 一 个 格 为 模 当 上 且 仅 当 由 xz > z 总 可 推出 xz 人 A(yVz)=(zAz)YVz. 
(a) 证 明 : 每 个 分 配 格 是 模 . 
(b) 画 出 表示 五 元 素 的 格 而 不 是 模 的 图 形 . 
(e) 证 明 : 下 列 各 集合 是 一 个 模 格 . 
(i) 一 个 向 量 空间 的 所 有 子 空间 . 
(5) 一 个 阿 贝 耳 群 的 所 有 子 群 . 
(ii) 任意 群 的 所 有 正规 子 群 . 
(qd) 证 明 : 在 模 格 中 , 由 z < z 总 可 推出 zv (yz) = (z Vy) 信 z. 因此 可 推断 , 对 于 模 
格 , 对 偶 原 理 成 立 . 
*11. 在 任意 布尔 代数 中 , 两 个 元 素 z 与 y 的 对 称 差 定义 为 z+y = (z Ag) v (zx' 信 yy). 
(a) 如 果 > 和 4 是 集合 , 它们 的 对 称 差 指 的 是 什么 ? 画图 说 明 . 


Be 
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(b) 说 明 z +y 满足 结合 律 、 交 换 律 , 并 且 具 有 零 元 素 . 
(oc) 证 明 : 如 果 把 对 称 差 当 作 和 , 把 交 当 作 积 , 那么 每 个 布尔 代数 是 一 个 交换 环 . 
12. (a) 证 明 : 如 果 我 们 在 向 量 空间 23 中 用 &7 = (zag， …,zngyn) 来 定义 乘法 , 那么 23 
变 为 一 个 交换 环 , 在 这 个 环 中 , 对 一 切 € 有 €? = &. 
*(b) 证 明 : 在 运算 & 人 n= &7n, EV 二 二 十 6， 二 (1,1,…,1) 一 之 下 , 这 个 环 
是 一 个 布尔 代数 
*13. 证 明 : 如 果 工 是 具有 泛 界 O 和 了 的 格 , 在 这 个 格 中 每 个 元 素 a 都 有 补 a, 具有 性 质 
Za ” 当 且 仅 当 aAz = O， 


y 之 a” 当 且 仅 当 avy= 工 
那么 工 是 一 个 布尔 代数 . (提示 : 为 了 证 明 第 一 分 配 律 , 只 须 证 明 
e= [aeA(bvcjjA[(aAb)v(aAcj]' = O. 


把 。 写成 交 , 并 考虑 每 一 项 .) 
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11.5 节 的 主要 结论 是 , 对 于 布尔 代数 所 假定 的 公设 可 推出 一 组 恒等式 , 这 些 恒 
等 式 对 于 交 、 并、 补 的 集合 代数 来 说 都 是 正确 的 . 实际 上 , 已 经 证 明了 , 一 个 特殊 集合 
223 的 适当 一 族 子 集 合 51，,…, Sn 具有 性 质 : 对 于 两 个 布尔 多 项 式 p,q,p(S1,…, Sn) = 
4(S1,…,Sn) 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 析 取 标准 型 . 对 于 给 定 的 n, 所 有 这 些 析 取 标 
准 型 组 成 的 布尔 代数 称 为 具有 n 个 生成 元 的 自由 布尔 代数 . 

我 们 现在 将 证 明 一 个 更 强 的 结果 , 并 顺便 指出 , 用 来 定义 分 配 格 的 公设 完全 地 
表征 了 集合 的 交 和 并 的 性 质 . 为 此 目的 , 我 们 需要 同 态 和 同 构 的 概念 , 它们 类 似 于 对 
于 群 用 过 的 同 态 和 同 构 概念 . 
定义 ”一 个 从 格 卫 到 格 M 的 函数 有 :LL 一 M, 如 果 对 一 切 z,yE 工 有 f(z 人 y)= 
f(z) 人 f(y) 和 jzVva) = f(z)V f(y), 那么 函数 f 称 为 同 杰 , 一 一 映 上 的 同 态 称 为 
同 构 . 

例如 , 由 维 恩 图 (图 11-1) 的 三 个 圆 X,Y, 2 生成 的 布尔 代数 与 Z3 的 所 有 子 集 
组 成 的 代数 同 构 , 相应 的 函数 就 像 11.5 节 所 定义 的 那样 . 

引 理 1 两 个 布尔 代数 (看 作 格 ) 之 间 的 同 构 f :4 局 B 一 定 把 和 4 中 的 汽 界 O, 了 
和 补 映射 到 BB 中 相应 的 泛 界 和 补 . 

证 明 显然 , “对 一 切 z € 4,OAz = 0” 可 推出 “对 一 切 f(z) es B,f(0) 信 f(z)= 
jJ(OAz) = f(0)”; 因此 f(O) 是 B 的 泛 下 界 ; f(7) = 了 的 证 明 类 似 . 因此 “在 4 
中 zAxy = 0” 可 推出 “在 B 中 f(z) 人 f(z ) = f(z 人 z) = f(0) = 0”, 对 偶 地 有 
f(z) Y f(z') = 了 ,这 就 证 明了 f(z') = [f(z)]', 从 而 完成 了 引 理 1 的 证 明 . 
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定义 集 环 是 集合 工 的 这 样 一 族 子 集合 : 如 果 这 个 族 包含 任意 两 个 集合 5 和 了， 
那么 它 一 定 包 含 它们 的 交 SNT 了 和 它们 的 并 SUT; 集 域 是 这 样 的 集 环 : 它 包 含 了 
包含 空 集 @, 并 且 如 果 包 含 任意 集合 5, 那么 也 一 定 包 含 5 的 补 3/. 

换 句 话说 , 了 的 子 集 构成 的 集 域 恰好 是 了 的 所 有 子 集 构成 的 布尔 代数 4 的 一 个 
布尔 子 代数 ; 了 的 子 集 构成 的 集 环 恰好 是 4 的 子 格 , 这 时 把 4 看 作 分 配 格 . 我 们 将 
证 明 , 每 个 有 限 分 配 格 与 集 环 同 构 , 每 个 有 限 布尔 代数 与 某 (有 限 ) 集合 的 所 有 子 集 
构成 的 集 域 同 构 . 这 些 结论 有 点 类 似 于 群 的 凯 莱 定理 . 

在 证 明定 理 1 的 这 些 逆 命题 时 , 我 们 还 需要 下 面 的 概念 . 
定义 格 工 的 一 个 元 素 a > 9O, 如 果 由 ZVy 二 a 可 推出 T=a 或 y =a, 则 称 a 
是 并 -不 可 约 的 ; 如 果 a < JT, 并且 由 Ty = a 可 推出 ZT =a 或 Y= a, 则 称 a 是 
交 - 不 可 约 的 ; 一 个 元 素 p, 如 果 p > O, 并 且 不 存在 元 素 工 使 得 p> z > O, 则 称 p 
为 原子 (atom). 

引 理 2 在 布尔 代数 中 , 一 个 元 素 是 并 -不 可 约 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 原子 . 

证 明 如 果 p 是 一 个 原子 , 那么 由 p=zvy 推出 z=p 或 z= 0; 在 第 二 种 情形 中 
了 =OvVy=y, 因此 p 是 并 -不 可 约 的 . 反 过 来 , 如 果 a 不 是 原 了 也 不 是 O, 那么 对 某 
个 zx 有 a>z>0O. 因此 


Q&= aN\T = aA(zVz') = (aAz)V(aAz') = ZV(aNz’), 


这 里 z < a. 因为 a 和 x’ < ww 并 且 由 aAz' =a 将 推出 z=aAz=aAxAz=O， 
所 以 还 有 wAz' <a, 因此 表明 a 是 并 -可 约 的 . 

现在 , 对 任意 有 限 格 工 的 每 个 元 素 w 设 S(a) 是 工 中 所 有 的 并 -不 可 约 元 素 
Pk < a 的 集合 , 考虑 映射 am 5S(a). 我 们 有 
引 理 3 ”在 有 限 格 工 中 , 每 个 元 素 a 满足 au 一 YN 


证 明 对 于 a= 0, 可 立即 得 出 上 述 结论 . 因为 S(O) = g( 空 集 ), 并 且 O 是 空 集 的 
最 小 上 界 . 对 于 任意 其 他 的 a e 卫 , 我 们 应 用 数学 归纳 法 第 二 原理 , 设 P(n) 是 命题 : 
当 工 中 元 素 z < a 的 个 数 是 n=n(a) 时 引 理 3 成 立 . 显然 如 果 a 是 并 -不 可 约 的 ， 
则 P(n) 正确 . 而 如 果 a 是 并 -可 约 的 , 也 不 是 0, 那么 a = z Vy, 其 中 <a,y <a， 
因此 n(z) < n(@),n(y) < n(a). 对 nn 用 归纳 法 , 由 此 得 到 z 和 3 是 并 -不 可 约 元 素 的 
并 : z= Yee 和 y= Vm, 因此 a= YPe VV 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 . 

引 理 4 在 任意 有 限 格 二 中 ,映射 @ 王 S(a) 把 荆 中 的 交 映 射 到 集合 论 中 的 交 : S(aA 
b) = S(a) N Ss(b). 

证 明 根据 a 人 5 的 定义 , P<aAb 当 目 仅 当 p<a 和 p<b. 

引 理 5 在 有 限 分 配 格 工 中 ,映射 a S(a) 把 工 中 的 并 映射 到 集会 论 中 的 并 : S(av 
b) = S(a) U S(b). 
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证 明 ”一 个 给 定 的 并 -不 可 约 元 素 p 包含 在 aVb 中 并 且 仅 当 
p= pA(avb) = (pAa)Vv (pAb). 


如 果 p 是 并 -不 可 约 的 , 则 上 式 意味 着 或 者 DA 人 Aa = p( 即 p < oa) 或 者 DAb = p( 即 
p <b). 这 表明 , S(a Vb) 包含 p 当 且 仅 当 或 者 S(a) 包含 p 或 者 5(b) 包含 p. 而 反 过 
来 显然 在 任意 格 中 都 正确 . 证 毕 
引 理 4 和 引 理 5 表明 , 映射 om S(a) 是 从 工 到 集 环 尺 上 的 一 个 同 态 , RR 是 由 
工 的 并 -不 可 约 元 素 的 集合 了 的 所 有 子 集 构成 . 而 且 引 理 3 表明 这 个 映射 是 从 工 到 
RR 上 的 一 一 映射 . 这 就 证 明了 
定理 6 任意 有 限 分 配 格 工 与 一 个 集 环 同 构 . 
当 工 是 有 限 布 尔 代数 时 , 引 理 2 告诉 我 们 , 每 个 ee 工 是 全 部 原子 p < a 的 并 . 
还 有 , 根据 引 理 4 和 引 理 5, 对 任意 ae L, 有 


S{aNS(a’) = S{aAa’) = 5(0) = C， 
S(a)US(a) = S(ava') = S(D = 
这 里 了 是 工 中 所 有 原子 (并 -不 可 约 元 素 ) 的 集合 . 这 就 是 [5(a)] = 5S(a), 所 以 函数 
am 5S(a) 是 一 个 同 构 . 
我 们 已 经 证 明了 映射 o 一 了 (a) 是 从 任意 布尔 代数 工 到 工 的 原子 的 子 集 的 集 
域 三 上 的 一 个 同 构 . 我 们 现在 指出 天 包含 工 的 所 有 集合 , 从 而 证 明 . 
定理 7 任意 有 限 布 尔 代数 工 与 它 的 原子 的 所 有 集合 组 成 的 布尔 代数 同 构 . 
证 明 的 完成 ”这 里 只 剩 下 证 明 下 面 的 事实 : 如 果 S 和 了 是 工 的 原子 po,pr,… 的 
两 个 不 同 集合 , 那么 YP * Yer 但 这 是 下 面 引 理 的 推论 . 
引 理 6 如果 原子 q < YP 那么 ge 5. 
因为 假定 引 理 6 成 立 , 则 VP 只 包含 5 中 的 原子 , 而 不 包含 其 他 元 素 . 


引 理 的 证 明 ”根据 一 般 分 配 律 , 有 
=9AVpo = V (gM\po) 
s s 


因为 4a 是 并 -不 可 约 的 , 所 以 推出 上 式 右边 有 某 一 个 4Ape = g, 因此 O < gq < po, 因 
为 pe 是 原子 , 这 就 推出 9 = pc. 


习 题 


1 证明: 如 果 两 个 有 限 集合 了 和 J 的 元 素 个 数 相同 , 那么 了 的 所 有 子 集 组 成 的 代数 与 J 
的 所 有 子 集 组 成 的 代数 同 构 . 
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DD 


ba 


中 


证 明 , 对 每 个 正 整 数 n, 存在 含有 2” 个 元 素 的 布尔 代数 . 

证 明 : ”元 素 集合 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 恰好 有 n! 个 自 同 构 . 

(a) 求 出 一 个 从 布尔 代数 4 到 布尔 代数 B 上 的 格 同 态 了 : 4 一 B, 这 个 同 态 不 保持 泛 
界 或 补 . 

(b) 证 明 : 这 样 的 同 态 保持 补 当 且 仅 当 它 保持 泛 界 . 

(a) 所 有 正 整数 的 集合 Z+ 在 半 序 “m < n 当 且 仅 当 mjn” 之 下 是 一 个 格 . 

(b) 证 明 : 这 个 格 是 分 配 格 . 

(c) 鉴定 它 的 并 -不 可 约 元 素 . 

证 明 : 如 果 有 限 分 配 格 工 的 全 体 并 -不 可 约 元 素 是 链 C, 那么 工本 身 是 一 个 链 , 工 的 元 

素 比 C 的 元 素 多 多 少 ? 
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12.1 数 与 集合 


本 章 将 讨论 数 与 集合 之 间 的 关系 . 这 就 是 对 正 整 数 用 基数 的 方法 处 理 , 它 与 2.6 
节 中 用 皮 亚 诺 公 设 阐明 的 序 的 处 理 方法 对 比 , 后 者 是 把 大 家 所 熟悉 的 序列 “1, 2, 3， 
4 …” 看 作 是 基本 的 . 这 种 基数 处 理 方法 能 够 使 我 们 按照 集合 来 定义 数 , 从 而 减少 
在 数学 中 必须 假定 的 不 加 定义 的 术语 的 总 数 . 但 是 为 了 实现 这 一 方案 , 还 需要 很 大 
变动 的 基本 概念 来 与 本 书 吻合 . 

所 以 , 我 们 将 假定 读者 已 熟悉 正 整 数 和 集合 的 概念 , 并 从 这 里 进行 讨论 . 我 们 的 
目的 是 , 推广 这 种 基数 方法 以 便 给 出 无 限 基数 的 严格 定义 , 无 限 基数 概念 在 现代 数 
学 中 起 着 很 基本 的 作用 . 用 这 个 定义 , 我 们 指出 基数 如 何 相 加 、 相 乘 、 并 产生 任意 基 
数 寡 , 在 这 过 程 中 证 明 , 这 些 运算 具有 正 整 数 相应 运算 的 绝 大 部 分 (虽然 不 是 全 部 ) 
性 质 . 

数 与 集合 之 间 的 关系 来 源 于 下 面 定 义 . 
定义 ” 设 妹 是 任意 正 数 数 . 一 个 集合 S 称 为 具有 基数 m( 用 符号 表示 就 是 o(S) = 并) 
当 且 仅 当 3 的 全 体 元 素 与 整数 1,2,3,…,n 之 间 存 在 双 射 

这 个 定义 意味 着 5 的 全 体 元 素 可 以 标明 si, sz, s3,…, sn, 其 中 sk 是 5 中 对 应 
于 整数 上 的 元 素 . 换 句 话说 , 我们 可 以 来 数 5 的 元 素 , 一 直 数 到 n, 每 个 元 素数 一 次 
而 且 仅 数 一 次 . 由 此 得 到 一 个 推论 : 如 果 两 个 集合 5S 和 了 具有 相同 的 基数 , 那么 5 
和 了 之 间 存 在 一 个 双 射 , 即 存在 对 应 关系 si + 一 加，……sn 一 加. 但 是 下 面 事实 
并 不 显然 : 同一 个 集合 不 能 有 两 个 不 同 的 基数 , 也 就 是 说 , 按 不 同 顺序 重新 计数 , 我 
们 不 能 得 到 不 同 的 元 素 总 数 . 我 们 现在 就 来 证 明 这 个 事实 , 先 叙述 一 个 稍微 一 般 的 
结果 . 
定理 1 设 m 和 mn 是 正 整 数 . 集合 {1,2,…,m} 和 集合 {1,2,…,n} 的 一 个 真子 
集 之 间 存 在 一 个 双 射 当 且 仅 当 m <n. 

证 明 ”如 果 m <n, 那么 双 射 : 1 一 1,2 一 > 2,…,m 一 * m 就 是 我 们 所 要 的 对 
应 . 定理 1 的 这 一 半 命 题 比较 显然 , 但 是 分 析 逆 命题 时 必须 更 遵 慎 些 . 

当 m = 1 时 , 逆 命 题 是 显然 的 , 这 因为 1 是 最 小 正 整数 ; 因此 我 们 可 以 对 m 用 

归纳 法 . 我 们 现在 假设 集合 {1,…,m} 和 整数 集合 {1,…,n} 的 真子 集 5 之 问 有 一 


@ 有 时 称 空 集 为 具有 零 基数 的 集合 . 
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个 双 射 1 Jrm 一 f(m). 定义 一 个 新 的 双 射 ;* 一 9 一 上 到 一 了 
如 下 : 


gD)=f(), 当 f()#n 
gi)=f(m, 当 fi)=n 

因为 至 多 对 一 个 i 使 f(i) = n, 所 以 对 应 i 一 > g(i) 将 是 整数 1,…,m 一 1 和 整数 
1,…,n 一 1 中 的 某 些 整 数 之 间 的 一 一 对 应 . 

根据 假定 , 所 有 整数 f(i) 的 集合 5 是 集合 {1,…,n} 的 真子 集 , 这 意味 着 5 
不 包含 所 有 整数 1,…,n. 让 我 们 在 5 之 外 选取 一 个 最 小 的 正 整数 < n, 所 以 对 
i = 1,…,m,f(i) 绝 不 等 于 大 当 k < n 时 , 条 件 (1) 表明 , 没有 一 个 g(i) 等 于 让 
当天 = 中 时 , f(i) =n 绝 不 成 立 , 所 以 没有 一 个 g(i) 等 于 f(m). 无 论 哪 种 情况 , 整 
数 g(1),…,g(m 一 1) 不 能 包含 所 有 整数 1,…,n 一 1, 所 以 i 一 g(i) 是 整数 集合 
{1,…,m 一 1} 和 整数 集合 {1,…,n 一 1 的 真子 全 之 间 的 一 一 对 应 . 现在 根据 数学 
归纳 法 假设 , 我 们 能 得 到 m -1 < n 一 1, 因此 两 边 都 加 上 1, 就 有 mm <n. 
推论 1 集合 {1,…,m} 和 集合 {1,…,n} 的 一 个 子 集 之 间 存 在 一 个 双 射 当 且 仅 
当 m<n. 
证 明 ”如果 m sm 那么 双 射 1 一 > 1,…,m 一 + m 就 是 所 要 的 对 应 . 反 过 来 , 如 果 
i f(i) 是 集合 {1,…,m} 和 整数 1,…,n 中 某 些 整数 之 间 的 双 射 , 那么 它 是 集合 
{1，…m} 和 {1 nm. 二 1} 的 真子 集 之 间 的 双 射 . 因此 根据 定理 1, 有 m <n+1， 
所 以 mn. 
推论 2 。” 如果 集合 {1,…,m} 和 集合 {1,…,n} 之 间 存 在 一 个 双 射 , 那么 m =n. 

这 因为 , 根据 推论 1, 有 m < n 和 n< m, 因此 mm =n. 这 就 表明 , 同一 个 集合 
不 能 有 两 个 不 同 的 正 整 数 作 为 它 的 基数 . 
推论 3 如 果 5 是 集合 {1,…,n} 的 一 个 真子 集 , 那么 在 集合 {1,…,n} 和 集合 5 
之 间 不 存在 双 射 . 
证 明 如果 存在 这 样 的 双 射 , 由 定理 1 将 得 出 ”< n, 这 是 矛盾 的 . 

上 述 结果 可 直接 推出 下 面 的 结论 . 设 5 和 全 是 任意 两 个 集合 , 它们 的 基数 分 别 
为 正 整 数 m 和 n. 那么 m < n 当 且 仅 当 5 和 了 的 子 集 之 间 存 在 一 个 双 射 ; m = n 
当 且 仅 当 5 和 整个 了 之 间 存 在 一 个 双 射 . 


(1) 


习 题 


1. 证 明 , 如 果 集合 5 的 基数 为 n,t 是 S 中 的 特定 元 素 , 那么 S 和 {1,…,n) 之 间 存在 一 个 
双 射 , 使 得 对 应 于 ne. 

2. 证 明 : 如 果 集 合 S 的 基数 为 n, 那么 从 5 中 去 掉 一 个 元 素 后 , 便 留 下 一 个 基数 为 n 一 1 
的 集合 5S”. 
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3. 用 证 明定 理 1 时 用 过 的 方法 直接 证 明 推论 1. 
4 像 习 题 3 那样 证 明 推论 3. 
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一 个 集合 称 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 元 素 可 以 用 通常 的 方法 计数 . 下 面 我 们 把 这 
个 概念 六 述 得 更 确切 些 . 
定义 ”一 个 非 空 集 合 3 称 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 基数 是 一 个 正 整数 . 不 是 空 全 也 
不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ， 

例如 , 所 有 正 整数 的 集合 Z+ 是 无 限 集 . (利用 定理 1, 这 是 不 难 证 明 的 .) 我 们 现 
在 引进 如 下 概念 : 无 限 集 也 可 以 看 作 是 有 基数 的 . 
定义 ”一 个 集合 5, 如 果 它 与 所 有 正 整 数 的 集合 是 双 射 的 , 那么 称 5 为 可 数 集 , 或 
称 5S 具有 基数 d( 用 符号 表示 @ 就 是 o(5) = d). 

这 个 定义 的 条 件 等 价 于 : 可 以 把 $ 的 全 部 元 素 列 成 普通 的 无 限 序列 s1, s2， 
53，,…,5n,…, 使 得 5 的 每 个 元 素 出 现 一 次 且 仅 出 现 一 次 . 如 果 另 一 个 集合 了 与 
可 数 集 5 是 双 射 的 , 那么 可 推出 了 本 射 也 是 可 数 的 . 
定理 2 (各 里 略 (Galileo) 悖 论 ) 任意 可 数 集 都 有 一 个 可 以 把 它 映射 到 它 的 真子 集 上 
的 双 射 . 

证 明 可 数 集 (比如 说 集合 5) 的 所 有 元 素 可 以 根据 定义 写成 序列 s1, s2, s3,…, 它 
以 全 体 不 同 正 整数 作为 下 标 . 双 射 s1 一 s2, s2 一 ssi 5i41 是 集合 
5S 和 从 3 中 删 去 sl 而 得 到 的 集合 之 间 的 一 一 对 应 . 证 毕 

可 以 看 出 d(“ 可 数 无 穷 ”) 是 最 小 的 无 限 基数 . 更 确切 地 说 , 这 是 
定理 3 ”任意 无 限 集 包含 一 个 可 数 子 集 . 

证 明 设 5 是 无 限 集 , 在 5 中 选取 任意 元 素 s1, 然后 从 3 - (si) 中 选取 第 二 个 
元 素 s2; 再 从 S 一 {s1,s2} 中 选取 第 三 个 元 素 ss, 等 等 . 因为 5 是 无 限 的 , 所 以 
5 一 {s1, 52，,…, sn} 绝 不 可 能 是 空 集 , 因此 我 们 总 可 以 在 这 里 选取 一 个 元 素 @sn41， 
并 且 这 个 过 程 永远 不 会 停止 , 直到 我 们 构造 出 3 的 不 同 元 素 的 无 限 序列 . 

推论 ( 戴 德 金 -皮尔 斯 ) 一 个 集合 5 是 无 限 集 当 且 仅 当 有 一 个 把 5 映射 到 它 的 真 
子 集 上 的 双 射 . 

证 明 ”如果 5 是 基数 为 n 的 有 限 集 , 那么 5 与 {1,…,n} 是 双 射 的 , 所 以 定理 1 的 
推论 3 断言 5 不 能 与 它 的 一 个 真子 集 双 射 . 相反 地 , 设 5 是 任意 无 限 集 , 它 将 包含 
由 元 素 tu1, wz, us,… 组 成 的 可 数 子 集 U. 构造 一 个 函数 , 它 把 UV 中 每 个 元 素 wi 与 

@ 常常 用 希 伯 来 字母 No( 读 作 “ 阿 勒 夫 - 零 " ) 代替 符号 d. 


@@ 这 个 构造 用 了 集合 论 中 称 为 选择 公理 的 一 个 基本 原理 : 给 定 任意 集合 5, 存在 一 个 “选择 函数 ”7Y, 它 
从 任意 非 空 集合 TC S 中 选取 一 个 元 素 Y(T) < 工 . 
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其 后 继 wi+l 对 应 起 来 , 再 把 5 中 不 属于 UV 的 每 个 元 素 与 其 自身 对 应 起 来 , 这 个 函 
数 就 是 从 5 到 5 的 真子 集 的 双 射 - 证 毕 
实际 上 , 很 多 无 限 集 原 来 都 是 可 数 集 (具有 基数 d). 下 面 定理 给 出 两 个 例子 . 
定理 4 所 有 整数 集合 也 是 可 数 集 ; 所 有 有 理 数 的 集合 Q 是 可 数 集 . 
证 明 对 应 nn 一 2n 十 1(n = 0,1,2,…),(--n) 一 2n(n = 1,2,3,.…) 是 所 有 整数 
的 集合 {0, 一 1,1, -2,2,… 小 和 所 有 正 整数 集合 {1,2, 3,4,5,…} 之 间 的 一 一 对 应 . 这 
就 证 明了 第 一 个 断言 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 所 有 正 有 理 数 的 集合 Q+ 是 可 数 集 . 为 此 我 们 首先 把 所 有 正 
整数 的 商 排 成 一 个 无 限 正方 形 , 如 图 12-1 所 示 . 如 果 按 照 顺序 ， 加 由 多 小 的 开放 邯 过 


界 来 排列 , 那么 我 们 可 以 把 所 有 这 样 的 商 排 成 下 面 普通 的 无 限 序列 . 第 一 项 是 了 


的 后 继 是 二 ;本 的 后 继 , 当 m <n 时 ,是 亚 二 二 当 m>n>1 时 是 -到 -人 


这 个 序列 中 出 去 所 有 不 是 既 约 分 数 的 分 数 (或 者 等 价 地 说 ， 列 去 的 这 些 分 数 等 于 前 
面 已 列举 过 的 另 一 些 整数 的 商 ), 所 得 到 的 子 序列 把 全 体 正 有 理 数列 成 一 个 普通 的 
序列 , 并 建立 起 Q+ 和 Z+ 之 间 的 双 射 并 一 ，h 而 这 又 可 以 很 容易 地 扩张 成 所 有 
有 理 数 的 集合 Q 和 所 有 整数 的 集合 2 之 间 的 双 射 于 一 0 一 0, 一 也 一 一 
因为 Z 是 可 数 集 , 所 以 推出 Q 是 可 数 集 . 


1. 证 明 : 7 的 所 有 整数 倍数 组 成 的 集合 是 可 数 集 . 

2. 证 明 : 有 理 数 域 上 的 有 限 维 空间 Q” 中 所 有 向 量 组 成 的 集合 是 可 数 集 . 
3. 直接 证 明 : 所 有 正 整数 的 集合 与 一 个 有 限 集 之 间 的 双 射 是 不 存在 的 . 
4. 证 明 : 如 果 了 和 U 是 可 数 集 , 那么 5 = TUU 是 可 数 集 . 
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5; 证明, 如 果 5 = TUU, 其 中 5 是 可 数 集 ,7 是 有 限 集 , 那么 U 是 可 数 集 
6. 证 明 : 可 数 集 的 每 个 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 . 

7. 证 明 : 仅 由 数字 9 组 成 的 所 有 十 进 小 数 构 成 一 个 无 限 序列 , 这 样 的 十 进 小 数 有 可 数 多 个 . 
8. 分 别 建立 所 有 整数 的 集合 和 它 的 三 个 真子 集 之 间 的 特殊 的 双 射 

9. 证明, 在 图 1 中 , 当 m<n 时, 荆 是 第 (n 一 ?+m 项 当 m>n 时 , 守 是 第 m?-n+l 


项 . 
10. 证 明 , 域 Q(V 是 可 数 的 (参看 2.1 节 ). 
11. 证 明 : 每 个 群 包含 一 个 可 数 子 群 或 有 限 子 群 . 
12. 列 出 实数 域 和 它 的 真子 集 之 间 的 双 射 
13. 证 明 : 所 有 形 为 "+"V-T(r,r'e Q) 的 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 
*14. 证 明 , 所 有 有 理 系数 多 项 式 组 成 的 环 Qfz] 是 可 数 的 . 
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不 是 所 有 的 无 限 集合 都 是 可 数 的 : 存在 不 只 一 个 的 “无 限 ” 基数 , 例如 
定理 5( 康 托 (Cantor)) 所 有 实数 的 集合 有 不 是 可 数 的 . 
证 明 ”我 们 应 用 所 谓 “ 对 角 线 法 ”. 假定 所 有 实 


数 有 一 个 排列 zl, zz za,…… 把 这 些 数 的 小 数 点 二 Q11012013014 
后 的 十 进 小 数 展开 式 按 它们 的 排列 顺序 排 成 一 021Q22023024 '** 
个 正方 形 阵列 , 如 图 12-2 所 示 . 由 这 个 阵列 的 对 一 …….Q31Q32033Q34 
角 线 上 的 数字 按 以 下 方式 构造 一 个 新 的 实数 b( 它 一 …….adlQ42043Q44 
在 0 和 1 之 间 ): 这 里 ann 是 对 角 线 上 的 第 个 图 12.2 


数字 , 设 bn 是 b 的 小 数 展开 式 的 第 m 个 数字 , 取 


-{ am 一 1， 当 an 天 0 时 ， 

和 当 ann = 0 时， 
那么 b= 0.b1b2baba.… 是 某 个 实数 的 十 进 小 数 5b 的 展开 式 , 这 个 实数 不 同 于 上 述 排 
列 中 的 第 ”个 数 zw, 因为 至 少 小 数 点 后 第 n 位 数字 不 相等 . 于 是 没有 一 个 zn 等 于 
5b, 这 与 我 们 的 假定 “上 述 排列 包含 所 有 实数 ” 相 矛 盾 . 
注 记 对 于 下 述 情形 , 这 个 证 明 就 复杂 了 : 有 一 些 数 , 例如 1.000… = 0.999…, 可 
以 有 两 种 不 同 的 小 数 展开 式 , 一 种 是 以 无 穷 个 连续 的 9 为 结尾 , 另 一 种 是 以 无 穷 个 
连续 的 0 为 结尾 , 当 我 们 假定 原来 排列 中 的 小 数 z1,z2,… 都 不 用 第 一 类 展开 式 ( 带 
9 的 ), 这 个 麻烦 就 可 以 避免 . b 的 构造 永远 不 会 产生 数字 b = 9, 因此 5 的 小 数 展开 
式 是 与 zn 的 小 数 展开 式 进行 比较 的 合适 的 形式 . 
定义 ”与 所 有 实数 的 集合 及 双 射 的 集合 5 称 为 具有 连续 统 的 基数 c( 用 符号 表示 就 
是 o(S) = c). 
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实际 上 , 几何 学 和 数学 分 析 中 出 现 的 大 部 分 集合 具有 基数 d 或 . 可 以 用 几 个 
特殊 的 结构 分 别 说 明 这 一 点 , 但 从 长 远 来 看 还 是 先 证 明 施 罗 德 (E. Schroeder) 和 伯 
恩 斯 坦 (F. Bernstein) 的 一 般 原理 更 容易 些 . 阐述 这 个 原理 时 , 包含 着 基数 的 一 般 概 
念 , 我 们 现在 就 来 定义 它 . 
定义 ”集合 5 的 基数 是 所 有 可 以 双 射 到 5 的 集合 (set) 组 成 的 类 (class); 5 的 基 
数 用 o(5) 表示 . 

由 此 得 出 , 两 个 集合 S 和 了 全 具有 相同 基数 (或 基数 等 价 ) 当 且 仅 当 S 和 了 全 之 间 
有 双 射 . 我 们 用 符号 等 式 o(5) = o(T) 来 表示 这 个 结论 . 

由 于 12.1 节 最 后 一 句 话 , 基数 之 间 的 不 等 式 概 念 可 以 与 普通 正 整数 之 间 不 等 
式 的 概念 一 致 , 

定义 当 集 合 9 和 集合 工 之 间 有 一 个 由 5S 到 了 的 单 射 时 ,我 们 就 称 集合 全 基数 
优 于 集会 S, 并 且 记 作 o(S) < o(T). 

定理 6 ( 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 ) 如 果 o(S) < o(T), 且 o(T) < o(5), 那么 0(5) = o(T). 

换 句 话说 就 是 , 如 果 存 在 一 个 由 5 到 了 的 单 射 , 还 存在 另 一 个 由 工 到 5 的 单 
射 , 那么 就 存在 整个 5 和 整个 了 之 间 的 双 射 (着 合 题 是 显然 的 ). 

证 明 设 s 一 sr 是 已 知 的 由 5 到 了 的 单 射 , 上 且 设 圭一 to 是 已 知 的 由 T 到 5 
的 子 集 的 单 射 . 5S 的 每 个 元 素 s 至 多 是 7 的 一 个 元 素 + = sc-1 的 像 to; 这 个 元 素 
t( 如 果 存 在 的 话 ) 本 身 在 9 中 也 至 多 有 一 个 像 源 s' = tr-! = sc-17-1, 等 等 . 用 这 
个 方法 尽 可 能 地 追溯 S 的 每 个 元 素 的 “祖先 ”( 并 且 对 7 的 每 个 元 素 也 这 样 做 ), 我 
们 看 出 有 三 种 可 能 情况 : (a) 类 元 素 , 它 的 “祖先 ”可 以 无 止境 地 追溯 下 去 , 也 许 是 
周期 地 追溯 下 去 (见习 题 13); (b) 类 元 素 , 是 S 中 的 “无 母 祖 先 ” 传 下 来 的 ; (c) 类 
元 素 , 是 由 它 在 工 中 的 “无 母 祖 先 ” 传 下 来 的 . 对 应 着 这 三 种 情况 , 我 们 把 5 分 成 子 
集合 54, So, Se 把 了 分 成 子 集合 T。,T;, Te. 而 且 , 包含 3 或 了 的 任意 元 素 的 类 一 定 
包含 它 的 “祖先 ”和 “后 裔 ”. 

实际 上 , o 显然 是 (7 也 是 !)5。 和 T 之 间 的 双 射 , 这 因为 , 5。 的 每 个 元 素 是 T。 
的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 素 在 o 之 下 的 像 , 而 T 的 每 个 元 素 上 + 是 S。 的 一 个 元 素 上 只 
一 个 元 素 to 的 像 源 . 类 似 地 , 7 是 (但 o 不 是 )Ss 和 Ts 之 间 的 双 射 , 而 = 是 (但 r 不 
是 !)S。 和 T 之 间 的 双 射 . 把 这 三 个 双 射 合 在 一 起 , 5。 一 Ta 55 一 To, Sc + 一 Ts， 
我 们 就 得 到 整个 5 和 整个 了 之 间 的 双 射 . 证 毕 

这 些 情 况 可 用 图 12-3 来 解释 , 但 这 个 图 没有 标 出 “祖先 ” 可 以 无 止境 追溯 下 去 
的 那些 元 素 . 集合 3 和 了 用 两 条 垂直 直线 上 的 点 来 表示 , 这 里 7 用 朝 右 斜 下 方 的 箭头 
来 表示 , o 用 朝 左 斜 下方 的 箭头 来 表示 . 而 5s 到 有 的 双 射 用 不 带 箭头 的 直线 来 表示 . 


@ 这 个 概念 好 像 “ 化 学 元 素 " 的 概念 , 同样 是 抽象 概念 , 化 学 元 案 指 的 是 具有 一 个 确定 核电 荷 ( 即 具有 
一 个 确定 结构 ) 的 所 有 原子 . 
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定理 7 直线 段 51 : 0 < z < 1, 平面 上 的 单位 正方 形 了 了 
52:0< ZYy <1, 空间 中 的 单位 立方 体 Ss :0 < zz< 1， s, 工 
都 具有 基数 c. 

证 明 ”函数 z 一 e =y( 其 逆 为 yr 一 Iny) 是 -<z<  y 六 
+co 和 0 <y < +co 之 间 的 一 一 对 应 ; 函数 y 一 了 5 一 。 

z( 其 逆 为 一 T) 是 0<y< +oo 和 0<z<1 之 间 的 
一 一 对 应 . 因此 函数 = 了 5z = > 是 由 一 co <Z < 十 oo 。 人 


到 0<z< 1 的 双 射 . 这 就 证 明了 第 一 个 结论 . 
为 了 证 明 第 二 个 结论 , 我 们 考虑 映射 
《0.7l7273 ;0.2 …) 一 0.71T2%2733 (2) 图 12-3 
这 是 写成 小 数 形式 的 0, 1 间 的 实数 有 序 对 和 0, 1 间 单 个 实数 之 间 的 映射 . 它 是 正 
方形 9 和 直线 段 51 的 一 个 子 集合 之 间 的 单 射 (虽然 不 连续 ) 一 一 如 果 不 排 除 某 一 
位 后 仅 由 数字 9 组 成 的 小 数 , 那么 这 个 映射 就 是 52 和 整个 51 之 间 的 双 射 了 . 这 就 


证 明了 oa) < olS1) 但 是 又 有 oS1) < o(S5) (通过 明显 的 映射 = 一 (> ) ); 因 


此 根据 定理 6 得 到 o(52) = o(51), 这 就 是 说 S 的 基数 是 c. 类 似 的 映射 


(0.212273:. ,0.1Yy2Yy3** ,0.212223.") — (0.T1Y121T2Y222***) (3) 
可 证 明 o(Ss) < o(51), 因此 类 似 地 有 o(53) = c. 证 毕 
基数 为 的 集合 的 另 一 些 例子 将 在 习题 中 给 出 . 
习 题 


Lad 


为 什么 施 罗 德 - 伯 思 斯 坦 定理 在 集合 7 是 空 集 的 情况 下 是 显然 的 ? 在 这 种 情况 下 5。 
怎么 梯 ? 

当 5 是 区 间 -1 < s< 3 了 是 区 间 -1 < t< 当 ,7 是 单 射 smo 是 双 射 + 
时 , 明显 地 确定 集合 So, Sc, Ts, Th, TT. 

当 5 是 正 整数 集合 , 了 是 非 负 整数 集合 , 7 是 映射 sms，o 是 映射 +t +1 确定 集 
合 Se, So， Sc, Ta, To, Te. 

证 明 , n 维 实 空间 中 任意 包含 连续 弧 的 于 集合 部 具有 基数 “. 

5. 证 明 如 果 存在 一 个 从 集合 5 到 整个 第 二 个 集合 7 的 满 射 , 那么 oT) < o(5). 

证 明 习题 5 的 道 命题， 如 果 o(7) < o(5), 那么 存在 一 个 5 到 上 的 满 射 (你 可 以 假 
定 选 择 公理 成 立 ) 

基数 等 价 关系 (o(5) 一 oT)) 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 吗 ? 关系 o(5) < o(T) 满足 
这 些 定律 吗 ? 给 出 证 明 . 


SD 


bag 


心 


人 


只 
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8. 证 明 : 如 果 o(S) < o(T) 且 o(D) = o(5), 那么 o(U) < o(T). 
"9. 证 明 : 以 四 元 数 为 元 素 的 n xm 和 矩阵 共有 c 个 . 
*10. 在 0 和 1 之 间 所 有 实数 的 集合 与 所 有 无 限 小 数 0.a14a2a3… 的 集合 之 间 建 立 一 个 明显 
的 双 射 . 
"11. 建立 区 间 0<z<1 和 0<z< 10 之 间 的 双 射 
“12. 不 用 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定 理 直 接 证 明 : 
(a) 所 有 非 负 实数 的 集合 具有 基数 c. 
(b) 那些 非 整数 的 正 实数 组 成 的 集合 具有 基数 c. 
"13. 设 N 是 自然 数 集合 , 当 S = NUf{fu,v,w},T = NUf{u,v,w},o(n) =n+1, 在 {u,v,w} 
上 循环 ( 即 o(w) = v,o(v) = ww,g(w) = 9ir(n) = (n+2), 并 且 在 {wv,w} 上 恒 等 ( 即 
T(W) = wT7(v) = v,T(w = w)), 明显 地 确定 集合 Sa, So, Se, To, T, T.. 


“12.4 ”基数 的 加 法 与 乘法 


无 限 基数 就 像 有 限 基数 那样 可 以 相 加 和 相 乘 , 除了 消去 律 以 外 的 所 有 定律 仍然 
成 立 . 

设 m 和 nn 是 正 整 数 , 我 们 可 以 用 下 面 方法 构造 一 个 基数 为 mm 十 mn 的 集合 基 
数 为 m 的 集合 5'( 比 如 说 集合 {1,2,…,m}) 再 加 上 一 个 基数 为 n 的 与 它 不 相交 的 
集合 5"( 比 如 说 集合 {m 二 1m+2,…,m 二 nn}). 那么 并 5'U 5” 就 具有 基数 m 十 n. 
类 似 地 , 所 有 数 对 (i,j) 的 集合 (其 中 i 跑 遍 整 数 1,…,m, j 跑 遍 整数 1,…,n; 例 
如 , m xn 矩阵 的 元 素 的 全 体 下 标 ) 具有 基数 mn. 我 们 并 不 去 证 明 这 些 熟 悉 的 事实 ， 
而 要 指出 这 些 事实 暗示 着 基数 加 法 和 乘法 运算 可 以 推广 到 无 限 基数 , 如 下 所 述 . 
定义 ” 设 Qa 和 是 任意 基数 . 则 分 别 具 有 a 个 和 [个 元 素 的 两 个 不 相交 子 集 的 并 
的 基数 是 a 十 B, 所 有 数 对 (Z,y) 组 成 的 集合 (这 里 , 7 跑 遍 具有 ar 个 元 素 的 集合 ,y 
跑 遍 具有 个 元 素 的 集合 ) 的 基数 是 aB. 

基数 加 法 是 单 值 的 , 这 是 因为 如 果 5 是 两 个 不 相交 子 集 5' 和 8" 的 并 , 7 是 两 
个 不 相交 子 集 T' 和 7" 的 并 , 并 且 S' 和 7T' 之 间 , S” 和 7” 之 间 都 存在 双 射 , 那么 
我 们 可 以 把 这 两 个 双 射 合并 成 整个 5 和 整个 了 之 间 的 一 个 双 射 , 类 似 地 , 基数 的 乘 
法 也 是 单 值 的 . 事实 上 , 普通 算术 的 大 部 分 定律 , 如 同 用 于 有 限 数 的 情形 一 样 , 都 可 
用 于 无 限 数 的 情形 .9 
定理 8 ”基数 加 法 和 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 ; 乘法 对 于 加 法 满足 分 配 律 ; 1 是 单 
位 元 素 . 

证 明 ”基数 加 法 的 交换 律 和 结合 律 是 布尔 代数 定律 的 推论 . 因为 不 管 对 什么 集合 
5S 和 了, 函数 (z,y) 一 > (y,7) 是 所 有 数 对 (z,y)z s 5,y e 7] 的 集合 和 所 有 数 对 


@ 可 惜 , 根据 以 下 定理 (我 们 不 证 明 ), 这 个 事实 就 不 那么 重要 了 , 这 个 定理 是 说 , 任意 两 个 无 限 基数 的 
和 或 积 只 是 这 两 个 基数 中 较 大 的 一 个 . 而 超 限 取 矫 (12.5 节 ) 更 为 重要 . 
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(yz)ly eT,ze3 引 的 集合 之 间 的 双 射 , 由 此 推出 乘法 交换 律 . 显然 , 所 有 3- 数组 
(zz)EeSyceT:zeo] 的 集合 到 所 有 3- 数组 (z, (y,z))[z € S,y € T,z€U] 
的 集合 存在 一 个 双 射 , 这 里 5,7T,U 是 任意 集合 , 由 此 推出 乘法 结合 律 . 最 后 , 如 果 
了 和 U 是 不 相交 的 , 那么 所 有 数 对 (z,w)fz s 5,w eT 或 0] 的 集合 的 基数 显然 
是 o(5)[o(T) + o(D)]; 而 所 有 数 对 (z,y)lzx < 5,y e T] 的 集合 与 所 有 数 对 (2, z){z < 
5,z EU|] 的 集合 的 并 的 基数 是 o(5)o(T)+o(S)o(U). 这 两 个 集合 之 间 存 在 一 个 明显 
的 双 射 , 因此 这 就 证 明了 分 配 律 . 对 任意 基数 a, 显然 有 1.a = a 
定理 9 加 法 消去 律 和 乘法 消去 律 对 无 限 基数 来 说 是 不 成 立 的 . 
证 明 ”定理 2 的 证 明 表明 d = d +1. 但 由 此 可 推出 d+1= (d+1)+1= d+2, 
虽然 1 关 2, 这 就 说 明 加 法 消去 律 不 成 立 . 再 有 , 正 整数 的 集合 Z+ 可 以 分 成 不 相交 
的 偶数 集合 和 奇数 集合 , 它们 都 是 可 数 的 , 因此 d + da = d， 所 以 , 根据 定理 8, 有 
(1+1)d=1.d 或 2d =1d, 还 是 2z1. 证 毕 
实际 上 , 对 于 所 有 无 限 基 数 , 方程 a = w+1 和 a = w+ ea 成 立 , 但 我 们 不 去 证 
明 它们 . 
由 此 得 出 一 个 推论 , 有 限 基 数 和 无 限 基数 的 系统 不 能 被 嵌入 任何 一 个 具有 减法 
和 除法 的 系统 中 去 . 你 能 证 明 它 吗 ? 


习 题 


详细 证 明 (用 布尔 代数 ); 基数 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 . 
证 明 : 对 任意 无 限 基数 a, 有 a = a 十 1. (提示 : 用 定理 3.) 
证 明 : d+d+d= ddd = d, (提示 : 见 图 1.) 

(a) 证 明 : 如 果 n 是 有 限 基数 , 那么 d +n = d. 

(b) 同样 证 明 ; nd = d. 

不 用 定理 6 证 明 : c+d=c. 

.不 用 12.5 节 证 明 : c+c= cc=c. 

证 明 : dc = c. 

. 证 明 12.4 节 中 最 后 一 个 命题 . 

(a) 证 明 , 如 果 z > d, 那么 z++d = zx. 

(b) 证 明 , 如 果 z+d=c, 那 么 z=ec. 

对 于 可 数 群 G, 考虑 关于 G 的 可 能 有 限 子 群 5 的 阶 的 拉 格 朗 日 定理 (第 6 章 ) 的 证 明 . 
(a) 证 明 : 证 明 中 对 3 的 阶 不 加 限制 . 

(b) 证 明 : 在 可 数 群 G 中 可 存在 任意 给 定 有 限 阶 的 子 群 . 


*12.5 取 桔 


如 果 3 和 了 开 是 有 限 集合 , 它们 的 基数 分 别 为 m = o(5) 和 n= o(T), 那么 普通 震 
mm = o(T)”5) 可 以 描述 为 由 集合 5 到 了 的 函数 的 个 数 . 任意 这 样 的 对 应 x 一 % 


La 用 


oon 


“10. 


一 
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确定 一 个 函数 y = f(z), 它 对 每 个 自 变量 z e 5, 都 赋 给 一 个 值 ye 7. 为 了 计算 所 
有 不 同 的 抽象 函数 f 的 个 数 , 我 们 注意 , 5 的 第 一 个 元 素 z 恰好 有 o(T) 种 可 能 的 
像 ; 对 于 每 一 个 这 样 的 像 , S 的 第 二 个 元 素 的 像 y 有 o(T) 种 选择 , 等 等 . 所 以 所 有 
0(9) 个 元 素 的 像 的 选 法 总 数 是 o(T) 自 乘 o(5) 次 , 即 等 于 o(T)"(3). 

o(T)"(9) 的 这 种 组 合 特征 可 以 应 用 于 无 限 基数 . 
定义 设 a 和 是 任意 非 零 基数. 则 Be 是 从 由 a 个 元 素 组 成 的 集合 到 由 有 个 元 
素 组 成 的 集合 的 函数 的 个 数 . 

这 定义 了 一 个 单 叶 运算 , 即 如 果 a = a 且 6= ,那么 pe = Be ,其 证 明 是 显 
然 的 , 我 们 把 它 略 去 . 
定理 10 c = 24. 
证 明 0 和 1 之 间 的 每 个 实数 > 有 一 个 二 进 数 展开 式 0.zizazs …, 它 可 看 作 一 个 
无 穷 序列 zt ra, za,……， 其 中 mi 等 于 0 或 1. 不 同 的 实数 > 和 2 具有 不 同 的 展开 式 
(4.3 节 ), 因此 函数 f(z) = (zi zz,z7s3,…) 是 一 一 的 . 可 是 这 种 序列 的 个 数 由 定义 是 
下 面 函 数 的 个 数 , 这 种 函数 是 从 可 数 的 定义 域 ( 即 , 序列 中 所 有 d 个 位 置 组 成 的 集 
合 ) 到 两 个 元 素 ( 即 0 和 1) 组 成 的 取 值 域 上 的 函数 . 我 们 推出 , 0 和 1 之 间 的 实数 
至 多 有 24 个 , 因此 根据 定理 7 有 c < 24. 

另 一 方面 , 每 个 仅 由 数字 3 和 7 组 成 的 无 限 十 进 小 数 也 可 表示 不 同 的 实数 , 因 
此 24 < c. 现在 利用 定理 6, 我 们 就 得 到 c = 24. 
定理 11 对 于 任意 基数 a,6 和 ,下 面 的 取 知 法 则 成 立 : 

() asaonr =ast, (i) (ap)7 = ar6?， 

(ii) (a2)7 = av， (iv)jat =a 和 1°=1. 
证 明 (iv) 中 的 两 个 恒等式 的 证 明 是 显然 的 . 为 了 证 明 恒等式 (i)~( 者 ), 我 们 假定 
5,T 和 UU 分 别 是 具有 a, 8 和 ?个 元 素 的 集合 , 其 中 和 U 是 不 相交 的 . 

Qi) 的 证 明 设 V 是 这 样 的 集合 , 在 Y 中 , T 和 U 是 互补 子 集 , 我 们 考虑 由 集 
合 V 到 集合 5 的 函数 h(v). 根据 定义 , 这 样 函数 的 个 数 等 于 a517. 另 一 方面 , 每 个 
这 样 的 函数 确定 一 对 无 关 的 函数 (7(b,9(a)), 并 且 每 对 无 关 函 数 (7(b,9g() 确定 一 
个 这 样 的 函数 , 这 里 f(t) 是 由 了 到 5, g(w) 是 由 UV 到 3. 由 定义 , 这 种 函数 对 的 个 
数 是 aaan. 

(让 的 证 明 考虑 函数 h(w), 它 对 每 个 we U 赋 给 一 对 值 (s,t) = (f(w),g(w)),s 
和 上 分别 在 5 和 了 中 取 任 意 值 . 由 定义 可 知 , 这 样 函数 的 个 数 是 (a8)7. 但 是 它 也 
是 函数 对 (f(w),g(w)) 的 个 数 ay67, 其 中 f(w) 是 从 UU 到 5, g(w) 是 从 UU 到 工 . 

(ii) 的 证 明 ”考虑 两 个 变量 te TT 和 we U 的 函数 f(i,w), 它 在 5 中 取 值 , 根 
据 定义 , 这 种 函数 的 个 数 是 a57. 但 是 , 对 每 个 固定 的 w f(t,w) 联系 一 个 对 应 关系 
玉 (, 它 赋 给 每 个 t 一 个 值 大 (t) = f(t,u) < 5. 反 过 来 , 每 个 映射 u 一 > fi 定义 了 
两 个 变量 和 的 函数 f(t,u) = f(t). 因为 根据 定义 六 的 个 数 是 ao8, 所 以 f(t,w) 
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的 个 数 是 (ae)7. 证 毕 
由 定理 10 和 定理 11, 我 们 可 以 从 相应 的 关于 d 的 方程 推出 一 些 包含 c 的 方 
程 . 例如 ， 
cz = (2d)2=224=2d=c， 
2c=2124 = 21td = 24 = ci 
ca= (24)d =24 =24 二 c (参看 定理 人 4. 
利用 这 些 结果 和 下 面 的 习题 1 以 及 定理 6, 我 们 容易 地 得 到 像 dd = c 和 nd = c( 对 
任意 自然 数 n > 1) 等 这 样 的 法 则 . 
定理 12 对 任意 基数 Qa, 有 a < 2?. 
说 明 这 个 记号 是 指 a < 2", 但 c 尖 2e. 
证 明 设 5 是 基数 为 a 的 任意 集合 . 则 2° 就 是 函数 f(z),g(z),… 的 个 数 , 这 些 函 
数 的 定义 域 是 5, 取 值 为 0 和 1. 定义 f(y) = 0, 当 z 关 fz(z) = 1, 于 是 我 们 就 
得 到 5 和 从 5 到 集合 {0,1} 的 函数 的 特殊 集合 之 间 的 双 射 zx 一， 天 . 这 就 证 明了 
a 和 2c. 
反 过 来 , 设 在 3 和 以 8 为 定义 域 、 取 值 为 0 和 1 的 函数 之 间 , 给 定 任意 双 射 
7 一 gz. 构造 一 个 新 函数 h(z) : h(z) = 0, 当 gz(z) = 1;h(z) =1, 当 gz(z) =0. 这 
就 定义 了 一 个 以 5 为 定义 域 、 取 值 为 0 和 1 的 函数 , 而 且 由 构造 可 知 , 对 所 有 函数 
gz,h(z) 关 gz(z). 我 们 得 出 结论 : h 与 每 个 gz 都 不 同 , 因此 在 5 和 以 5 为 定义 域 、 
取 值 为 0 和 ! 的 所 有 函数 的 集合 之 间 不 存在 任何 双 射 . 用 符号 表示 就 是 , a 天 2". 


习 题 


已 


. 证 明 , 如 果 a < B, 那么 对 所 有 7, 有 

(aa+7<pB+7 (bao<sp， (osp， (dy gy. 

证 明 : c* = 2°. (提示 : 用 12.4 节 习 题 7.) 

证 明 : 如 果 集合 5 的 基数 为 a, 那么 5 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 具有 基数 2*. (提示 : 每 
个 子 集合 荆 < 5 定义 一 个 特征 函数 订 (z) : f(z)=1, 当 zeET; fr(z)=0, 当 zgT.) 
证 明 , 正方 形 的 所 有 于 集 的 个 数 等 于 所 有 实 变量 实 函数 的 个 数 . 

(a) 有 多 少 个 实数 的 有 限 集合 ? 

(b) 有 多 少 个 实数 的 可 数 集合 ? 

有 多 少 个 实数 的 集合 , 它们 的 基数 是 c? 

约定 对 一 切 a > 0, 有 0 =1 和 0° = 0. 证 明 : 这 个 约定 与 定理 11 的 定律 i)~(iv) 是 
相 容 的 . 


"人 
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第 13 章 环 与 理想 
13.1 环 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 着 手 研究 一 般 的 环 以 及 它们 的 同 态 , 还 要 指出 后 者 是 如 何 
同 理想 有 关 . 然后 , 我 们 把 理想 的 概念 应 用 到 与 代数 曲线 、 代 数 曲面 有 关 的 几何 上 
去 , 并 且 应 用 到 代数 数 的 分 解 理论 中 去 (在 第 14 章 中 ). 我 们 的 基本 公设 如 下 所 述 . 
定义 环 4 是 这 样 的 元 素 系统 . 它 在 加 法 运算 之 下 是 一 个 阿 贝 耳 群 , 在 来 法 运算 
之 下 是 封闭 的 , 这 个 乘法 满足 结合 律 , 并 且 对 于 加 法 满足 分 配 律 . 于 是 , 对 于 环 4 中 
所 有 的 a,b,c 有 


a(be) = (ab)e, a(b+¢) = ab+ac, (a+b)e=act be. (1) 


我 们 还 要 假定 每 个 环 4 有 一 个 单位 元 素 1 关 0, 满足 la = al = oa, 对 一 切 ae 4. 
环 包 括 在 第 1 ~ 3 章 中 所 研究 的 所 有 整 环 和 其 他 交换 环 , 例如 Zm( 模 m 整数 ) 
和 4 由, A[z, (系数 在 任意 给 定 的 交换 环 4 中 的 多 项 式 环 ). 它 还 包括 非 交 换 环 , 例 
如 8.11 节 的 四 元 数 环 . 任意 给 定 域 上 的 所 有 n x n 矩阵 组 成 的 集合 Mn(F) 在 
4+ 卫 和 4B 运算 之 下 是 一 个 环 , 当 n > 1 时, 它 也 是 非 交换 环 . 
如 果 4 和 B 是 任意 两 个 环 , 那么 所 有 数 对 (a,5)( 其 中 a€ 4, be B) 组 成 的 集 
合 , 在 由 
(@1,01) + (a2, 62) = (al + a2, b1 + b2), 
(Q1,b1)(a2, b2) = (a102, bib2) 


定义 的 两 种 运算 之 下 是 一 个 环 . 这 样 得 到 的 环 称 为 4 与 B 的 直 和 , 记 作 A@B. 例 
如 , 设 Q 是 有 理 数 域 , Z 是 整数 环 , 8 是 四 元 数 环 , 则 Q@ Z@ 8 是 一 个 环 . 这 个 奇 
妙 的 例子 对 很 多 类 型 的 环 给 出 了 某 种 表示 ! 

交换 环 理论 的 大 部 分 可 以 推广 到 非 交 换 环 上 去 . 例如 , 1.12 节 中 给 出 的 环 同 构 
的 定义 , 不 管 是 否 满足 条 件 ob = ba, 都 适用 ; 3.3 节 中 给 出 的 子 环 定义 也 是 如 此 . 此 
外 , 交换 环 中 的 很 多 讨论 都 可 以 应 用 到 任意 环 上 . 例如 我 们 可 以 证 明 , 一 个 环 4 的 
子 集合 5 是 子 环 当 且 仅 当 1 < 5, 当 b 和 c 在 5 中 时 可 推出 5 一 c 和 bc 都 在 S 中 . 
另外 一 些 讨论 见习 题 1. 
线性 代数 9 甜 阵 和 四 元 数 是 具有 可 加 向 量 空间 结 构 的 一 类 环 的 重要 例子 . 原先 这 


@ 关于 线性 代数 这 部 分 材料 主要 是 作为 例子 的 来 源 , 并 由 于 我 们 对 它 本身 感 兴趣 , 在 这 里 叙述 ， 它 和 
13.6 节 可 以 省 路 , 这 并 不 影响 连贯 性 . 


(2) 
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些 环 是 作为 比 C 更 广泛 的 “结合 代数 系统 ” 来 构造 的 , 今天 通常 称 它们 为 线性 结合 
代数 . 

定义 ” 域 互 上 的 一 个 线性 代数 是 一 个 集合 凡 , 它 是 已 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ， 
并 且 乘 法 满足 结合 律 和 双 线 性 


a(BT) = (aB)7， (结合 律 ) (3) 
a(cB+dy)= caB)+ day), (cat+dB)y=c(ay)+d(BY)， ( 双 线 性 ) (4 


对 下 中 的 所 有 标量 c 和 d, 以 及 型 中 所 有 元 素 Qa,B,Y, 上 述 这 些 定律 都 成 立 . 凡 的 
阶 是 把 处 看 作 向 量 空间 时 它 的 维 数 . 当 对 允 中 所 有 a 有 la = a = al 时 ,& 有 一 
个 单位 元 素 1. 如 果 再 增加 一 个 条 件 : 对 中 中 每 个 了 关 0, 则 多 中 有 元 素 al, 满足 
arla = 1, 那么 称 这 个 代数 是 可 除 代 数 . 

特别 是 , 每 个 线性 代数 是 一 个 环 . 

著名 的 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 定理 (1878) 指出 , 全 体 四 元 数 构成 实数 域 上 
唯一 的 非 交 换 可 除 代 数 . 
例 1 在 实数 域 上 构造 一 个 由 “对 偶数 ” 组 成 的 代数 , 它 包含 两 个 基 元 素 5 和 e, 它 
们 是 按照 法 则 je = s6 = 6 62 = 0,e? = < 来 相 乘 . 根据 这 些 法 则 , 可 以 求 出 4 的 任 
意 两 个 元 素 的 乘积 , 因为 


(a6 +be)(c5 + de) = ac52 + adbe + beed + bde? = (ad 十 bc)5 + bde. 


可 以 验证 , 它 满足 像 乘 法 结合 律 那样 的 必要 的 公设 . 这 个 例子 很 像 四 元 数 集合 , 它 
表明 如 何 通过 给 出 基 元 素 的 适当 的 乘法 表 就 可 以 定义 一 个 代数 . 
例 2 域 记 上 所 有 nxn 和 矩阵 的 矩阵 代数 Mn( 下 ,以 矩阵 Bi; 作为 它 的 基 , Eij 的 (i,j) 
位 置 的 元 素 是 1, 其 余 的 元 素 都 是 零 . 基 元 素 的 乘法 表 是 Eij Ej = Eix, EijEn = 
O(j 关 介 ， 
例 3 设 G 是 含有 元 素 a1,…,an, 并 有 乘法 运算 aiaj = ax 的 有 限 群 . 如 果 环 是 
任意 域 , 那么 存在 F 上 的 线性 代数 %, 它 以 G 的 元 素 作 为 基 元素 , 在 % 中 , 根据 G 
的 群 表 , 并 由 双 线 性 来 定义 乘法 ， 

(zaoa + 十 znam)(gaaa 十 … 十 加 on) = > (zij)(aiaj)， 

本 


这 个 代数 称 为 G 在 已 上 的 群 代数 . 
特别 是 , 以 a 为 生成 元 的 二 阶 循环 群 的 群 代数 具有 基 元 素 1 = a? 和 a, 并 有 乘 


法 
(z:1+ya)(u:1+va) = (zu t+ yo)1+ (rv + yu)a. 


对 于 其 有 = 站 ,y= + 了 ,这 个 群 代数 有 乘法 表 8? = BY? 一 By =98 =0. 
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例 4 2n x 2n 矩阵 中 , 在 右上 方 和 左下 方 的 ”xz 和 矩阵 块 都 是 零 矩阵 的 所 有 矩阵 
组 成 的 集合 构成 一 个 代数 , 这 个 代数 是 Mon(F) 的 一 个 子 环 . 它 是 两 个 Mn(E) 的 直 
和 . 

我 们 现在 证 明 关于 矩阵 的 类 似 于 凯 菜 定理 (6.5 节 定 理 8) 的 一 个 定理 . 同一 个 
域 上 的 两 个 代数 和, 当 它 们 的 元 素 之 间 存在 双 射 a 一 oa/, 并 保持 三 种 运 
算 : 对 一 切 a,8e 久 和 一 切 ce F, 有 


(a+B)/=a +B, (ca) =co, (aB) = Pp (5) 


时 , 我 们 称 4 与 2 是 同 构 的 . 

定理 1 具有 单位 元 素 的 每 个 nn 阶 线性 结合 代数 与 一 个 nxn 给 阵 代 数 同 构 . 
证 明 ”代数 义 是 元 素 & 的 向 量 空 间 . 同 &% 中 每 个 元 素 a 相 联 系 的 变换 T, 是 通过 
右 乘 中 任意 元 素 &( 即 6T = &a) 而 得 到 . 因为 如 (4) 中 所 示 的 乘法 是 双 线 性 的 ， 
所 以 了 是 线性 变换 . 因为 现在 单位 元 素 是 1, 由 la = 16 推出 a = 6, 所 以 不 同 的 
元 素 a 和 有 导出 不 同 的 变换 了 和 忌 . 此 外 , 由 代数 公设 得 到 


(a+H)=éat+é8, (co)=c(éa), é(aB)= (6a)B， 


所 以 相应 的 变换 是 w+B 一 T+Uca 一 + cT,aB 一 TU. 这 意味 着 对 应 a 一 人 
是 给 定 的 代数 与 凡 上 线性 变换 的 代数 之 间 的 同 构 . 这 些 变换 又 可 用 矩阵 同 构 地 表 
示 出 来 , 因此 定理 成 立 . 


习 题 


- 


(a) 证 明 , 在 任意 环 中 有 (-a)(-6) = ab, (a) = a. 

(b) 证 明 , 对 所 有 a,a0 = 0a = 0, 并 生 单 位 元 素 1 是 唯一 的 . 
证 明 : 由 (2) 定义 的 直 和 实际 上 是 一 个 环 . 

证 明 , 两 个 整 环 的 直 和 不 是 整 环 . 

写 出 n 个 已 知 环 的 直 和 的 定义 , 并 证 明 它 是 一 个 环 . 

证 明 : 域 上 两 个 线性 代数 的 直 和 , 在 适当 定义 “ 数 乘 ” 运算 之 后 , 就 可 成 为 已 上 的 
线性 代数 . 

.证 明正 文中 关于 描述 子 环 5 的 命题 . 

证明: 线性 代数 的 零 元 素 0, 满足 £0 二 0 一 0.&, 对 一 切 &. 
. “对 偶数 ”的 代数 是 可 除 代数 吗 ? 给 出 证 明 . 

. 证明 下 列 各 系统 是 线性 代数 ; 

(a) 对 所 有 a 和 6 满足 条 件 a B = 0 的 向 量 空间 友 ， 

(b) 所 有 n x n 三 角形 矩阵 (对 角 线 下 面 的 元 素 都 为 零 ). 


A 


Do > 9 
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10. 证 明 : 如 果 已 是 已 上 任意 nxn 可 道 邱 阵 , 那么 4 呈 PP- 4 已 是 Mn(F) 的 一 个 自 

同 构 . 推广 这 个 结果 . 

证 明 : 同 每 个 n x n 矩阵 可 交换 的 n x n 矩阵 4 一 定 是 标量 矩阵 ， (提示! A 同 每 个 

五 5 可 交换 .) 

12. 设 of 是 一 个 代数 , 证 明 : of 中 所 有 那些 与 of 的 每 个 元 素 可 交换 的 元 素 z 组 成 的 集 
合 了 是 .of 的 子 代数 . ( 它 称 为 2f 的 中 心 .) 


1 


Ee 


13.2 同 态 


给 定 两 个 环 A 和 4 以 及 对 应 a 一， aH, 如 果 对 4 中 每 个 元 素 a, oH 是 4' 中 
唯一 确定 的 元 素 , 并 且 对 4 中 一 切 元 素 六 有 


(a+DH=aH+bH, (ab)H=(aH)(bH), 1H=1, (6) 


则 我 们 称 对 应 a 一 > aH 是 4 到 4 的 同 态 . 简单 地 说 , 正如 3.3 节 中 交换 环 的 情形 
一 样 , 同 态 是 一 个 保持 单位 元 素 、 保 持 和 与 积 的 映射 . 同 群 的 情形 一 样 , 映 上 的 同 态 
也 称 为 满 同 态 . 

从 环 4 到 4 的 同 态 妃 一 定 是 由 4 的 加 法 群 到 4 的 加 法 群 的 同 态 , 所 以 五 
具有 6.11 节 中 对 于 群 已 经 证 明了 的 性 质 


0H=0, (-aH=-(aH), (a~b)H=aH-bH, (7) 


这 里 0' 是 环 4 的 零 元 素 , 即 4' 的 加 法 群 的 单位 元 素 . 

我 们 所 熟悉 的 把 每 个 整数 a 映射 到 模 m 剩余 类 的 对 应 a 一 am 是 整数 环 2 
到 Zm 的 同 态 . 如 果 f(z) 是 系数 在 整 环 D 中 的 任意 多 项 式 , 那么 用 D 中 国定 元 素 
5b“ 替换 " f(z) 中 的 z 而 得 到 的 对 应 f(z) 一 f(b) 是 多 项 式 整 环 Dlz] 到 DD 的 一 个 
同 态 , 因为 未 定 元 z 的 多 项 式 形式 的 加 法 法 则 和 乘法 法 则 , 对 于 相应 的 5b 的 多 项 式 
表达 式 , 当然 适用 . 如 果 Q[z] 是 有 理 系 数 的 多 项 式 环 , 那么 对 应 f(z) 一 f(V3) 是 
多 项 式 环 Q[z] 到 由 所 有 数 a + bV2 构成 的 域 上 的 满 同 态 ( 见 2.1 节 的 讨论 ). 两 个 
环 4 与 B 的 直 和 4@B, 通 过 对 应 (a,b) 一 b 满 同 态 地 映 到 被 加 项 B; 正好 根据 
直 和 运算 的 定义 (2), 这 个 对 应 保持 和 与 积 . 

为 了 明确 地 描述 一 个 具体 的 同 态 , 我 们 自然 要 问 , 什么 时 候 第 一 个 环 中 两 个 元 
素 " 和 ?1 在 第 二 个 环 中 有 相同 的 像 . 根据 法 则 (7), 只 有 当 它们 的 差 的 像 (a-b)H = 0 
时 , 才 可 能 发 生 这 种 情况 . 因此 我 们 寻求 这 样 元 素 的 集合 , 这 些 元 素 通过 妃 映射 到 
44 的 零 元 素 0 上 . 例如 , 同 态 Z 一 ' Zm 把 模 m 的 所 有 倍数 km 上映 上 到 零 . 所 有 这 
些 倍 数 的 集合 在 减法 之 下 是 封闭 的 , 还 有 , 这 个 集合 的 元 素 同 Z 的 任何 元 素 相 乘 后 
仍 在 这 个 集合 中 . 类 似 地 , 同 态 f(z) 一 f(b) 把 所 有 可 被 > 一 b 整除 的 多 项 式 映射 
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到 零 , 再 没有 其 他 多 项 式 可 以 映射 到 零 . 所 有 这 些 多 项 式 组 成 的 集合 5 在 减法 和 用 
D[z] 的 所 有 元 素 (不 管 这 些 元 素 是 否 在 5S 中 ) 与 它 相 乘 的 运算 之 下 是 封闭 的 . 这 两 
个 例子 蕴含 着 下 面 的 定义 和 定理 (参看 3.8 节 ). 
定义 环 4 中 的 理想 C 是 具有 下 述 性 质 的 4 中 非 空 集 合 : 

(cl 和 co 在 CC 中 ,可 推出 c1 一 c2 在 C 中 ; 

(和 ec 在 C 中 ,在 4 中 ,可 推出 ac 和 ea 都 在 C 〇 中. 
定理 2 ”在 环 4 的 任意 同 态 百 中 , 由 所 有 映射 到 零 的 元 素 组 成 的 集合 是 人 4 的 一 个 
理想 . 

为 了 在 一 般 情形 下 证 明定 理 2, 设 C 是 4 中 所 有 满足 cH = 0' 的 元 素 c 的 集 
合 , 其 中 0' 是 像 4' 的 零 元 素 . 那么 , 对 4 中 的 任意 元 素 a, 有 (ac)H = (aH)(cH) = 
(a 五 )0' = 0' 和 (ca)H = (cH)(aH) = 0 这 就 证 明了 性 质 (说 此外, 根据 (7), 由 
cl 五 = c2H =0, 可 得 到 


(~c)H=cH-cH=0 -0 =0", 


因此 证 明了 性 质 (i). 

这 个 结果 表明 , 环 中 的 理想 类 似 于 群 中 的 正规 子 群 , 为 表示 这 种 类 似 , 我 们 称 通 
过 同 态 H 映射 到 零 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 为 五 的 核 . 当 五 是 满 射 ( 即 满 同 态 ) 时 ， 
我 们 称 环 B 是 环 4 在 同 态 H 之 下 的 满 同 态 像 , 所 以 每 个 元 素 be B 是 某 个 we 4 
在 及 之 下 的 像 aH. 
定理 3 环 A 的 满 同志 像 由 它 的 核 确定 ( 除 同 构 外 ). 
证 明 ”我 们 必须 证 明 , 如 果 五 和 KK 分 别 是 4 到 4 和 A” 上 的 满 同 态 , 并 且 
aH = 0 当 且 仅 当 aK = 0”, 那么 4' 和 A” 是 同 构 的 . 很 自然 地 , 设 元 素 a € 水 
对 应 于 a”€ A” 当 且 仅 当 这 两 个 元 素 在 4 中 有 公共 的 像 源 a, 所 以 对 某 个 a, 当 
QH = QaK = a 时 ,有 a 一 > a". 这 个 对 应 是 一 一 的 : 在 这 个 对 应 下 , 对 4' 中 每 
个 a 在 4” 中 有 一 个 且 只 有 一 个 a” 与 a' 对 应 . 为 证 明 这 一 点 , 首先 注意 , 对 4' 中 
每 个 a, 在 4 中 至 少 有 一 个 像 源 a, 因此 在 4A” 中 至 少 有 一 个 a” = aK 与 a 对 应 . 
其 次 , 如 果 o 一 > a”,a’ 一 ,那么 对 4 中 某 两 个 a,b, 有 


aH=a’, aK=a’, bH=a, bK=b, 


因此 (a -b= a’ 一 a = 0' 根据 假设 可 推出 0” = (a 一 0)K = a” 一 b. 这 个 对 应 
也 保持 和 与 积 , 这 是 因为 如 果 o 一 a”,b' 一 那么 

a +b=(athH eo (a+b)K =a”+b, 

al = (ab)H — (ab)K = a’b’, 


这 里 a 是 a 和 oa” 的 公共 像 源 ,5b 是 入 的 公共 像 源 . 
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理想 的 两 个 性 质 ( 和 (ii) 有 几 个 直接 推论 . 任意 理想 C 包含 某 元 素 c, 因此 
人 表明 c-c=0 在 C 中 ,所 以 对 C 中 任意 c, 0-c= 一 c 也 在 C 中 . 根据 性 质 (i)， 
我 们 得 到 , C 中 任意 两 个 元 素 之 和 cl + ca = ci 一 (cz) 也 在 C 中 . 于 是 , 因为 1 e 4， 
所 以 4 的 非 空子 集 C 是 4 的 理想 当 且 仅 当 任意 线性 组 合 alci 土 a2c2 和 cia1 土 c2a2 
在 C 中 , 其 中 cl 和 cz 在 C 中 , al 和 az 在 4 中 . 特别 是 , 4 的 理想 不 一 定 是 4 的 子 
环 , 因为 它 可 以 不 包含 4 的 单位 元 素 . 整个 环 4 和 仅 由 一 个 元 素 0 组 成 的 {0} 总 是 
任意 环 4 的 理想 . 它们 称 为 环 4 的 假 理 想 . 任意 其 他 理想 称 为 真理 想 . 相应 地 , 环 
4 的 真 满 同 杰 是 这 样 一 个 同 态 , 它 的 核 是 4 的 真理 想 , 所 以 真 满 同 态 不 是 一 个 同 构 
( 同 构 只 把 {0} 映 到 0”). 
定理 4 可 除 环 没有 真 满 同 坟 像 . 
证 明 ”只 须 证 明 可 除 环 D 没有 真理 想 . 设 C 是 D 中 任意 理想 , 它 不 是 理想 {0}, 于 
是 它 包含 一 个 元 素 c 头 0. 由 性 质 (和 C 包含 1 = c 1c, 再 由 性 质 (i), C 包含 整个 
可 除 环 的 任意 元 素 a = a :1. 因此 C 不 是 真理 想 , 如 断言 所 述 . 证 毕 

如 果 b 是 交换 环 A 的 元 素 , 那么 5b 的 所 有 倍数 zb( 其 中 变量 z e 4) 的 集合 (b) 
是 一 个 理想 , 因为 可 以 验证 性 质 (i) 和 (让)). 这 个 理想 (b) 称 为 主 理想 , 它 是 4 中 包 
含 5 的 最 小 理想 . 我 们 回忆 一 下 , 由 1.7 节 定理 6 可 知 , 整数 环 Z 中 的 每 个 理想 都 
是 主 理想 , 根据 3.8 节 定理 11, 在 任意 域 下 上 的 一 个 未 定 元 的 多 项 式 整 环 Flz] 中， 
上 述 结论 同样 成 立 . 

在 两 上 变 其 的 有 理 系数 多 项 式 环 Q[z,y] 中 , 常数 项 为 等 的 所 有 多 项 式 的 集合 
C 是 一 个 理想 . 它 并 不 是 主 理想 , 因为 两 个 多 项 式 zx 和 y 虽然 都 在 C 中 , 但 它们 
不 能 都 是 其 中 一 个 多 项 式 的 倍 式 , 也 不 能 同时 是 同一 个 多 项 式 f(z,y) 的 倍 式 . 虽然 
这 个 理想 C 不 能 由 任意 单个 多 项 式 f(z,y) 生成 , 但 是 它 的 所 有 元 素 都 可 用 含有 多 
项 式 系数 的 线性 组 合 rg(z,y) +yh(z,y) 来 表示 , 所 以 整个 理想 是 通过 两 个 生成 元 x 
和 y 的 线性 组 合 给 出 . 

现在 考虑 由 交换 环 4 中 任意 给 定 的 有 限 个 元 素 的 集合 生成 的 理想 . 如 果 一 个 
理想 C 包含 元 素 c1,c2,…,cm, 那么 它 必 包 含 所 有 线性 组 合 》 ,zici 其 中 系数 mt 
在 4 中 . 而 集合 


(cn ccm) = [rs > zic，zie 4 (8) 
本 身 是 一 个 理想 , 这 是 因为 
Dric -Dye = Dr ye a (Fe) = D(ari)e, 


也 就 是 说 , 这 个 集合 具有 关于 理想 所 要 求 的 性 质 (i) 和 ( 训 . 因为 4 具有 单位 元 素 1， 
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所 以 每 个 元 素 ci 必然 是 集合 (8) 中 的 一 个 元 素 


cG 一 0.cl 二 … 二 0.c-li+1.c 二 0.c+H 十 十 0.cm- 


因此 , 由 (8) 式 定义 的 集合 (c1,…, cm) 是 包含 c1,…,cm 的 4 的 一 个 理想 , 并 且 
它 还 被 包含 在 包含 所 有 ci 的 任何 理想 中 , 它 称 为 以 c1,… ,cm 为 基 的 理想 ，( 这 种 
基 元 素 不 能 同 向 量 空间 的 基 相 类 比 ， 因为 zicl + … + zmcm = 0 不 一 定 能 推出 


t= 


‘= cm=0.) 


在 大 多 数 熟 悉 的 整 环 中 , 每 个 理想 都 有 一 组 有 限 基 , 但 是 也 存在 一 些 整 环 情况 


并 非 如 此 . 


- 


mp 


习 是 


. 在 下 列 映射 中 , 哪些 是 同 态 , 为 什么 ? 对 于 是 同 态 的 映射 , 描述 映射 到 零 的 理想 


(a) am 5a, a 是 Z 中 整数 . 

(b) f(z) 一 f(w), f(z) 是 Q[z] 中 多 项 式 , w 是 三 次 单位 根 . 

(©) f(z,y) 局 f(t,t), 是 Fz,y] 到 FH 的 映射 (z,y,t 是 未 定 元 ). 

证 明 : 交换 环 的 每 个 同 态 像 是 可 交换 的 . 

在 多 项 式 f(z,y) = a 二 biz+ bay 十 C12? 十 c2zy 十 cay? 十 … 组 成 的 环 Q[z,y] 中 , 下列 
多 项 式 集合 中 哪些 是 理想 ? 如 果 那 个 集合 是 理想 , 就 求 出 它 的 基 . 

(a) 常数 项 为 零 (a = 0) 的 所 有 多 项 式 f(z,y). 

(b) 不 含 z 的 所 有 多 项 式 f(z,y)(bi = c1 = cz =…=0). 

(c) 不 含 二 次 项 的 所 有 多 项 式 (cl = cz = cs = 0). 

(a) 求 出 Ze 中 的 所 有 理想 。 (b) 求 出 Ze 的 所 有 同 态 像 . 


. 详细 证 明 : 第 1 章 中 定义 的 环 Z/(m) = Zm 是 2Z 的 唯一 的 真 满 同 态 像 . 


(a) 对 每 个 m 求 出 Zw 中 的 所 有 理想 。 (b) 求 出 Zm 的 所 有 满 同 态 像 . 
求 出 两 个 域 的 直 和 中 的 所 有 理想 . 并 推广 这 个 结果 . 
求 出 直 和 Z @ 2 中 的 所 有 理想 , 这 里 Z 是 整数 环 . 


. 证 明 , 如 果 Cl 和 C2 分 别 是 环 4: 和 42 中 的 理想 , 那么 直 和 Ca @ C2 是 直 和 A1 @ A2 


中 的 理想 , 并 且 这 个 直 和 中 的 每 个 理想 都 具有 这 种 形式 . 


. 证 明 : 在 整 环 中 , (a) = (b) 当 且 仅 当 a 和 b 是 相伴 的 (3.6 节 ). 
. 证 明 : 如 果 4 是 一 个 交换 环 , 其 中 每 个 理想 都 是 主 理想 , 那么 4 中 任意 两 个 元 素 a 和 


5 都 有 最 大 公 因子 d, 并 可 表示 成 4 二 ra + sb. 

设 4 是 包含 域 的 环 , 4 和 五 具有 同一 个 单位 元 素 (例如 4 可 以 是 域 上 的 多 项 式 
环 ). 证 明 : 4 的 每 个 真 同 态 像 包 含 一 个 与 同 构 的 子 域 

设 Z; 是 由 所 有 有 理 数 于 (其中 分 母 与 给 定 的 素数 了 互 素 ) 组 成 的 环 . 证 明 ， 加 中 每 
个 真理 想 具有 形式 (p*), 其 中 是 某 正 整数 . 
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对 环 的 每 个 同 态 , 都 存在 对 应 的 理想 , 该 理想 的 元 素 在 同 态 下 映射 到 零 ， 反 过 
来 , 给 定 一 个 理想 , 我 们 现在 将 构造 一 个 相应 的 同 态 像 . 环 4 中 的 理想 C 是 4 的 加 
法 群 的 子 群 . 4 中 每 个 元 素 a 属于 一 个 陪 集 , 这 个 陪 集 常常 称 为 剩余 类 o = a 二， 
它 是 由 所 有 和 a + c( 变 量 c € C) 组 成 . 两 个 元 素 ol 和 az 属于 同一 个 陪 集 当 且 仅 
当 它 们 的 差 在 这 个 理想 C 中 . 因为 加 法 是 可 交换 的 , 所 以 C 是 加 法 群 4 的 正规 子 
群 , 因此 C 的 所 有 陪 集 构成 阿 贝 耳 商 群 , 在 这 个 商 群 中 , 两 个 陪 集 的 和 是 另 一 个 陪 
集 , 它 是 通过 把 两 个 代表 元 相 加 而 得 到 , 即 


(a+O)+(a+C)= (al+az)+C. (9) 


6.13 节 中 已 经 证 明 , 这 个 和 不 依赖 于 在 给 定 的 陪 集中 元 素 ol 和 a2 的 选择 . 
为 了 构造 两 个 陪 集 的 乘积 , 在 第 一 个 陪 集中 选取 任意 元 素 al + ct, 在 第 二 个 陪 
集中 选取 任意 元 素 a2 + c2. 乘积 


(al + clj(az 十 cz) = ala2 十 (alc2 十 cla2 十 clcz) = a102 + 


总 是 陪 集 a1a2 + C 中 的 一 个 元 素 , 因为 根据 理想 的 性 质 (ii), oaacz, clazctcs 这 些 项 
都 在 理想 C 中 . 因此 , 第 一 个 陪 集中 的 元 素 与 第 二 个 陪 集中 的 元 素 的 所 有 乘积 都 在 
同一 个 陪 集中 , 这 个 乘积 陪 集 是 


(al 十 C)(az +C) = alaz 十 C. (10) 


陪 集 乘法 的 结合 律 和 分 配 律 立即 从 4 中 相应 的 定律 可 以 得 到 . 包含 1 的 陪 集 起 单 
位 元 素 的 作用 , 所 以 4 中 C 的 全 体 陪 集 构成 一 个 环 . 

正 是 根据 陪 集运 算 的 定义 (9) 和 (10), 把 4 的 每 个 元 素 映射 到 它 的 陪 集 的 对 应 
ar 一 0 =a+C 是 一 个 满 同 态 . 在 这 个 满 同 态 像 中 , 零 元 素 是 陪 集 0+ C, 所 以 C 
的 元 素 都 被 映射 到 零 . 这 些 结果 可 以 总 结 如 下 : 
定理 5 在 定义 (9) 和 (10) 之 下 , 环 4 中 任意 理想 C 的 全 体 陪 集 构成 一 个 环 , 称 
为 商 环 04/C. 函数 ar a 十 C 把 A 和 的 每 个 元 素 映 射 到 包含 它 的 陪 集 , 它 是 入 到 
商 环 A/C 的 一 个 满 同 态 , 而 且 这 个 满 同 态 核 是 给 定 的 理想 C. 
推论 1 如 果 4 是 可 交换 的 , 那么 4/C 也 是 可 交换 的 . 

理想 与 同 态 的 关系 现在 已 经 齐全 了 . 特别 是 , 定理 3 关于 唯一 性 的 断言 可 以 改 
述 如 下 : 

@ 环 4/C 也 党 被 称 为 剩余 类 环 , 因为 它 的 元 素 是 C 在 4 中 的 剩余 类 ( 陪 集 ). 
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推论 2 ”如 果 满 同 态 及 把 4 映射 到 A', 并 有 同 态 核 C, 那么 A' 与 商 环 4/C 同 构 . 

模 m 整数 的 环 Zm 现在 可 以 描述 成 商 环 Z/(m). 反 过 来 , 由 这 个 例子 所 启发 ， 
当 (4a 一 0) e C 时 , 我 们 常常 写成 a = b(C), 并 且说 a 和 6b 是 同 余 的 模 环 R 的 理想 
&: 

商 环 的 每 个 性 质 都 反映 在 它 的 生成 理想 C 的 相应 的 性 质 中 . 为 了 解释 这 个 原 
理 , 我 们 定义 极 大 理想 和 素 理想 . 如 果 4 中 包含 理想 C 的 理想 只 能 是 C 和 4 本 身 ， 
则 我 们 称 C < 4 是 极 大 理想 9. 如 果 4 中 理想 已 包含 乘积 ab 时 , 至 少 包含 其 中 一 
个 因子 a 或 b, 则 我 们 称 已 为 素 理想 . 

在 交换 环 中 , 素 理想 起 着 特殊 的 作用 . 例如 , 在 整数 环 Z 中 , 主 理想 (p) 是 素 理 
想 当 且 仅 当 p 是 素数 , 因为 当 p 是 素数 , 而 不 是 其 他 情形 时 , 两 个 整数 的 乘积 ab 是 
Pp 的 倍数 当 且 仅 当 有 一 个 因子 是 p 的 倍数 ， 
定理 6 如果 4 是 交换 环 , 那么 商 环 A/C 是 整 环 当 且 仅 当 C 是 素 理想 , 商 环 A/CO 
是 域 当 且 仅 当 C 是 4 的 极 大 理想 . 

证 明 ”交换 环 4/C 是 整 环 当 且 仅 当 它 没 有 零 因子 (1.2 节 定 理 1). 这 个 条 件 用 公 
式 写成 


a'b' =0, 仅 当 a'=0 或 b=0， (11) 


这 里 o 和 六 分别 是 元 素 a 和 "在 4 中 的 陪 集 . 现在 C 的 陪 集 a’ 是 零 当 且 仅 当 a 
在 理想 C 中 , 则 上 述 条 件 可 以 改写 成 


qb 在 C 中 , 仅 当 a 在 C 中 或 b 在 C 中 . (12) 


这 恰好 就 是 素 理想 C 的 定义 . 

其 次 , 假定 C 是 极 大 理想 , 并 设 b 是 4 中 不 属于 C 的 任意 元 素 . 那么 可 以 证 
明 , 所 有 元 素 c+ 好 (其 中 任意 ce C, 任意 re 4) 组 成 的 集合 是 一 个 理想 . 这 个 理 
想 包含 C, 并 包含 不 在 C 中 的 元 素 b. 因为 C 是 极 大 理想 , 所 以 这 个 理想 一 定 是 整 
个 环 4. 特别 是 , 单位 元 素 1 在 这 个 理想 中 , 所 以 对 某 个 a, 有 1 = c+ ba. 用 陪 集 来 
表示 , 这 个 方程 写成 1 = ba'. 于 是 , 对 任意 陪 集 W = + C 关 C, 我 们 已 求 出 互 逆 
陪 集 o = e+ C, 这 就 是 说 , 陪 集 组 成 的 交换 环 是 一 个 域 . 反 过 来 , 如 果 4/C 是 一 个 
域 , 我 们 可 以 证 明 C 是 极 大 理想 (习题 10). 证 毕 

因为 每 个 域 是 一 个 整 环 , 所 以 定理 6 意味 着 每 个 极 大 理想 是 素 理想 . 然而 反 过 
来 , 素 理想 不 一 定 是 极 大 理想 . 例如 , 考虑 同 态 f(z,y) 一 f(0,y), 它 把 系数 在 域 下 
上 的 未 定 元 > 和 2 的 多 项 式 整 环 Flz,y] 映射 到 较 小 的 整 环 Fly] 上 . 因此 映射 到 零 
的 理想 是 主 理想 (z), 它 是 由 z 的 所 有 倍 式 (多 项 式 ) 组 成 . 因为 像 环 Fly] 实际 上 是 
一 个 整 环 , 所 以 这 个 理想 (z) 是 一 个 素 理想 , 这 也 可 以 直接 验证 . 但 是 Fly] 不 是 域 , 
于 
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所 以 (z) 不 可 能 是 极 大 理想 . 实际 上 , 它 包含 在 较 大 的 理想 (z,y) 之 中 , (z,y) 是 由 


常数 项 为 零 的 所 有 多 项 式 组 成 . 
习 题 


上 


证 明 : 陪 集 的 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 . 


Bd 


余 可 以 相 加 和 相 乘 ，C 的 陪 集 是 由 相互 同 余 的 元 素 组 成 . 
详细 证 明定 理 5 的 推论 1. 

求 出 整数 环 Z 中 所 有 素 理想 . 

求 出 域 已 上 多 项 式 环 F[z] 中 的 所 有 素 理想 和 所 有 极 大 理想 . 
不 用 定理 6 证 明 : 整 环 中 每 个 极 大 理想 都 是 素 理想 . 

在 整 系数 多 项 式 整 环 Z[z] 中 , 求 出 不 是 极 大 理想 的 素 理想 . 


和 nn 


理想 . 并 描述 商 环 Z[w]/(2). 
在 多 项 式 环 Q[z,y] 中 , 下 列 理想 中 哪些 是 素 理 想 ? 哪些 是 极 大 理想 ? 
(a) (z?)， (b) (rz 一 2y 一 3)，(e) 一 3)， 
(d) (zz +1), (e) (zz -1)， {f) (2? + 1,y — 3). 
10. 证 明 : 如 果 商 环 4/C 是 一 个 域 , 那么 C 是 极 大 理想 . 
11, 求 出 一 个 熟悉 的 环 与 下 面 每 个 商 环 A/C 同 构 : 
(al A= Qlz],C = (7 —2); (b) A= QIz),C = (2? + 1); 
(0) A=Q[z,y, C=(z,y-l); (dd) A=2Z[z),C = (3,2); 
(e) 4 = 2Z5, C= (p), 这 里 23 的 定义 见 13.2 节 的 习题 13. 
12. (第 二 同 构 定理 ) 设 C > D 是 环 4 中 的 两 个 理想 . 
(a) 证 明 : 商 C/D 是 4/ 中 的 理想 . 
(b) 证 明 : 4/C 与 (4/D)/(C/D) 同 构 . (提示 : 两 个 同 态 的 乘积 是 一 个 同 态 .) 


bd 


*13.4 ”理想 的 代数 


设 模 一 个 理想 C < 4 的 同 余 定 义 为 : a = b(modC) 当 目 仅 当 a 一 5 在 C 中 . 证明 : 同 


证 明 : 在 所 有 数 a + bw(a,b 为 整数 , w 是 虚 三 次 单位 根 ) 组 成 的 整 环 Zlwl 中 , (2) 是 素 


理想 之 间 的 包含 同 数 之 间 的 整除 性 有 着 密切 的 关系 . 在 整数 环 Z 中 , nlm 意味 
着 m = an, 因此 m 的 每 个 倍数 是 n 的 倍数 . n 的 倍数 组 成 主 理想 (n), 所 以 条 件 


nlm 意味 着 (m) 包含 在 (n) 中 . 反 过 来 , (m) C (n) 特别 意味 着 m 在 (n) 中 ， 
m= an. 所 以 
(m) c (n) 当 且 仅 当 mm- 


因此 


348 第 13 章 环 与 理想 


更 一 般 地 , 在 任意 交换 环 R 中 , (b) C (a) 可 推出 , 对 某 个 > < RR 有 b= az, 即 
albp. 反 过 来 , 如 果 alb, 那么 对 某 个 z < RR 有 b= oz, 于 是 对 所 有 的 by e (b), 有 
by 二 azy € (o), 因此 (b) c (a). 这 就 证 明了 

定理 7 在 任意 交换 环 忆 中 ， 


(5b) C (a) 当 且 仅 当 alb. (13) 


但 要 注意 ,“ 较 大 ”的 数 对 应 着 “ 较 小 ”的 理想 ; 例如 , 6 的 所 有 倍数 组 成 的 理想 (6) 
真正 地 包含 在 所 有 偶数 组 成 的 理想 (2) 中 . 

最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 在 理想 理论 中 也 有 相应 的 解释 . 整数 n 和 上 大 的 最 小 
公 倍 数 m 是 nn 和 处 的 倍数 , 并 且 是 和 大 的 其 他 每 个 公 倍数 的 因子 . 于是, m 的 所 
有 倍数 的 集合 (m) 是 nn 和 此 的 所 有 公 倍数 的 集合 , 刚好 也 是 主 理想 (n) 和 (k) 的 公 
共 元 素 组 成 的 集合 . 这 个 情况 可 以 推广 到 任意 环 (不 一 定 是 交换 环 ) 的 任意 理想 上 ， 
如 下 所 述 . 

可 以 证 明 , 环 4 的 任意 两 个 理想 已 和 C 的 交 BNC 是 一 个 理想 . 设 刀 是 4 的 
任意 其 他 理想 , 则 理想 BNC 具有 三 个 性 质 ， 

(i) BNCCSB, (BNCCO, 

( 首 ) 由 DCB 和 DcC 可 推出 DCBNC. 
于 是 在 格 论 意义 之 下 , 这 个 交 是 B 和 C 的 最 大 下 界 . 

对 偶 于 交 的 是 两 个 理想 的 和 . 如 果 B 与 C 是 4 中 两 个 理想 , 我 们 则 可 验证 集 
合 

B+C= | 所 有 的 和 b+c, 其 中 be B,ce Oo] (14) 


是 4 中 一 个 理想. 因为 包含 B 和 C 的 任意 理想 一 定 包含 所 有 的 和 5 十 c, 所 以 这 个 
理想 +C 包含 和 C, 并 且 包 含 在 每 个 包含 B 和 C 的 理想 中 . 于 是 在 格 论 意义 
下 B+C 是 B 与 C 的 最 小 上 界 也 是 BB 与 C 的 并 . 
定理 8 由 (14) 式 的 和 万 +C 给 出 的 并 与 由 NC 给 出 的 交 , 在 通常 包含 关系 之 
下 , 环 4 中 的 全 体 理想 构成 一 个 格 . 

如 果 整 数 m 和 n 有 最 大 公 因 子 d, 那么 理想 之 和 (m) + (n) 恰好 是 主 理想 (d). 
这 是 因为 根据 (13), 有 (d) > (m) 和 (d) 2 (n); 由 于 d 有 表达 式 d= rm + sm 所 以 
包含 m 和 n 的 任意 理想 一 定 包含 d, 因而 也 包含 (d) 的 所 有 元 素 . 因此 , (d) 是 (m) 
和 (nm) 的 并 , 即 (d) = (m) + (n). 

前 面 的 研究 可 以 推广 如 下 ， 
引 理 ”在 交换 环 尺 中 , 两 个 主 理想 的 和 (b) 十 (c) 本 身 是 主 理想 (d) 当 且 仅 当 d 是 
b 和 cc 的 最 大 公 因 子 . 

我 们 把 引 理 的 证 明 留 给 读者 . 
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一 般 地 , 在 交换 环 中 , 如 果 理 想 B 和 C 是 由 如 下 的 基 生 成 的 ， 
B=(b,…,bm), CO =(c1,.…,cn), (15) 
那么 我 们 有 , 对 任意 6+ce B+0, 按 (8) 式 得 
b+c= Drib + yics, 
i 了 


也 就 是 说 , B 十 C 是 由 by,… ,bm 和 c1,…,cn 生成 , 所 以 
(bi , 十 (C1,*** Cn) = (b1,***, bm, C1,*** ,cn). (16) 


这 个 法 则 同 基 的 自然 变换 结合 起 来 , 可 以 用 来 明显 地 计算 出 整数 的 最 大 公 因 子 . 例 
如 ， 


(336) + (270) = (336, 270) = (336 — 270, 270) = (66, 270) 
= (66,270 — 4 x 66) = (66, 6) = (6), 


所 以 336 和 270 的 最 大 公 因 子 是 6. 
在 任意 交换 环 中 , 我 们 还 可 以 定义 任意 两 个 理想 B 与 C 的 乘积 BC， 


BC = | 所 有 和 bici 十 … 十 加 cm 其 中 bi € B, cj € O]. (17) 


实际 上 , 这 个 集合 是 一 个 理想 , 它 是 由 所 有 的 乘积 bc 生成 的 , 其 中 因子 在 B 中 ， 
因子 在 C 中 , 所 以 它 也 是 包含 所 有 这 些 乘积 的 最 小 理想 . 特别 是 , 两 个 主 理想 (6) 
和 (c) 的 乘积 就 是 由 已 知 元 素 ， 和 e 的 乘积 生成 的 主 理想 (bc). 更 一 般 地 , 如 果 理 
想 妃 和 C 是 由 (15) 式 的 基 确 定 的 , 任意 乘积 bc 具有 形式 


bc 一 bs au] E | = Drivyi)(bic;), 
i 了 了 i 


因此 乘积 理想 BC 有 基 
BC = (bici, bic2,:::, bmcn_1, bmen). (18) 
这 种 乘积 对 于 代数 数论 (14.10 节 ) 是 有 用 的 . 
习 题 


1. 详细 证 明 , B nC 与 再 + C 总 是 理想 . 
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证 明 , (17) 式 的 乘积 BC 是 一 个 理想 . 

画 出 Z24 中 所 有 理想 的 格 图 . 

设 f(z) 和 9(z) 是 域 上 的 多 项 式 , d(z) 是 它们 的 最 大 公 因 式 . 证 明 : (f(z)) + (g(z)) = 
(a(2)). 

. 用 理想 基 的 方法 计算 最 大 公 因子 (280, 396) 和 (8624, 12825). 

6. 证 明 : 整数 环 Z 中 每 个 理想 可 唯一 地 表示 成 素 理想 的 乘积 . 

7. 证 明 下 列 变换 理想 的 基 的 法 则 ， 

(cl ca …cm) = (cl 十 zca,ca cm)， 

(zcl ca cm) = (C1, C2,*** , Cm). 


» 


i 


Ee] 


2 


在 RIz,y] 中 , 化 简 下 面 理想 的 基 : 


(22 + 3y，4z3 + z2)， (z2 +3ry + 2 — YT? 十 6zy，z3 + y). 


© 


(a) 证 明 , 在 任意 交换 环 中 , BC C BNC. 
(b) 给 出 一 个 例子 说 明 BC < BNC 是 可 能 的 . 

(o) 证 明 , B(C + D) = BC + BD. 

“10. 证 明 , 任意 环 中 所 有 理想 构成 的 格 是 一 个 模 ( 按 11.7 节 习 题 10 的 定义 ). 

. 在 交换 环 4 中 , 设 B :C 表示 满足 zce B(c e C) 的 所 有 元 素 zx 组 成 的 集合 . 
(a) 证 明 : 如 果 B 和 C 是 理想 , 那么 B : C 也 是 4 中 的 理想 ( 称 为 “理想 商 * ). 
(b) 证 明 : (Bin B2) :C= (Bi:C)n(Ba:C). 

(c) 证 明 : B : C 是 满足 CX C B 的 所 有 理想 X 的 最 小 上 界 (并 ). 

12, 证 明 ， 如 果 环 RR 包含 理想 B 和 C, 并 满足 BNC =0, B+C = RR, 那么 R 同 构 于 BB 

与 C 的 直 和 |. 


已 
呈 


13.5 ”多 项 式 理想 


理想 的 概念 在 现代 代数 几何 中 是 基本 的 . 当 我 们 研究 三 维 空间 的 代数 曲线 时 ， 
由 于 引入 理想 的 概念 , 使 推理 立即 变 得 明显 了 . 

一 般 在 n 维 向 量 空间 F" 中 , 一 个 ( 仿 射 ) 代 数 著 定义 为 点 集合 了 , 这 个 集合 中 
的 所 有 点 (z1,… ,zn) 都 满足 有 限 个 适当 的 多 项 式 方程 的 方程 组 


cn) = 0 有 (ca 一 0 (19) 


例如 , 在 了" 中 , 平行 于 zy 平面 且 在 zy 平面 上 方 两 个 单位 的 平面 中 的 圆 C( 贺 
心 在 * 轴 上 , 半径 为 2) 通常 可 解析 地 描述 为 空间 中 满足 联 立 方程 


72+—4=0,， z—-2=0 (20) 
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的 点 (>,y >) 的 集合 . 这 些 方程 把 曲线 C 描绘 成 圆柱 面 与 一 平面 的 交 线 . 但 是 也 可 
以 用 等 价 的 联 立方 程 


++2 -8=0，z-2=0, (21) 


以 同样 的 精确 度 把 C 描绘 成 一 个 球面 与 平面 z = 2 的 交 线 . 还 可 能 有 其 他 的 描述 ， 
例如 用 方程 组 
Z2 十 内 一 4=0，z2 二 内 一 2z=0. (22) 


这 些 方程 把 C 描绘 成 圆柱 面 与 旋转 抛物 面 2? + = 2z 的 交 线 . 

我 们 可 以 通过 用 全 体 这 样 的 多 项 式 方程 ( 即 曲线 C 的 点 所 适合 的 方程 ) 描绘 C 
来 避免 上 述 的 含糊 . 如 果 f(z,y,z) 和 g(z,y,z) 是 任意 两 个 多 项 式 , 它们 的 值 在 C 
上 恒 等 于 零 , 那么 它们 的 和 与 差 在 C 上 也 恒 等 于 零 . 同样 地 , 不 管 什么 样 的 多 项 式 
a(z,y,z) 与 f(z,y,z) 的 乘积 a(z,y,z)f(z,y,z) 在 C 上 也 恒 等 于 零 . 这 就 意味 着 , 在 
C 上 的 值 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 是 一 个 理想 . 那么 这 个 理想 (而 不 是 它 
的 任意 一 对 个 别 的 元 素 ) 就 是 C 的 根本 的 描述 . 我 们 现在 将 证 明 所 有 这 样 的 方程 组 
成 的 集合 是 一 个 理想 . 
定理 9 在 F" 中 ,在 给 定 的 集合 5S 上 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 式 的 集合 J(S) 是 
下 [zl Zn] 中 的 一 个 理想 . 

因为 如 果 p(x1,…, zn) 在 给 定 的 点 上 等 于 零 , 那么 p 的 所 有 倍 式 在 该 点 上 也 等 
于 零 , 而 当 p 和 9 在 给 定 的 点 上 等 于 零 时 , 则 p 土 g 在 该 点 上 也 等 于 零 . 对 于 在 给 定 
的 集合 9 上 恒 等 于 零 的 多 项 式 , 上 述 结论 同样 正确 . 实际 上 , 7(5) 刚好 是 在 不 同 的 
点 《E55 上 等 于 零 的 多 项 式 理想 J(&) 的 交 . 

例如 , 上 面 所 讨论 的 圆 C 的 情形 中 , J(C) 是 由 所 有 线性 组 合 


h(z,y, 2) = a(z,y, 2)(7? +y —4) +b(z,y, z)(z — 2) (23) 


构成 的 理想 , 其 中 系数 为 多 项 式 a(z,y,z) 和 b(z,y,z). 这 就 是 说 , J(C) 就 是 以 z2 十 
妨 一 4 和 z 一 2 为 基 的 理想 (z? 十 y 一 4,z 一 2). (21) 中 的 多 项 式 生成 同一 个 理想 ， 
因为 这 些 多 项 式 是 (20) 的 那 两 个 多 项 式 的 线性 组 合 , 而 反 过 来 , (20) 的 多 项 式 可 以 
由 (21) 的 两 个 多 项 式 的 线性 组 合 而 得 到 . 于 是 由 这 条 曲线 确定 的 多 项 式 理想 有 各 
种 各 样 的 基 : 


(22 + —4,z—2) = (z2 十 只 十 好 一 8,z 一 2) = (z2 十 好 一 2zz 一 2). (24) 


商 环 Riz,y,2]/(z? + 妨 一 4,z 一 2) 有 一 个 重要 意义 . 即 它 与 定义 在 C 上 的 所 
有 函数 组 成 的 环 同 构 (参看 3.2 节 ), 这 些 函 数 可 定义 为 变量 x,y,z 的 多 项 式 . 显然 ， 
它 与 Riz,y/(z? + 妃 - 1) 同 构 , 因此 用 通常 的 同化 规则 可 知 , 它 与 所 有 三 角 多 项 
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式 p(cos9,sin0) 构成 的 环 同 构 . 这 个 商 环 称 为 C 上 多 项 式 函 数 环 , 由 它 扩张 成 的 域 
称 为 C 上 有 理 函 数 域 . 

三 次 找 线 C3 : 工 二 ty 二 如 ,z 二 如 是 一 条 代数 曲线 , 它 (不 像 C 那样 ) 可 以 用 参 
数 t 的 多 项 式 函数 来 定义 . 显然 , 给 定 的 点 (z,y, 2) 在 Cs 上 当 且 仅 当 = 2?,z = z3. 
因此 Cs 是 Rs 中 由 理想 M = (y 一 22,z 一 z3) 定义 的 代数 曲线 . 

根据 定义 , 多 项 式 p(z,y,z) 在 Cs 上 恒 等 于 零 当 上 且 仅 当 对 所 有 t € R, p(t,t?,t3) = 
0. 现在 考虑 同 态 @ 


f(z,y,2) 一 f(t 如, 如) (t 是 未 定 元 ). (25) 


显然 , 对 Cs 上 的 所 有 点 , 有 yy = z2,z = z3, 这 表明 y 一 z? 和 z 一 z3 将 位 于 我 们 的 
理想 M 之 中 . 但 是 反 过 来 , 我 们 注意 , 变量 替换 y = y + z?,z = z' 十 zx 将 把 任意 多 
项 式 f(z,y,z) 变 为 (zy,z), 并 注意 , 按照 这 种 形式 , 同 态 (25) 是 


f(z ,2) r= f(t,0,0). (25") 


这 个 对 应 把 /中 包含 y 或 :的 项 映射 到 零 , 而 不 是 别 的 , 所 以 被 映射 到 零 的 多 项 式 
就 是 线性 组 合 g(z,y,z)y +h(z,y,z)z'. 因此 , 我 们 的 理想 M 恰 是 以 y = y 一 z2,z/ = 
2 一 23 为 基 的 理想 (y,z) = (y 一 2?,z 一 23). 这 就 把 曲线 Cs 表示 成 一 个 抛物 柱 面 
与 男 一 个 柱 面 的 交 线 . 在 Cs 的 进一步 分 析 中 , 商 环 RIz,y, z]/M 起 着 重要 作用 . 映 
射 (25) 表明 这 个 商 环 与 多 项 式 环 及 四 同 构 . 

两 个 理想 的 和 有 简单 的 几何 解释 . 例如 , 在 RIz,y,z] 中 , 主 理想 (z -- 2) 表示 平 
面 * = 2, 因为 这 个 理想 中 所 有 的 多 项 式 f(z,y,z)(z - 2), 当 其 中 的 zy > 用 平面 
“= 2 上 点 的 坐标 代替 时 , 都 便 等 于 零 . 类 似 地 , 主 理想 (z? 十 刀 一 4) 定义 了 一 个 以 > 
轴 为 轴 的 半径 为 2 的 圆柱 面 . 根据 法 则 (16), 这 两 个 理想 的 和 是 (z2 十 刀 一 4,z 一 2). 
我 们 刚刚 看 到 , 这 个 和 (23) 表示 一 个 圆 , 它 是 平面 和 圆柱 面 的 交 线 . 事实 上 显然 有 ， 
两 个 理想 的 和 所 对 应 的 轨迹 是 各 理想 所 确定 的 轨迹 的 交 . 

反 过 来 , 多 项 式 环 Rlz1,…,zn] 中 的 任意 理想 J 确定 一 个 相应 的 轨迹 , 这 个 
轨迹 是 由 n 维 空间 中 使 得 对 每 个 多 项 式 f e J 有 f(a1,…,an) = 0 的 所 有 的 点 
(ol an) 组 成 . 希 尔 伯 特 基 定 理 断 言 : J 具有 有 限 基 及,…, fmm, 所 以 相应 的 轨迹 
V 的 确 是 一 个 代数 能 . 可 是 , 这 个 族 的 理想 J(V) 可 以 大 于 给 定 的 理想 J( 参 看 下 面 
的 习题 3). 


习 


1 求 R 中 具有 参数 方程 > 一 上 + ly = 如 ,z= 女 十 妇 的 曲线 所 对 应 的 理想 . 
@ 注意 , (25) 式 定义 一 个 同 态 这 一 事实 并 不 显然, 证 明 它 需要 把 3.1 节 定理 1 的 推广 . 
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. 证明: 由 两 个 线性 无 关 的 线性 多 项 式 生成 的 任意 理想 (az +by 二 cz, oz+by+c2) 确 

定 Rs 中 的 一 条 直线 . 

(a) 证 明 : 在 RIz,y, a] 中 的 理想 (z,y) 与 (2*, zy, 态 ) 确定 相同 的 代数 簇 . 

(b) 证 明 : 任意 理想 和 它 的 平方 确定 相同 的 轨迹 . 

详细 证 明 : 在 任意 轨迹 C 上 恒 等 于 零 的 RIz1,…, zn] 中 多 项 式 的 集合 是 一 个 理想 . 

(a) 在 三 维 空间 中 , zy = 0 所 确定 的 轨迹 是 什么 ? 

(b) 证 明 : 由 两 个 主 理 想 的 乘积 所 确定 的 轨迹 是 各 主 理想 所 确定 的 轨迹 的 并 ， 

(e) 把 (b) 的 结果 推广 到 任意 理想 上 . (提示 : 如 果 在 乘积 的 轨迹 中 有 一 点 不 在 第 一 个 
因子 所 确定 的 轨迹 上 , 那么 在 第 一 个 理想 中 至 少 有 一 个 多 项 式 在 这 点 不 为 零 .) 

(d) 两 个 理想 的 交 所 确定 的 轨迹 是 什么 ? 

(a) 计算 下 面 “ 双 有 理 ” 变换 的 逆 ， 


T:z =7, y=y-7, z=2+y+7 


(b) 证 明 :, 所 有 形 为 z = z,y = y+p(Z)，z = 2 十 9(z,y)(p,4q 是 多 项 式 ) 的 变量 替换 
组 成 的 集合 是 一 个 群 . 
(e) 证 明 : 每 个 这 样 的 替换 诱导 出 一 个 环 RIz,y, 2] 上 的 自 同 构 . 
，(a) 证 明 : 如 果 五 是 交换 环 4 中 一 个 理想 , 巨 的 根 式 是 由 4 中 所 有 使 得 某 个 寡 zm € 媚 
的 z 所 组 成 的 集合 VF, 那么 VH 是 一 个 理想 . 
(b) 证 明 : 如 果 五 是 多 项 式 环 C[z,y, 2] 中 的 一 个 理想 ,V 是 相应 的 轨迹 , 那么 J(V) 
包含 V 吾 . (提示 : 希 尔 伯 特 零点 定理 断言 J(V) = VFH.) 
. 描述 下 面 两 种 情形 下 , 由 2? +y = 0 所 确定 的 轨迹 . 
(a) 在 Ra 中 . (b) 在 C? 中 . 
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在 非 交 换 环 中 , 我 们 可 以 考虑 “ 单 边 ” 理想 . 环 4 中 一 个 子 集合 L, 如 果 z 和 % 
在 工 中 ,a 在 4 中 , 则 zy 与 az 也 在 工 中 ,那么 称 工 是 4 的 左 理想 . 右 理想 可 以 
类 似 地 定义 . 与 这 些 概念 相对 照 , 我 们 原来 意义 下 的 理想 称 为 双边 理想 . 例如 , 在 所 
有 2x2 和 矩阵 组 成 的 环 Ma 中 , 第 一 列 都 是 零 的 所 有 和 矩阵 构成 左 理想 , 但 不 能 构成 双 

这 些 概念 可 以 有 效 地 应 用 到 含有 单位 元 素 1 的 线性 代数 4 中 ; 正 像 13.1 节 中 
看 到 的 , 任意 这 样 的 线性 代数 是 一 个 环 . 在 这 种 情况 下 , 任意 左 理想 工 或 右 理想 关 
于 数 乘 运算 也 是 封闭 的 . 例如 , 如 果 & 是 工 中 任意 元 素 , c 是 任意 标量 , 那么 工 包含 
0é, 这 因为 & = (c.1)§ 是 工 中 元 素 与 4 中 某 元 素 c-1 的 乘积 . 如 果 把 4 看 作 它 的 
标量 域 忆 上 的 线性 空间 , 那么 4 的 任意 左 (或 右 ) 理想 是 一 个 子 空间 . 

如 果 一 个 线性 代数 没有 真 (双边 ) 理想 , 则 称 它 为 单 代数 . 于 是 一 个 单 代数 没有 
真 同 态 像 . 


Ea 


只 


Ca 


Eg 


-~ 


po 
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定理 10 域 上 所 有 nxn 矩阵 组 成 的 代数 是 单 代 数 . 

证 明 ”这 个 代数 Mn 以 n? 个 矩阵 i; 作为 它 的 基 , i; 是 在 (i,j) 位 置 的 元 素 
为 1 其余 位 置 都 是 零 ， Mn 中 的 一 个 真理 想 B 将 至 少 包含 一 个 非 零 矩阵 4 = 
》 aijBi5( 其 中 系数 ars 关 0). 那么 每 个 矩阵 

2 


(rs) Ekr AEsk 一 (ars) -1 )) Erkr Bij Eskoij = Er (26) 
2 


在 五 中 . 因此 单位 矩阵 工 = 》 ,Bri 在 B 中 ,所 以 B 一 定 是 整个 代数 ,于 是 B 是 假 
大 


理想 . 证 毕 

范 德 波恩 (Wedderburn)(1908) 证 明了 有 名 的 定理 10 的 逆 定 理 . 这 个 逆 定 理 断 
言 , 特别 地 , 复数 域 C 上 的 每 个 单 代数 与 C 上 所 有 n x n 撼 阵 组 成 的 代数 同 构 . 为 
了 讨论 一 般 情形 , 我 们 需要 可 除 代数 的 概念 . 可 除 代数 是 指 这 个 线性 代数 是 一 个 可 
除 环 . 根据 代数 基本 定理 我 们 可 以 证 明 , 复数 域 C 上 唯一 的 可 除 代数 是 C 本 身 . 
著名 的 弗 罗 比 尼 乌 斯 定理 断言 , 实数 域 R 上 的 可 除 代数 只 有 及 , C 和 四 元 数 代数 
(8.11 节 ). 

在 任意 可 除 环 D 上 , 我 们 可 以 构造 一 个 任意 m 阶 全 矩阵 代数 Mn(D), 如 下 所 
述 . 可 以 按照 普通 法 则 

(oz) + (bis) = (ai + bij), 


c(ai) = (caij), (27) 


(ai;)(bi;) > 他 ey) 1 
k=1 


把 系数 在 可 除 代数 D 中 的 两 个 n x n 矩阵 相 加 和 相 乘 . 范 德 波 恩 的 结果 是 , 如 果 下 
是 任意 域 , 域 上 最 一 般 的 单 代数 4 可 如 下 得 到 . 取 域 上 任意 可 除 代 数 D 和 任 
意 正 整数 n, 那么 4 是 由 系数 在 D 中 的 所 有 n x n 和 矩阵 组 成 . 


习 题 


1. 证 明 : 每 个 可 除 代 数 是 单 代数 

2. 在 可 除 代数 中 求 出 所 有 右 理想 . 

3. 讨论 一 个 环 中 左 理想 构成 的 代数 , 即 描述 它们 的 和 、 交 与 主 左 理想 . 

4 证明, 域 上 线性 代数 的 每 个 商 环 本 身 是 一 个 线性 代数 . 

5. (a) 证 明 : 如 果 5 是 向 量 空间 FP" 的 子 空间 , 以 S 中 的 向 量 为 行 的 所 有 矩阵 组 成 的 集合 
是 Mn(F) 的 左 理想 . 
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“(b) 证 明 : Mn(E) 的 每 个 左 理想 C 是 (a) 中 所 描述 的 一 个 理想 . (提示 : 证 明 C 的 矩 
阵 的 每 一 行 是 C 中 除了 第 一 行 外 剩 下 的 其 他 行 都 为 零 的 矩阵 的 第 一 行 . 利用 7.6 节 
和 7.7 节 的 方法 .) 
*6, 把 定理 10 推广 到 任意 可 除 环 D 上 的 全 甜 阵 代数 M"(D). 


13.7 环 的 特征 


任意 环 R 可 以 看 作 加 法 群 ( 阿 贝 耳 群 ) 由 任意 ae R 生成 的 循环 子 群 是 由 a 
的 mm 次 寡 组 成 , 其 中 m 取 整 数 . 用 加 法 的 记号 , 我 们 把 a 的 m 次 “ 短 ” 写 成 mxa. 
于 是 , 如 果 m 是 正 整 数 , 则 


mxa=a+a+…+a (m 个 被 加 项 ). (28) 
如 果 m=0, 则 0xa=0, 而 当 m = 一 n 是 负数 时 , 则 有 
(-n) xa=nx(-a)=(-a)+(-0)+…+(-a) (n 个 被 加 项 ). (29) 


我 们 称 m x a 是 a 的 m 次 自然 倍数 , 它 对 任意 m eZ 和 任意 we RR 都 有 定义 . 
整 环 D 中 的 元 素 的 这 些 自然 倍数 具有 任意 交换 环 中 短 的 所 有 性 质 , 这 些 性 质 
已 经 在 6.6 节 中 证 明 过 , 那里 是 按照 乘法 记号 来 叙述 的 . 因此 有 


(mxa)t+(nxa)=(m+n) xa mx(nxa)= (mn)xa, (30) 
mx(at+)=mxatmxb mx(-a)=(-m)xa. (31) 
还 有 由 分 配 律 推出 的 一 些 性 质 . 其 中 一 个 一 般 分 配 律 ( 见 1.5 节 ) 是 
(e+a 二 十 ab 一 ab 十 ob 十 … 十 号 (m 个 被 加 项 ). 
按照 自然 倍数 表示 这 就 是 
(mx a)b = m x (ab) = a(m x b). (32) 


当 m = 0 时 , 这 个 公式 仍 成 立 , 当 m 是 负数 时 公式 也 成 立 , 这 因为 取 m = 一 n, 定义 
(29) 给 出 
(—n) x ab =n x (~-ab)= [nx (~a)]b = [(—n) x ab 


另 一 个 一 般 分 配 律 是 法 则 


(a 十 … 十 a) 地 十 … 十 人 一 吃 十 … 十 ab 
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它 也 可 以 改写 成 
(m x a)(n x b) = (mn) x (ab). (33) 


对 一 切 整数 m 和 m 不 管 正 的 、 负 的 或 零 , 这 个 公式 都 成 立 . 

邻 a=1 是 的 单位 元 素 (乘法 单位 元 素 ), (32) 表明 m xb 正 是 (m x Db 它 
是 5 与 1 的 m 次 自然 倍数 的 乘积 . 此 外 , 在 (30) 中 令 a = 1, 我 们 看 出 ,从 Z 到 民 
的 映射 m 一 m x 1 保持 和 . 最 后 , 在 (33) 中 令 a = b= 1, 我 们 得 到 


(mx1)mnx1)= (mn) x (lx1)= (mn)x1. (331) 


这 个 映射 保持 积 , 这 就 证 明了 
定理 11 对 任意 环 hR, 映 射 mr 一 mxX1 是 从 到 民 的 一 个 同 术 . 
推论 1 任意 环 尺 中 1 的 自然 倍数 组 成 的 集合 是 一 个 同 构 于 呈 或 Zm(m > 1 为 某 
整数 ) 的 子 环 . 
定义 环 玉 的 特征 是 指 尽 的 单位 元 素 1 的 不 同 自然 倍数 m x 1 的 个 数 m. 
推论 2 在 整 环 万 的 加 法 群 中 , 所 有 非 震 元 素 具 有 相同 的 阶 一 一 即 DD 的 特征 . 
证 明 ”对 于 所 有 非 零 元 素 be D,m xp8=0 当 目 仅 当 (m x 1)b = 0, 根据 消去 律 , 这 
等 价 于 mx 1=0. 证 毕 
整数 环 2 具有 特征 Qoo, 而 整 环 Z 具有 特征 p. oo 和 了 是 唯一 可 能 的 特征 . 
定理 12 一 个 整 环 的 特征 或 者 是 oo 或 者 是 素数 p. 
用 反 证 法 证 明定 理 . 我 们 假定 某 个 整 环 D 有 有 限 特征 , 这 个 特征 是 一 个 复合 数 
m 三 7s, 那么 根据 (33'), 环 D 的 单位 元 素 1 满足 


0=mx1= (rs) x1= (rx1).(sx1). 


根据 消去 律 , 或 者 r+ x 1 = 0, 或 者 sx1= 0. 因此 DD 的 特征 一 定 是 其 中 一 个 因子 或 

者 7, 或 者 s, 而 不 是 我 们 所 假定 的 m. 

推论 ”在 任意 整 环 中 , 由 单位 元 素 生 成 的 加 法 群 是 一 个 与 Z 或 Zp 同 构 的 子 整 环 . 
1.5 节 的 二 项 公式 (9) 说 明了 自然 倍数 的 意义 . 在 任意 交换 环 RR 中 , 表达 式 


(a+b)?=a ?+abtbat+b=a?+2x (ab) + 


有 一 个 中 项 , 确切 地 说 它 是 自然 倍数 2 x (ab). 更 一 般 地 , 用 归纳 法 可 以 证 明 1.5 节 
中 的 二 项 公式 (9), 它 包含 的 二 项 系数 是 自然 倍数 , 于 是 我 们 可 以 写成 


(a+b)”=a?+ 人 x (a" 一 15) + 人 x (a" 一 202) + .+ () x (34) 


@ 大 多 数 作者 用 “特征 0" 来 代替 “特征 oo”. 
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() -sm 和 (35) 


给 出 的 自然 数 . 这 里 ni=n(n 一 1)…3 x2x1, 并 且 0!=1. 

定理 13 ”在 素 特征 卫 的 任意 交换 环 及 中 , 对 应 -ap 是 一 个 同 态 . 

证 明 ”根据 (6), 我 们 需要 证 明 1? = 1, 并 且 对 所 有 ab e RR 有 (ab)? = apbP, (atb)? = 
a? 土 四 . 前 两 个 方程 在 任意 交换 环 中 都 成 立 . 为 证 明 第 三 个 方程 , 在 公式 (34) 和 (35) 
中 , 令 n= p. 因为 p 是 素数 , 所 以 它 不 能 被 让 或 p 一 i)!(0 < i < p) 的 任意 因子 整 
除 . 因此 (34) 中 适合 0< i<p 的 所 有 二 项 系数 都 是 p 的 倍数 . 但 是 环 RR 具有 特征 
p, 因此 (34) 中 所 有 含 (外 (0 < i < p) 的 项 被 去 掉 . 由 此 推出 等 式 


(a 土 Djp = op 土 加 . (36) 


定理 证 毕 . 

推论 ”在 特征 为 p 的 有 限 域 FP 中 ,对 应 a 一 +?aP 是 一 个 自 同 构 . 

证 明 ”因为 在 已 中 由 oz = 0 可 推出 = 0, 所 以 同 态 一, a? 的 核 是 零 , 而且 这 个 
同 态 是 一 一 的 . 因为 F 是 有 限 的 , 所 以 这 就 意味 着 a 一 ， a? 还 是 映 上 的 . 因此 是 一 
个 自 同 构 . 


习 题 


Lg 


证 明 : 对 于 正 整数 mm, 自然 倍数 mxa 可 以 通过 “ 递 推 公式 ”1xa = a, (m+1)xa = mxa+ta 
来 定义 . 

用 归纳 法 证 明 关于 正 自然 倍数 的 法 则 (30) 和 (32). 

作为 定理 13 的 一 个 推论 来 证 明 费 马 定理 (1.9 节 定理 18). 

关于 有 序 整 环 的 特征 , 你 能 说 些 什么 ? 

(a) 证 明 : 在 特征 为 p 的 任意 整 环 D 中 , a : a 一 a? 是 一 一 的 (单一 同 态 ). 

(b) 证 明 : 如 果 D = Zp(z), 那么 a 的 像 是 D 的 真子 整 环 . 

(e) 证 明 : 有 限 域 必 有 一 个 真 自 同 构 , 除非 它 是 一 个 素 域 Z。. 


13.8 域 的 特征 


因为 域 被 定义 为 除法 ( 除 零 外 ) 是 可 能 的 整 环 , 所 以 关于 特征 的 讨论 立刻 可 应 
用 到 域 上 . 如 果 域 F 的 特征 为 p, 那么 根据 定理 12, 由 域 FF 的 单位 元 素 生成 的 加 法 
、 子 群 是 一 个 子 域 , 并 且 它 与 由 模 p 整数 构成 的 有 限 域 同 构 . 如 果 域 F 的 特征 为 oo， 


TAD 
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那么 根据 定理 12, 由 单位 元 素 1 生成 的 子 群 是 由 所 有 代数 m x 1 组 成 , 所 以 由 生成 
的 于 域 是 由 所 有 商 呈 了 (其 中 必 关 0) 组 成 . 这 个 对 域 是 所 有 倍数 mx1 的 子 整 环 的 
商 域 . 因此 根据 2.2 节 的 定理 7, 它 与 有 理 数 域 同 构 , 有 理 数 域 是 整数 m 一 m x 1 
构成 的 整 环 的 商 域 ， 事实 上 , 映射 < 了 一 本 是 由 1 生成 的 子 城 与 有 理 数 域 之 
各 的 同 构 这 就 证 明了 下 面 的 结果 (参看 26 证 理 18 的 推论 

定理 14 在 特征 为 co 的 域 中 , 由 单位 元 素 生 成 的 子 域 与 有 理 数 域 Q 同 构 . 


同 构 呈 < 一 也 保持 域 中 的 所 有 四 种 运算 . 于 是 在 处 理 单个 域 时 , 可 


以 把 每 个 商 一 1 与 其 相应 的 二 等 同 起 来. 在 这 个 约定 之 下 , 可 以 说 每 个 特征 为 
oo 的 域 包含 着 所 有 有 再 数 Tn 7 0). 按照 类 似 的 约定 , 可 以 说 每 个 特征 为 p 的 域 
包含 域 2z, 在 这 种 意义 下 , 每 个 域 都 是 极 小 域 ( 即 所 谓 素 域 )JQ 和 Z, 中 的 一 个 域 的 
扩张 . 因此 按照 对 已 知 域 的 不 同 扩张 方式 对 域 进行 系统 的 分 类 是 很 自然 的 . 这 些 将 
在 下 一 章 里 讨论 . 


习 题 


. 设 Fi 是 恰 有 四 个 元 素 的 任意 域 ， 

(a) 证 明 , Fs 的 特征 为 2. 

(b) 证 明 ; Fs 的 不 在 素 子 域 Z2 中 的 两 个 元 素 都 满足 z? = x + 1 

(c) 用 这 个 事实 证 明 : Fs 与 13.3 节 中 习题 8 所 述 的 域 Z[w]/(2) 同 构 . 
. 求 出 习题 1 的 域 Fs 的 全 部 自 同 构 . 
. 证 明 : 关于 二 次 方程 的 解 的 一 般 公 式 可 以 应 用 到 特征 为 2 的 任意 域 上 . 
. 在 什么 样 的 域 上 , 求解 三 次 方程 的 一 般 公式 (5.5 节 ) 仍然 成 立 . 


aD 
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14.1 ”代数 扩张 与 超越 扩张 


剩 下 的 两 章 讨论 一 般 城 忆 上 的 多 项 式 方程 plz) = 0 的 解 及 其 性 质 . 我 们 将 证 
明 任意 这 样 的 方程 在 忆 的 适当 的 扩张 中 是 可 解 的 , 这 个 扩张 是 指 包含 了 作为 于 域 
的 一 个 起 K. 例如 pfz) = 0 在 多 项 式 环 Fo] 对 于 由 5 的 信 式 组 成 的 主 理想 的 商 域 
lel/(p) 中 总 有 一 个 根 . 

在 撒 述 这 种 扩张 的 一 般 性 质 之 后 , 我 们 将 特别 地 研究 有 理 数 域 Q 按 这 种 方式 
扩张 而 得 到 的 所 有 “代数 数 "构成 的 域 . 通过 证 明 在 某 一 个 二 次 扩张 QIz]/(z? 一 ) 
4(VA)(r e 双 ) 中 “整数 "的 唯一 因 于 分解 定理 的 问题, 简短 地 介绍 一 下 代数 数论 . 全 
如 ,高 斯 刺 数 n+nV=I(r = -1 的 情形 ) 可 以 唯一 地 分 解 成 高 其 素数 。 

域 玉 最 简单 的 一 类 扩张 是 南 单个 元 素 c K 的 有 再 表达 式 下 = 3 (和 
数 mx, 和 ae 有 组 成 .例如 ,复数 a+ 所 是 由 实数 和 单个 复数 i 生成 , 而 未 定 元 > 的 所 
有 有 理 形 式 (具有 有 理 系数 ) 组 成 的 域 Q(z) 是 由 域 Q 和 元 素 z 生成 的 .一 个 域 可 
以 按照 几 种 不 同方 法 生成 . 例如 , 域 Q(V3) 由 方程 尼 2 = 0 的 根 V5 生成 它 是 
由 含有 有 理 系数 a 和 6 的 所 有 实数 a+bV3 组 成 ( 见 2. 节 的 例子). 男 一 个 不 同 的 
方程 吕 二 4c 十 2=0 的 一 个 根 是 -2 十 V5 它 生成 同一 个 域 Q(V 加 因为 这 个 域 中 
的 任意 数 可 以 按照 这 个 新 的 生成 元 表示 为 


a+bV2= (a+2b) +b(-2+ V2). 


普通 的 配方 方法 应 用 到 这 个 方程 上 得 到 x? 二 42 +2== (z+2)2 一 2, 所 以 y= 2 十 2 
满足 新 的 方程 ?一 2 = 0, 其 根 生成 同一 个 域 , 于 是 运用 变量 替换 来 化 简 方程 对 应 着 
在 相应 的 域 中 选取 新 的 生成 元 
我 们 来 一 般 地 描述 由 域 的 任意 扩张 K 中 的 已 知 元 素 生 成 的 子 域 . 设 天 是 
给 定 的 域 , FP 是 K 的 子 域 , c 是 K 的 一 个 元 素 . 考虑 K 中 那些 由 形 为 
jc) =ao+aac+azc2 十 … 十 anc"” (每 个 ai€ 下 ) (1) 
的 多 项 式 给 出 的 元 素 . K 中 包含 F 和 c 的 任意 子 整 环 一 定 包含 所 有 这 样 的 元 素 
f(o). 反 过 来 , 所 有 这 样 的 多 项 式 组 成 的 集合 在 加 法 、 减 法 和 乘法 运算 之 下 是 封闭 


的 , 因此 这 些 表 达 式 (1) 组 成 K 中 由 下 和 < 生成 的 子 整 环 . 这 个 子 整 环 一 般 都 用 
带 方 括号 的 Fa 来 表示 - 
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如 果 f(c) 和 g() 六 0 是 像 (1) 那样 的 多 项 式 表 达 式 , 那么 它们 的 商 但 是 
的 元 素 , 称 为 具有 系数 属于 F 的 关于 c 的 有 理 表 达 式 . 所 有 这 样 的 商 组 成 的 集合 是 
一 个 子 域 ; 它 是 由 严 和 c 生成 的 域 , 一 般 都 用 带 加 括号 的 P(e) 来 表示 . 

如 果 域 K 是 在 它 的 子 域 上 由 单个 元 素 c 生成 的 , 则 称 K 是 的 单 扩张 
所 以 K = F(O)、2.1 节 所 讨论 的 域 Q(V3), Q(35) 和 Q(w) 都 是 单 扩张 的 例子 . 可 
以 证 明 , 不 管 怎样 , 的 任意 扩张 可 以 通过 单 扩张 的 一 个 有 限 或 ( 良 序 ) 超 限 序列 而 
得 到 . 

在 有 理 数 域 上 ,一 些 复数 (如 ，V5 35, V=5 都 满足 有 理 系数 多 项 式 方程, 还 
有 另外 一 些 数 , 像 x 和 e=2.718 28.…, 可 以 证 明 它 们 不 满足 有 理 系 数 多 项 式 方程 
(平凡 情形 除外 )， 后面 这 些 数 称 为 “超越 数 *. 这 种 重要 的 二 分 法 可 以 应 用 到 任意 域 
的 元 素 上 . 
定义 “ 设 天 是 任意 域 , 已 是 天 的 任意 于 域 . 域 KK 的 元 素 ,如 果 满足 一 个 多 项 式 
方程 

ao 二 Qic 十 Q2 十 … 十 anc"? 二 0 (ai&€ 古 且 不 全 为 震 )， (2) 
则 称 c 在 上 是 代数 的 . K 的 元 素 c 如 果 在 已 上 不 是 代数 的 , 则 称 在 已 上 是 起 
越 的 . 

单 扩张 K = F(c) 是 严 上 的 代数 扩张 还 是 超越 扩张 , 取决 于 生成 元 < 在 上 
是 代数 的 还 是 超越 的 . 单 超越 扩张 的 结构 是 特别 容易 描述 的 . 
定理 1 如 果 c 在 已 上 是 超越 的 , 那么 由 玉 和 c 生 成 的 予 域 F(c) 与 系数 在 万 中 
的 关于 未 定 元 z 的 所 有 有 理 形式 组 成 的 域 (2) 同 构 . 同 构 可 以 选 为 a ;a( 每 个 
aE€EF),cm— 7. 


证 明 扩张 F(c) 显然 包含 尺 和 系数 在 F 中 的 所 有 有 理 表达 式 8. 如 果 Fo) 


中 的 两 个 多 项 式 表达 式 有 i(c) 和 fo(c) 相等 , 那么 它们 的 系数 一 定 逐 项 相等 , 因为 如 

果 不 然 , 差 户 (c) - fz(o) 将 产生 一 个 关于 e 的 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 方程 , 这 与 c 

在 下 上 是 超越 的 假设 相 矛盾 . 因此 对 应 f(c) 一 f(z) 是 整 环 F[c] 和 未 定 元 z 的 多 

项 式 形式 整 环 Flz] 之 间 的 双 射 . 根据 多 项 式 运算 法 则 , 这 个 对 应 是 一 个 同 构 . 根据 
by 


2.2 节 定 理 6, 它 可 以 扩张 成 F(c) 和 F(z) 之 间 的 同 构 {9 ，, f@). 
g(c) 9(7) 


习 题 
1. 闪 别 下 列 各 复数 在 有 理 数 域 Q 上 是 代数 的 还 是 超越 的 , 并 给 出 证 明 : V7, 5,n?,e 十 
3( 这 里 e = 2.718 28….), i+3, ei, V3 + 


2. 证 明 , 如 果 z 在 上 是 代数 的 , 那么 z? 和 z + 3 也 是 代数 的 , 反之 亦 然 . 
3. Q(V5) 中 什么 祥 的 数 生成 整个 域 Q(V5)? 
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4. (a) 设 d 是 非 完全 平方 整数 , 描述 域 Q(V 加 - 
(b) 求 出 Q(Va) 中 生成 整个 域 的 那些 元 素 . 
(c) 把 每 个 这 样 的 元 素 表示 为 系数 在 Q 中 的 二 次 方程 的 根 . 
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下 面 我 们 研究 域 FF 的 单 代数 扩张 的 性 质 , 该 扩张 是 由 下 和 在 下 上 单个 的 代数 
元 素 , 生成 的 . 根据 定义 , 这 个 元 素 必 满足 F 上 次 数 至 少 是 1 的 多 项 式 方程 . 同一 
个 元 素 w 可 以 满足 很 多 不 同 的 方程 , 例如 , V2 是 x? - 2 = 0 的 根 , 也 是 z3 -2z = 
0, x4 一 4 = 0 等 方程 的 根 . 但 是 它 恰好 是 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 方程 的 根 ( 见 后 面 
的 习题 6). 
定理 2 如果 域 的 扩张 及 的 一 个 元 素 以 在 下 上 是 代数 的 , 那么 勾 是 多 项 式 整 
环 Flz] 中 唯一 的 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 p(Z) 的 零点 . 如 果 几 是 Fz] 中 另 一 个 多 
项 式 , 那么 h(w) = 0 当 且 仅 当 在 整 环 Fz] 中 , hh 是 p 的 倍 式 ,也 就 是 当 且 仅 当 凡 在 
lz] 的 主 理想 (p) 中 . 

证 明 ”满足 hu) =0 的 多 项 式 he Flz] 组 成 Flz] 中 的 一 个 理想 , 这 个 理想 恰好 是 
“赋值 映射 " p 一 p(w) 所 定义 的 同 态 mu : FIz] 一 的 核 , 这 里 映射 p 一 p(w) 在 
wu € KK 处 赋 给 每 个 多 项 式 p 一 个 值 . 像 Flz] 的 所 有 理想 一 样 , 这 个 理想 是 主 理想 
(3.8 节 定 理 11), 所 以 它 由 它 的 任意 一 个 次 数 最 低 的 元 素 的 所 有 倍 式 组 成 . 这 些 次 数 
最 低 的 元 素 中 恰 有 一 个 是 首 一 多 项 式 , 称 它 为 p. 这 个 p 是 不 可 约 的 , 如 果 不 然 , 它 可 
以 分 解 为 p= fg, 这 里 f 和 9 是 次 数 更 小 的 多 项 式 , 由 此 推出 f(w)g(w) = p(w) = 0， 
所 以 或 者 f(u) = 0, 或 者 g(w) = 0, 这 与 选取 p 为 适合 p(w) = 0 的 次 数 最 低 的 多 项 
式 相 矛盾 . 证 毕 
定义 ”在 域 中 上 代数 元 素 以 的 极 小 多 项 式 是 满足 p(4) = 0 的 (唯一 的 ) 首 一 不 可 
约 多 项 式 pE Flz]. 4 在 玉 上 的 次 数 n 二 [u: 了 丰 是 这 个 多 项 式 的 次 数 . 

推论 ”如果 元 素 4. 在 下 上 的 次 数 为 n. 那么 我 们 有 ,ao + aliu 十 … 十 an_ltun-1l 二 
0(ai E 卫 ) 当 且 仅 当 ao =al = 二:… = Qan-1=0. 

现在 我 们 有 可 能 描述 KK 的 由 F 和 上 述 的 代数 元 素 wu 所 生成 的 子 域 . 这 个 子 
域 F(w) 显然 包含 由 所 有 可 表 为 系数 在 F 中 的 多 项 式 f(w) 的 元 素 组 成 的 子 整 环 
也 J 此 外 还 将 证 明 , 映射 f(z) 一 > f(w) 是 商 环 FIz]/(p) 与 F(w) 之 间 域 的 同 构 
$ :FE)/(P) = Fw). 

这 一 节余 下 的 部 分 将 讨论 这 个 结论 . 由 多 项 式 的 加 法 和 乘法 公式 , 显然 有 V 是 
由 Flz] 到 子 整 环 Flu] 的 一 个 满 同 态 . 但 是 实际 上 , 整 环 Flu] 是 一 个 子 域 . 事实 上 ， 
让 我 们 求 Flu] 中 任意 元 素 f(u) 关 0 的 道 . 不 等 式 f(w) 关 0 意味 着 以 不 是 f(z) 的 
根 , 因此 根据 定理 2, f(z) 不 是 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 倍 式 , 所 以 f(z) 与 p(x) 互 素 . 
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因此 我 们 可 以 写 
1= t(z)f(z) + s(z)p(z), (3) 


这 里 t(z) 和 s(z) 是 Flz] 中 适当 的 多 项 式 . Flu] 中 相应 的 方程 是 1 = t(w)f(w). 这 
就 表明 , Flu] 的 非 零 元 素 f(u) 有 一 个 逆 元 素 t(w),t(w) 也 是 的 多 项 式 ?, 于 是 就 
证 明了 Flu] 是 KK 的 子 域 

反之 , 因为 K 的 每 个 包含 和 4 的 子 域 显然 包含 Flu] 中 的 每 个 多 项 式 f(ww)， 
所 以 我 们 看 出 Flu] 是 K 的 由 已 和 v 生成 的 子 域 . 我 们 证 明了 
定理 3 设 是 任意 域 , 4 是 KK 的 一 个 元 素 , 它 在 开 的 子 域 已 上 是 代数 的 ; 设 
DP(T) 是 以 以 为 其 根 的 下 上 首 一 不 可 约 多 项 式 . 那么 从 多 项 式 整 环 下 [z] 到 F(w) 的 
映射 几 ; f(Z) 一 f(u) 是 以 (p(T)) 为 核 的 满 同 态 . 

把 这 个 定理 同 13.3 节 定 理 5 的 推论 2 结合 起 来 , 我 们 有 一 个 直接 理论 . 
定理 4 在 定理 3 中 , F(w) 与 商 环 下 [z]/(p) 同 构 , 这 里 p 是 以 所 满足 的 域 下 上 首 
一 不 可 约 多 项 式 . 

商 环 FIz]/(p) 可 以 描述 得 非常 简单 . 每 个 多 项 式 f(z) es Flz] 在 模 (p) 之 下 与 
它 用 p(z) 除 所 得 的 余 式 r(z) = f(z) 一 a(z)p(z) 同 余 , 这 个 余 式 是 次 数 小 于 n 的 唯 
一 的 多 项 式 


r(z) 一 ro 十 rz 十 … 十 rn-izn 1. (4) 


把 两 个 这 样 的 多 项 式 相 加 或 相 减 , 恰好 是 对 它们 的 相应 的 系数 相 加 或 相 减 . 为 把 它 
们 相 乘 , 先 按照 3.1 节 的 (3") 计算 出 多 项 式 乘积 , 然后 再 计算 用 p(z) 除 时 所 得 的 
余 式 ， 
例如 , 有 理 数 域 已 = Q 通过 w= V3 扩张 成 Q(V3), 在 这 个 特殊 情形 中 , 我 们 
有 p(z) = z? 一 2. 因此 Q(w) 的 任意 元 素 可 以 写成 + bV2, 其 中 a 和 6b 为 有 理 数 ， 
并 且 
(a+bV2)(c+dvV3) =ac+ (ad + bc)V3 + bd(V2)? 


=(ac+ 2bd) + (ad 十 bc)V2. 


公式 (4) 表明 商 环 Flz]/(p) 是 上 一 个 nn 维 向 量 空 间 , 它 是 有 限 维 向 量 空 间 
下 [z] 对 由 p(z) 的 倍 式 组 成 的 子 空间 的 商 空间 . 还 要 注意 , 乘法 是 双 线 性 的 (对 每 个 
因子 是 线性 的 ). 因此 代数 扩张 Fz]/(p) 在 13.1 节 的 意义 下 也 可 以 看 作 下 上 的 交换 
线性 代数 . 

@ 例如 , 在 Q(V3) 中 , 1+V3 有 乘法 道 , 通过 分 母 有 理化 可 以 求 得 这 个 道 是 


EE ee ed 
CTD 3+3 
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习 题 


. 求 出 V3 所 满足 的 五 个 不 同 多 项 式 方程 , 并 证 明 它 们 都 是 V3 所 满足 的 首 一 不 可 约 多 
项 式 ( 域 Q 上 ) 的 倍 式 . 

在 由 不 可 约 方程 ww 一 6w? +9u+3 = 0 的 根 zx 生成 的 单 扩张 Q(u) 中 , 按照 元 素 1， 
wt 把 下 列 各 元 素 表示 成 (4) 中 的 形式 ， 


24,45, 3u5 一 十 2, 一 一 一 


» 


二 
二 + + Wu —6ut+8. 
在 由 zs5+2r+2= 0 的 根 v 生成 的 单 扩张 a 中 , 把 下 列 各 元 素 表示 成 (4) 中 的 形 
式 , (w+ Dw 30), (ut + 3 + Tt), 全 
4. 把 复数 域 表示 为 由 所 有 实 系数 多 项 式 组 成 的 整 环 RIz] 得 到 的 商 环 . 
.把 域 Q(V3) 表示 为 由 有 理 系 数 多 项 式 组 成 的 整 环 Q[z] 得 到 的 商 环 . 
, 根据 有 关 的 定义 直接 证 明 , 如 果 4 在 下 上 是 代数 的 , 那么 以 4 为 根 的 次 数 最 低 的 首 一 
多 项 式 在 F 上 是 不 可 约 的 . 
. 根据 有 关 的 定义 证 明 : 如 果 wu 是 域 K 的 任意 元 素 , F 是 天 的 任意 子 域 , 那么 以 v 为 
根 的 , 系数 在 F 中 的 所 有 多 项 式 g(z) 的 集合 是 Ffz] 的 一 个 理想 . 
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迄今 , 我 们 假定 已 经 给 出 域 忆 的 扩张 天, 并 描述 了 天 的 由 下 和 已 知 元 素 wE KK 
生成 的 子 域 , 这 里 以 是 由 下 上 的 极 小 多 项 式 ( 即 首 一 不 可 约 多 项 式 ) p 给 出 的 , 它 满 
足 p(w) = 0. 另 一 方面 , 我 们 恰恰 可 以 从 和 不 可 约 多 项 式 p 出 发 , 构造 一 个 包含 
p(z) = 0 的 根 的 较 大 的 域 . 这 种 构造 方法 是 把 第 5 章 用 过 的 由 实数 域 R 添加 上 方 
程 zz+1= 0 的 一 个 虚 根来 构造 复数 域 C 的 方法 加 以 一 般 化 . 定理 3 和 定理 4 指 
出 在 一 般 情形 下 怎样 得 到 同样 的 结果 . 
定理 5 如 果 已 是 域 , 刀 是 开 上 不 可 约 多 项 式 , 那么 存在 域 及 空 书 zr]/(p), 它 是 由 
p(z) 的 根 生成 的 已 的 单 代数 扩张 . 
证 明 因为 p(z) 是 不 可 约 的 , 所 以 主 理想 (p) 是 Flz] 中 的 极 大 理想 . 因此 根据 13.3 
节 定 理 6, 商 环 FIz]/(p) 是 一 个 域 , 它 包 含 下 和 剩余 类 > 十 (p)( 该 剩余 类 包含 z), 并 
满足 在 Flzl/(p) 中 有 p(x) = 

这 个 单 扩张 除 同 构 外 是 唯一 的 . 
定理 6 ”如 果 域 F(u) 和 F(v) 是 同一 域 下 的 两 个 单 代数 扩张 , 它们 分 别 由 玉 上 同 
一 个 不 可 约 多 项 式 p 的 极 t 刀 和 生成, 那么 下 (u) 与 FF(v) 同 构 . 特别 恰好 存在 一 个 
(wu) 到 F(v) 的 同 构 , 在 这 个 同 构 之 下 , u 对 应 于 vw, 下 的 每 个 元 素 与 自身 对 应 . 
证 明 ”由 定理 4 提供 的 同 构 


F(u) Fo]/(p) 2 Fu) 


名 


Sm 


1 
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取 它 们 的 合成 如 19。. 

定理 5 可 以 用 来 构造 各 种 有 限 域 . 例如 , 从 模 3 整数 的 域 Zs 出 发 , 对 于 多 项 式 
22 一 7 一 1，0,1,2 三 个 元 素 没有 一 个 是 它 的 零点 , 因此 它 在 Zs[z] 中 是 不 可 约 的 . 所 
以 商 环 Zslz]/(z? 一 z+ 一 1) 是 一 个 域 K, 它 是 由 它 的 子 域 Zs 和 z 的 陪 集 ( 称 为 4) 生 
成 的 . 而 且 因为 lu : F] = 2, 所 以 这 个 域 K 的 每 个 元 素 可 以 唯一 地 写成 十 jw 其 中 
a,bE 了 因此 KK 恰好 有 9 个 元 素 . 

这 个 域 还 可 以 不 用 商 环 概念 直接 来 构造 . 它 刚好 由 9 个 形 为 a ++ bu 的 元 素 组 
成 . 它们 之 中 两 个 元 素 之 和 由 法 则 

(a+bu)+(ctdu) = (a+c)+ (b+ Au 


给 出 ,为 计算 两 个 这 种 类 型 的 元 素 之 积 , 我 们 可 先 按 自然 方式 乘 出 来 , 然后 再 根据 
已 给 出 的 方程 v2 = wu 十 1 来 化 简 . 其 结果 是 


(a+bu)(c+ du) =act (ad+ bc)ut bdu? = (ac+ bd) + (ad+ be bd)u. 


我 们 可 以 详细 验证 , 这 9 个 元 素 a + bu(a,b& Za) 在 上 述 两 种 运算 之 下 满足 域 的 所 
有 公设 . 特别 是 , 非 零 元 素 的 道 由 下 表 给 出 ; 

让 2 人 2u lt+u 1+2u 2+u 2+2u 
本 2 
根据 上 述 构 造 , 这 个 域 显 然 是 由 剩余 类 域 Z3 添加 生成 的 域 Za(w). 它 是 有 限 域 中 

最 简单 的 例子 之 一 ( 见 15.3 节 ). 

上 述 添 加 方式 可 以 用 到 任意 基 域 上 . 如 果 下 是 实数 域 R, p(z) 是 及 上 不 可 
约 多 项 式 7? +1, 那么 这 个 构造 得 到 域 R(w), 它 是 由 满足 wz = -1 的 数 生成 . 这 
个 数 久 的 性 质 很 像 1= V1, 并 且 域 R(u) 实际 上 与 复数 域 C 同 构 , 这 同 我 们 在 第 
5 章 中 用 过 的 从 实数 域 得 到 复数 域 的 构造 方法 稍微 有 些 不 同 . 

如 果 F 吓 模 p 整数 的 域 Z,, p(z) 是 已 上 某 一 不 可 约 多 项 式 , 则 上 面 的 构造 方 
法 将 产生 一 个 由 元 素 oo + au 十 … 十 an-1u"! 组 成 的 域 . 因为 每 个 系数 a; 只 有 
P( 有 限 ) 种 选择 , 因此 这 样 构 造 出 的 域 是 具有 pm 个 元 素 的 有 限 域 , 这 里 n 是 多 项 式 
p(z) 的 次 数 . 

用 同样 的 方法 , 我 们 还 可 以 构造 代数 函数 域 . 例如 , 设 FF= C(z) 是 所 有 有 理 复 
函数 组 成 的 域 , 假设 我 们 要 求 把 满足 如 = (2? 一 1)(z? 一 4) 的 函数 t(z) 添加 到 FP 上. 
我 们 可 以 把 多 项 式 p(t) = f(z,t) = 刀 一 (z? 一 1)(z? 一 4 看 作 系数 在 C(z) 中 的 t 的 
二 次 不 可 约 多 项 式 . 那么 商 环 K = Fd/(p(t)) 是 一 个 包含 所 有 有 理 函 数 和 代数 函 
数 t 的 域 . 我 们 可 以 把 t(z) 作为 KK 的 一 个 元 素来 研究 , 而 不 必 对 它 ( 它 是 双 值 的 ) 
构造 黎 曼 面 . 域 K 称 为 梢 圆 函 数 域 , 因为 它 是 由 椭 贺 积分 


/ Ci Dadz 
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的 被 积 函数 生成 的 

如 果 把 定理 6 应 用 到 像 za - 5 这 样 的 普通 多 项 式 ( 它 在 有 理 数 域 Q 上 不 可 
约 ) 上 , 可 以 得 到 由 正 的 3 生成 的 Q 的 扩张 Q(35), 也 可 得 到 扩张 Q(w 95), 这 里 

二 二 二 iv 趾 复 三 次 单位 根 . 可 以 证 明 这 两 个 域 Q(35) 和 Q(w3) 在 代数 上 没 

有 什么 区 别 , 因为 它们 是 同 构 的 . 

粗略 地 说 , 这 个 同 构 意味 着 一 个 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 任意 两 个 根 具有 相同 的 
性 质 , 根 * 的 所 有 代数 性 质 都 可 以 从 它 所 满足 的 不 可 约 方程 推导 出 来 有 很 多 这 梯 
的 同 构 例子 . 例如 , 复数 域 C = RG) 是 在 实数 域 R 上 添加 方程 zz 十 1 = 0 的 两 个 
根 二 中 任意 一 个 而 生成 的 , 因此 根据 定理 6, 存在 一 个 把 i 映射 到 -i 的 C 的 自 同 
构 . 这 个 自 同 构 刚 好 是 一 个 数 和 它 的 通常 共 频 复数 之 间 的 对 应 十 下 一 ae 一 下 
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. 列 出 下 列 各 域 的 非 恒 等 对 应 的 自 同 构 : Q(V3), Q(V-3), Q(i). 

分 别 列 出 一 个 由 复数 组 成 的 非 实 域 与 实 域 Q(Y5) 和 Q( V2) 同 构 . 

. 证 明 ; z? +z 一 1 在 模 5 整数 域 Zs 上 是 不 可 约 的 . 如 果 把 这 个 多 项 式 的 根 添加 到 Zs 
上 , 那么 所 得 到 的 域 有 多 少 个 元 素 ? 

(a) 0 求 出 在 模 2 整数 域 Z2。 上 不 可 约 的 2 次 和 3 次 多 项 式 . 
(b) 对 四 元 素 域 构 成 加 法 表 和 乘法 表 . 

(a) 证 明 : 正文 中 构造 的 九 元 素 域 的 特征 是 3. 
(b) 对 这 个 域 明显 地 列 出 同 构 a 一 a3. 

，(a) 求 出 域 Za 上 所 有 二 次 不 可 约 多 项 式 . 

(b) 证 明 : 任意 两 个 九 元 素 域 同 构 . (提示 : 首先 证 明 这 样 的 有 限 域 中 每 个 元 素 在 Zs 上 

是 二 次 的 .) 

证 明 : t 的 多 项 式 刀 一 (z? 一 1)(z? 一 4) 在 域 C(z) 上 是 不 可 约 的 . (提示 : 用 3.9 节 的 结 

果 .) 

. 证 明 : 正文 中 的 椭圆 函数 域 C(z,y) 可 以 通过 在 C(z) 上 添加 方程 刀 = 
得 到 . 

.如果 g(t) 是 可 约 多 项 式 , 那么 在 商 环 F 趾 /(9(t)) 中 哪些 元 素 确 有 逆 元 素 ? 

10. 用 13.3 节 定理 6 给 出 关于 F 四 /(p( 四 ) 是 域 的 另 一 个 证 明 . 
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在 一 个 ”次 元 素 * 生成 的 单 扩张 F(w) 中 , 每 个 元 素 w 按 公式 (4) 有 唯一 的 表 
达 式 为 
@ 原 书 此 题 有 误 , 现 按 第 3 版 译 出 . 一 一 译 者 注 
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全 一 ao 十 alu 十 … 十 an_iun 1 (5) 


其 中 系数 在 F 中 . 这 唯一 的 表达 式 同一 个 向 量 按照 基 向 量 1, w,……,u"-:! 的 表达 式 
极为 相似 . 这 就 暗示 我 们 运用 向 量 空间 的 概念 . 的 确 , 域 F 的 任意 扩张 可 以 看 作 域 
下 上 的 向 量 空间 :只 要 不 管 域 K 的 元 素 的 乘法 , 而 把 K 的 两 个 元 素 相 加 和 的 
元 素 同 F 的 元 素 的 “ 数 乘 ” 两 种 运算 当 作 向 量 空间 的 运算 , 这 些 加 法 和 数 乘 运算 满 
足 向 量 空间 的 所 有 公设 . 如 果 这 个 向 量 空间 K 是 有 限 维 的 , 那么 称 域 K 是 的 有 
限 扩 张 , 并 且 把 这 个 向 基 空 间 的 维 数 n 称 为 扩张 次 数 n = [K : 下 ]. 

例如 , 复数 域 C = R(i) 是 实 子 域 R( 像 在 5.2 节 中 那样 ) 上 的 二 维 向 量 空间 ; 由 
有 理 数 域 Q 和 5 的 三 次 根 生 成 的 域 Q( 5) 是 有 理子 域 Q 上 的 三 维 向 量 空间 , 等 
等 . 一 般 地, 关于 单 代数 扩张 的 定理 4 可 以 按照 维 数 重 述 如 下 . 
定理 7 域 下 上 代数 元 素 以 的 次 数 ,等 于 把 扩张 F(u) 看 作 丸 上 向 量 空间 时 F(w) 
的 维 数 . 这 个 向 量 空间 有 一 组 基 1, 2 ,am-1. 

在 14.5 节 中 , 我 们 将 要 说 明 如 何 用 向 其 空间 的 方法 来 分 析 由 域 下 添加 几 个 不 
同 代 数 元 素 而 得 到 的 扩张 . 但 是 在 讨论 这 样 的 “多 重 扩张 " 之 前 , 我 们 首先 来 看 一 下 
这 种 向 基 空 间 的 方法 怎样 能 使 我 们 比较 FF 的 同一 个 单 代数 扩张 PF(w) 中 的 不 同 元 
素 所 满足 的 不 可 约 方程 . 

关于 向 基 空 间 的 一 个 基本 事实 是 维 数 的 不 变性 (向 量 空间 的 任意 两 组 基 元 素 的 
个 数 相同 ). 这 个 事实 可 以 应 用 到 域 的 有 限 扩张 这 种 特殊 情形 , 如 下 所 述 . 
推论 ”如果 域 上 的 两 个 代数 元 素 和 多 生成 同一 个 扩张 F(w) = (wv), 那么 以 
和 了 在 已 上 的 次 数 相同 . 

一 个 单 代数 扩张 是 有 限 扩张 , 反之 , 每 个 有 限 扩张 是 由 代数 元 素 组 成 的 . 
定理 8 下 的 有 限 扩张 KK 的 每 个 元 素 妇 在 下 上 是 代数 的 , 并 且 满 足 一 个 次 数 至 
多 是 nn 的 忆 上 不 可 约 方程 ,这 里 n= 二 [K : 如 是 给 定 的 扩张 的 次 数 . 
证 明 ”给 定 元 素 忆 的 n+1 个 血 1,w,w?,… ,wr 是 n 维 向 量 空间 K 的 元 素 , 因此 在 
下 上 一 定 线性 相关 (7.4 节 定 理 5 的 推论 2). 所 以 必 有 线性 关系 bo 十 bl 十 .… 十 bnaon 一 
0, 其 中 系数 不 全 为 零 , 可 以 把 它 解释 为 多 项 式 , 于 是 这 个 关系 就 意味 着 邮 在 已 上 
是 代数 的 . 
推论 ” 单 代 数 扩张 下 (u) 的 每 个 元 素 在 玉 上 是 代数 的 . 

这 个 重要 的 结论 使 我 们 确信 , 超越 元 素 绝 不 能 出 现在 一 个 单 代 数 扩 张 中 . 

在 讨论 一 个 特殊 的 单 代数 扩张 F(w) 时 , 要 系统 地 应 用 v 所 满足 的 不 可 约 多 项 
式 p(z), 根据 定理 2, 这 个 扩张 中 的 元 素 g(w) 是 零 当 上 且 仅 当 多 项 式 g(z) 可 被 p(x) 整 
除 . 例如 , 假定 Q(w) 是 有 理 数 域 Q 上 的 三 次 扩张 , 它 是 由 z3 - 2z 十 2 的 一 个 根 以 生 
成 . 根据 爱 森 斯 坦 不 可 约 准则 (3.10 节 ), 这 个 多 项 式 是 不 可 约 的 . 这 个 扩张 Q(w) 中 
的 元 素 w = 忆 一 一定 满足 某 个 次 数 至 多 是 3 的 多 项 式 方程 . 为 求 出 这 个 方程 , 像 
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在 定理 4 中 那样 , 按照 1, wu 和 tw 把 短 w? = ut 一 2u3 十 w2,w3 二 wu5 一 3u5 十 3u4 一 u3 
线性 地 表示 出 来 . 反复 运用 已 知 的 方程 w= 2u 一 2, 这 是 可 以 做 到 的 . 由 此 得 到 
w= uu w= -6u+4, w= 16u— 28u+ 18. 


1,w,w? 和 wa 之 间 一 定 满足 一 个 线性 关系 , 为 得 到 这 个 关系 , 我 们 可 以 由 前 两 个 线 
性 方程 解 出 和 ?2 为 


w= 区 twt 和 4 如 =- 守 +2w+4 (6) 
把 这 些 代入 oa 的 表达 式 中 就 得 到 所 需要 的 方程 
ws— dw —4w—2=0. 


根据 爱 森 斯 坦 定理 , 这 个 方程 在 Q 上 是 不 可 约 的 , 根据 方程 (6) 我 们 也 可 以 说 在 
Q(w) 中 , 所 以 Q(w) = Q(w), 于 是 4 和 w 生 成 同一 个 扩张 , 根据 定理 7 的 推论 可 知 ， 
它们 在 Q 上 的 次 数 都 是 3. 这 就 意味 着 w 所 满足 的 任意 三 次 方程 一 定 是 不 可 约 的 . 


习 题 


. 下 列 每 个 数 都 在 Q 的 一 个 单 代数 扩张 中 , 因此 在 Q 上 是 代数 的 . 对 每 种 情形 , 求 出 该 
数 所 满足 的 首 一 不 可 约 方程 
(a)2+V3, (b) YE+V5, (co) V+ Yd, 
(d) 局 一 1, 这 里 入 满足 如 二 2u 十 2， (e) 2 十 ,这 里 满足 w? = 一 3w? 十 3. 
. 证 明 : 实数 域 R 的 每 个 有 限 扩张 或 者 是 R 本 身 , 或 者 同 构 于 复数 域 C. 
.证明 : 复数 域 没有 真有 限 扩张 . 
. (a) 证 明 , 如 果 天 是 有 理 数 域 Q 的 二 次 扩张 , 那么 = Q(Va), 其 中 d 是 一 个 整数 ， 
非 完全 平方 且 无 平方 因子 . 
(b) 如 果 域 Q 用 特征 为 co 的 域 代替 , 那么 上 述 结果 还 正确 吗 ? 如 果 用 任意 特征 的 
域 代 区 ,情况 如 何 ? 
未 定 元 z 的 有 理 形式 构成 的 域 F(z) 是 已 的 有 限 扩张 吗 ? 为 什么 ? 
证 明 , 特征 为 p 的 有 限 域 中 元 素 的 个 数 是 的 竺 
(a) 证 明 ,在 模 p 整数 域 Z。 上 恰 有 二 了 了 个 二 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
(b) 证 明 : 对 每 个 P, 都 存在 一 个 含有 天 2 个 元 素 特 征 为 p 的 域 
证 明 , 在 模 p 整数 域 Z。 上 恰 有 于 二 2 个 三 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
-9 设 是 包含 在 整 环 D 中 的 一 个 域 证 明 ， 
(a) DD 是 上 的 向 量 空间 . 
(b) 如 果 把 DD 看 作 玉 上 的 向 量 空间 , 它 是 有 限 维 的 , 那么 D 是 一 个 域 


和 wD 


nn 


和 
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14.5 多重 代数 扩张 


域 的 有 限 扩张 可 以 通过 一 系列 的 单 扩张 来 构造 . 如 果 下 的 特征 是 co, 那么 
我 们 可 以 证 明 , 任意 这 样 的 多 重 扩张 可 以 表示 成 一 个 单 扩张 , 也 就 是 说 , 它 是 在 下 
上 添加 一 个 适当 选择 的 单个 元 素 而 生成 的 . 我 们 将 略 去 此 证 明 , 而 直接 来 讨论 多 重 
扩张 的 性 质 . 一 般 地 , 如 果 KK 是 FF 的 包含 元 素 c1,c2,…,cr 的 任意 扩张 , 那么 记号 
下 (c1,c2，,…,Cr) 表示 由 c1,…,cr 和 已 的 元 素 生成 的 天 的 子 域 (这 个 子 域 是 由 系数 
在 下 中 关于 cl,…,cr 的 有 理 形式 所 表示 的 所 有 元 素 组 成 的 ). 另 一 方面 , 这 样 的 多 
重 扩张 可 以 通过 反复 进行 单 扩张 而 得 到 . 例如 , FF(c1, cz) 是 单 扩张 了 = F(ci) 的 单 
扩张 L(c2). 

在 求解 方程 时 可 以 产生 多 重 代数 扩张 , 在 这 里 引进 适当 的 辅助 方程 常常 是 有 用 
的 . 例如 , 方程 zt 一 2z? +9 = 0 可 以 写成 


724 —272+9= (zt 一 6z2? 二 9) 二 4z2 一 (z2 一 3)2+4z2 = 0. 


2 
所 以 这 个 方程 灾 为 【 到 2 】 = -1 这 个 公式 表明 , 包含 上 述 给 定 方程 的 根 的 
2 
任意 域 , 也 包含 方程 沪 = -1 的 根 ;= 上 :二 &. 如 果 我 们 把 辅助 最 ; 添加 到 有 再 数 域 
Q 上 ,那么 原来 的 方程 在 QG) 上 就 变 为 可 约 的 ,因为 


zt 一 2z2 二 9=(z2 一 3 十 2zil(z2 -3 一 2zi). 


根据 普通 的 公式 , 因 式 z? - 3 - 2iz 有 一 个 根 4 = i+ V5. 于 是 原来 方程 在 域 K = 
Q(V5i) 中 就 有 一 个 根 . 这 个 域 K 可 以 在 Q 上 先 添加 V3, 后 添加 i 而 得 到 . 中 间 
域 Q(V3) 是 由 实数 组 成 的 , 因此 不 可 能 包含 i 所 以 i 所 满足 的 二 次 方程 2 +1= 0 
在 实数 Q(V3 上 一 定 仍然 是 不 可 约 的 , 所 以 扩张 Q(V3,i) 在 Q(V3) 上 的 次 数 是 
2, 它 的 两 个 基 元 素 是 1 和 i 而 域 Q(V3) 在 Q 上 有 一 组 基 1, V3. 所 以 在 整个 域 
Q(V2,i) 中 的 任意 元 素 w 可 以 表示 成 


w= (a+bV2) + (ct+dVa)i=a+bV3+ e+ dvai, (7) 


其 中 a,b,c,d 是 有 理 数 ， 于 是 1, V3,i, Vai 这 四 个 元 素 构成 Q 上 整个 扩张 K = 
Q(V2,i) 的 一 组 基 . 这 种 计算 基 的 方法 可 以 一 般 地 叙述 如 下 ， 

定理 9 如 果 元 素 ul,……,amn 构成 已 的 有 限 扩张 KK 的 一 组 基 , 而 Wi,…, wm 组 成 
KK 的 扩张 工 的 一 组 基 , 那么 mm 个 乘积 wiwj(i 二 1,…,n;j 二 1,…,m) 构成 下 的 
扩张 工 的 一 组 基 . 
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”证 明 中 任意 元 素 y 可 以 表示 成 给 定 基 的 线性 组 合 y ~ 和 mit, 这 里 系数 
坟 KK 每 个 系数 1 又 可 以 表示 成 K 的 这 组 基 元 素 的 某 线性 组 合 1) 二 Das 
这 里 每 个 系数 wj e F. 代入 这 些 值 , 得 到 
y= DD sw, 
ee 


这 表现 为 已 假定 的 元 素 wiw; 的 一 个 线性 组 合 , 这 里 系数 在 FF 中 . 用 同样 类 型 的 逐 
次 论证 方法 可 以 证 明 , 这 mm 个 元 素 在 上 是 线性 无 关 的 , 因此 它们 构成 工 的 一 组 
基 . 证 毕 

由 定理 9 可 以 得 出 很 多 推论 . 首先 , 我 们 可 以 把 与 所 用 的 特殊 基 无 关 的 结果 令 
述 如 下 : 
推论 1 如 果 扩 是 书 的 有 限 扩张 , 工 是 KK 的 有 限 扩张 ,那么 工 是 局 的 有 限 扩 张 ， 
它 的 次 数 是 

[5:FI=[L: KJIK:F] (LDOKORF). (8) 
推论 2 如 果 开 是 瓦 的 次 数 为 画 = [K :FF] 的 有 限 扩 张 ,那么 KK 的 每 个 元 素 忆 在 
上 的 次 数 是 n 的 因子 . 
证 明 ”元素 生成 单 扩张 F(w), 因此 根据 (8) 式 有 = [K : F(w)][F(w) : ,这 里 
第 二 个 因子 是 我 们 所 考虑 的 元 素 4 的 次 数 . 
推论 3 有限 扩张 及 厨 的 元 素 以 生成 整个 扩张 当 且 仅 当 [K : 可 = 攻 : 品 . 
证 明 ”如果 在 上 满足 一 个 次 数 为 [K : 可 的 不 可 约 方程 , 那么 4 在 上 生成 
n 次 子 域 P(w). 根据 (8) 式 , 这 个 子 域 一 定 包含 整个 K. 
推论 4 如果 二 FF(y1,y2,…,Yyr) 是 由 7 个 量 妇 ,…,yr 生成 的 域 , 其 中 逐个 yi 
在 由 前 i 一 1 个 量 生 成 的 域 忆 (y1，,…,Wi-1) 上 是 代数 的 , 那么 KK 是 已 的 有 限 扩张 ， 
KK 中 的 每 个 元 素 在 情 上 是 代数 的 . 
证 明 每 个 次 数 [FF(yi,…,yi-1,4i) : F(W1,… ,Yi-1)] 是 有 限 的 , 因此 根据 推论 1, 整 
个 次 数 [K : 如 是 有 限 的 , 根据 定理 8, K 中 每 个 元 素 在 F 上 是 代数 的 . 
推论 5 如 果 p(z) 是 域 局 上 一 个 三 次 不 可 约 多 项 式 , K 是 瓦 的 2m 次 扩张 ,那么 
p(z) 在 开 上 是 不 可 约 的 . 

这 个 推论 特别 意味 着 , 三 次 不 可 约 方程 绝 不 能 通过 逐次 求 平方 根 的 方法 来 解 ， 
这 是 因为 , 把 一 个 平方 根 添 加 到 域 F 上 , 或 者 全 然 没有 给 出 扩张 , 或 者 给 出 二 次 扩 
张 , 所 以 由 任意 多 个 平方 根 得 到 的 扩张 K = F(Va, Vb, Vc,…) 的 次 数 是 2 的 某 个 
嘻 2™. 根据 推论 5, 这 个 扩张 绝 不 包含 给 定 三 次 不 可 约 方程 的 根 . 

为 证 明 推论 , 假定 p(z) 在 2 次 的 域 K 上 是 可 约 的 . 那么 三 次 多 项 式 p(z) 一 
定 至 少 有 一 个 线性 因子 z 一 %, 于 是 K 包含 p(z) 的 根 wx. 但 是 根据 推论 2, 这 种 在 
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忆 上 的 次 数 为 3 的 元 素 4 不 可 能 包含 在 上 的 次 数 为 2m 的 域 K 中 . 这 就 证 明了 
P(Z) 在 所 上 是 不 可 约 的 . 

这 个 推论 是 下 述 定理 的 代数 基础 ， 只 用 直 尺 和 圆规 不 可 能 解 一 般 的 倍 立方 或 
三 等 分 任意 角 这 样 的 经 典 问题 . 任意 这 样 的 作 图 问题 可 以 化 为 解析 的 形式 , 这 个 问 
题 的 对 象 是 由 一 些 点 和 直线 组 成 . 对 于 某 一 组 坐标 轴 , 这 些 点 的 坐标 (和 这 些 直线 
的 方程 中 系数 之 比 ) 是 一 个 实数 集合 , 它 生成 某 个 由 实数 组 成 的 域 F. 在 用 直 尺 和 圆 
规 作 图 时 , 每 一 步 都 提供 某 些 新 的 点 和 直线 . 可 以 证 明 9, 相应 的 新 的 数 域 或 者 是 下 
本 身 或 者 是 下 的 二 次 扩张 , 因此 重复 上 述 作 图 便 产 生 点 和 直线 的 集合 , 它 对 应 于 王 
上 的 2m 次 的 域 K. 

现在 考虑 倍 立 方 问题 . 问题 的 对 象 是 由 三 个 坐标 轴 , 每 个 轴 上 的 一 个 单位 线段 ， 
以 这 些 线段 为 边 的 一 个 立方 体 组 成 . 这 个 问题 是 作 另外 一 个 具有 两 倍 体积 的 立方 体 ， 
这 个 新 立方 体 的 边 长 将 满足 方程 z3 - 2 = 0. 根据 爱 森 斯 坦 定理 , 这 个 方程 在 有 理 
数 域 Q 上 是 不 可 约 的 (这 个 域 Q 与 问题 的 对 象 有 联系 ). 根据 推论 5, 在 对 应 于 直 
尺 和 圆规 作 图 的 域 K 上 , 多 项 式 z3 -2 还 是 不 可 约 的 . 因此 通过 这 种 方法 不 可 能 构 
造 出 (比如 说 沿 z 轴 ) 一 个 线段 , 使 它 是 倍 立方 体 的 边 . 

三 分 角 问 题 可 按 类 似 的 方法 处 理 , 问题 的 实质 在 于 , 写 出 一 个 用 整个 角 的 余 弱 
来 表示 三 分 之 一 角 的 余弦 的 三 角 方程 . 对 于 大 多 数 角 来 说 , 这 又 给 出 一 个 三 次 不 可 
约 方程， 


习 题 


- 


. 在 定理 9 中 , 详细 证 明 : mn 个 元 素 uiw; 在 上 线性 无 关 . 

.证明 ; 正文 中 所 处 理 的 方程 rt 一 2z? +9 在 Q 上 是 不 可 约 的 . (提示 : 用 域 Q(V3,1) 的 
次 数 证 明 , ) 

. 证 明 : 如 果 p(z) 是 上 4g 次 不 可 约 多 项 式 , K 是 下 的 有 限 扩张 , 其 次 数 与 4 互 素 , 那 
么 pz) 在 K 上 是 不 可 约 的 . 

. 确定 有 理 数 域 Q 上 的 下 列 各 多 重 扩张 的 次 数 , 并 说 明理 由 . 

(a) Q(V3,i), (b) Q(35, V=3， (ce) Q(VIS, V2), (d) Q(V5 3+ V50), 

(e) Q(2,w), 这 里 丸 满足 w+6u+2=0，(f) Q(V3,V-5,V7)， (g) Q(V3, v3). 

对 习题 4 中 的 每 个 域 给 出 Q 上 的 一 组 基 . 

确定 下 列 多 项 式 在 指定 的 域 上 是 否 是 不 可 约 的 , 并 给 出 理由 . 

(a) z?+3, 在 QCV7) 上 ; (b) z? +l 在 Q(V=3) 上 ; 

(9 me+8z-2 在 QIvV 习 上 ; (d) z+3z3— 9c-6, 在 Q(VT,V5,1+i) 上. 

在 下 列 每 种 情形 中 , 确定 给 出 的 数 v 是 否 生成 给 出 的 有 理 数 域 Q 的 扩张 . 对 每 种 情形 

证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 


@ 本 质 上 , 这 依赖 于 下 述 事实 : 图 ( 团 规 ) 的 方程 是 二 次 的 , 直线 ( 直 尺 ) 的 方程 是 线性 的 . 


[9 
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(av= 泊 在 Q( 池 中 (Du=v5+V5 在 Q(V5V5) 中 ; 


(0) t=2+ 5, 在 Q(33) 中 ; (d)w= 次 二 在 aQG 中 ; 


(eux=o+v+l 在 Qu) 中 ,这 里 vw 满足 +5v 一 5=0. 

8. c 二 7 十 5m3 十 27x 一 14 在 有 理 数 域 Q 上 是 超越 的 还 是 代数 的 ? 为 什么 ? 

9. 证 明 : 如 果 K 是 下 的 素数 次 扩张 , 那么 不 在 F 中 的 K 中 任意 元 素 在 F 上 生成 整个 
K. 

10.(a) 求 用 cos 39 给 出 cos9 的 三 次 方程 . 
(b) 证 明 : 当 36 = 60?” 时 , 这 个 方程 在 Q 上 是 不 可 约 的 (这 意味 着 60” 角 不 能 用 直 尺 
和 圆规 三 等 分 ). 


14.6 代 数 数 


代数 数 u 是 满足 含有 不 全 为 零 有 理 系数 的 多 项 式 方程 的 复数 . 即 
ao 二 au 十 aau2 十 … 十 ant 一 0， (ai e Q,ai 不 全 为 零 ). (9) 


换 名 话说 , 代数 数 是 在 有 理 数 域 Q 上 代数 的 任意 复数 . 在 讨论 域 的 扩张 时 , 我 们 反 
复 用 到 代数 数 的 例子 , 例如 ji V=2, Y3 或 w. 
定理 10 ”所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 

验证 这 个 命题 需要 我 们 描述 一 下 对 所 有 代数 数 进行 计数 或 排列 的 方法 . 首先 ， 

我 们 把 它们 所 满足 的 方程 都 列 出 来 . 我 们 注意 , 代数 数 所 满足 的 方程 (9) 可 以 用 它 

的 有 理 系数 的 公分 母 去 乘 , 于 是 得 到 一 个 含有 不 全 为 零 的 整 系数 的 方程 , 可 以 假定 

这 个 方程 的 首 项 系数 是 正 的 . 我 们 知道 这 些 多 项 式 的 所 有 可 能 的 整 系数 是 可 数 的 ， 

例如 列 为 0,+1, 一 1, 二 2, 一 2, 十 3, 一 3,…. 全 体 整 系数 线性 多 项 式 可 以 排 成 一 个 阵列 ， 

如 

ot Ey Lt 22, a z+ 

27 -2+17 -Zl -r+2, -7-2 + 各 和 

2z772zHT7 nr-17 2zH27 2 2 2z+3… 

{2 Qt 901 rt 20-2, 27243, 


那么 我 们 可 以 按照 箭头 所 示 的 顺序 陆续 取出 上 面 阵列 的 对 角 线 元 素 , 把 所 有 线性 多 
项 式 排 成 一 个 单列 , 其 结果 是 


人 一 芒 工 十 二 全 一 1 一 2 十 1 一 27,25 十 1 一 全 一 二 


然后 我 们 再 求 出 二 次 多 项 式 的 长 方形 阵列 , 这 只 要 把 各 种 二 次 项 mz? 添加 到 上 述 
单列 中 的 每 个 元 素 上 . 由 此 阵列 我 们 又 可 得 到 一 个 包含 所 有 二 次 多 项 式 的 单列 , 对 
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高 次 多 项 式 也 如 此 去 做 . 当 对 每 个 次 数 的 多 项 式 都 按 此 法 做 完 之 后 , 结果 得 到 由 这 
些 单列 组 成 的 阵列 , 其 中 第 行 是 包含 所 有 n 次 多 项 式 的 单列 . 再 取 这 个 阵列 的 对 
角 线 元 素 , 把 它 展 开 , 我 们 就 得 到 包含 所 有 多 项 式 的 一 个 单列 . 在 此 单列 中 , 每 个 多 
项 式 都 用 它 的 根来 代替 , 并 去 掉 那 些 重复 的 根 . 这 个 结果 就 是 包含 所 有 整 系 数 多 项 
式 的 根 的 单列 , 这 也 就 是 说 , 所 有 代数 数 是 可 数 的 . 

定理 10 的 一 个 推论 是 : 全 体 实 代数 数 是 可 数 的 .但 是 康 托 对 角 线 法 证 明了 (12.3 
节 定 理 5) 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的 . 因此 实数 集合 大 于 所 有 实 代数 数组 成 
的 集合 . 这 个 论证 对 实 超越 数 的 存在 性 给 出 一 个 间接 证 明 , 我 们 把 这 个 结果 撤 述 如 
下 : 
推论 不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 . 

最 初 有 很 多 数学 家 不 相信 康 托 的 论证 , 因为 这 个 论证 没有 给 出 任何 特殊 的 实 超 
越 数 . 但 是 现在 , 他 的 论证 已 被 广泛 接受 , 并 有 可 能 对 这 个 推论 给 出 更 明显 的 证 明 . 
定理 11 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 域 . 

证 明 ”我 们 只 须 证 明 , 任意 两 个 代数 数 4v 取 0 的 和 、 积 、 差 、 商 仍然 是 代数 数 . 但 
是 所 有 这 些 组 合 都 包含 在 由 4 和 v 生成 的 复数 域 的 子 域 Q(w,v) 中 . 因为 4 在 QQ 
上 是 代数 的 , 所 以 Q(u) 是 Q 的 有 限 扩张 ; 因为 "在 Q(w) 上 是 代数 的 , 所 以 QUwv) 
是 Qlw) 的 有 限 扩张 . 因此 根据 定理 9, Q(w,v) 是 Q 的 有 限 扩张 , 于 是 它 的 每 个 元 
素 是 代数 数 (定理 8). 证 毕 

如 果 系 数 在 正中 的 每 个 多 项 式 方程 的 根 在 FF 中 , 那么 称 域 已 是 代数 完全 的 9 
在 这 样 的 域 已 上 每 个 多 项 式 f(z) 有 一 个 根 c, 因此 f(z) 有 线性 因子 z 一 c. 所 以 
上 仅 有 的 一 类 不 可 约 多 项 式 是 线性 的 , 因而 代数 完全 域 上 每 个 多 项 式 都 可 以 写 
成 线性 因子 的 乘积 ( 像 5.3 节 公 式 (11) 中 所 表示 那样 ) 进一步 , 除了 FF 本 身 之 外 ， 
不 可 能 有 的 单 代数 扩张 . 于 是 我 们 得 出 结论 : 域 F 是 代数 完全 的 当 且 仅 当 下 没 
有 真 单 代数 扩张 . 代数 基本 定理 (5.3 节 定 理 5) 断言 , 复数 域 是 代数 完全 的 . 
定理 12 所 有 代数 数组 成 的 域 4 是 代数 完全 的 . 

证 明 ” 取 多 项 式 方程 z? 十 wn-12"! 十 … 十 uo = 0, 它 的 系数 ui 都 是 4 中 的 代 
数 数 . 这 些 系数 生成 一 个 扩张 K = Q(wo, 1,… ,un-1), 根据 定理 9 的 推论 4, 它 是 
有 理 数 域 Q 的 有 限 扩张 . 给 定 的 这 个 方程 的 任意 复 根 > 在 域 Kk 上 是 代数 的 , 所 以 
K(7) 是 K 的 有 限 扩张 , 因而 也 是 Q 的 有 限 扩张 . 根据 定理 8, 这 个 扩张 中 的 元 素 7 
则 在 Q 上 是 代数 的 . 这 就 意味 着 根 7 是 一 个 代数 数 , 所 以 也 就 在 4 中 , 因此 4 是 代 
数 完全 的 . 证 毕 

我 们 现在 把 域 Q 嵌入 到 由 所 有 代数 数组 成 的 代数 完全 域 4 中 , 把 实数 域 及 嵌 
入 到 由 所 有 复数 组 成 的 代数 完全 域 C 中 . 这 些 结果 是 下 述 一 般 定 理 的 特殊 情形 , 这 
。。 @ 有 此 情况 下 用 “代数 闭 (algebraically closed) * 来 代替 “代数 完全 (algebraically complete)”. 但 

考虑 到 与 拓扑 学 类 比 , 用 “代数 完全 的 " 这 个 术语 比较 好 
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个 定理 指出 , 任意 域 F 不 管 怎样 都 有 一 个 扩张 4, 这 个 4 是 代数 完全 的 , 并 且 4 中 
每 个 元 素 在 F 上 是 代数 的 (参看 15.1 节 的 附录 ). 


代数 数论 已 发 展 得 很 完整 , 它 主要 研究 代数 数组 成 的 域 K, 它 是 有 理 数 域 Q 的 


有 限 扩张 . 这 样 的 域 称 为 代数 数 域 . 我 们 后 面 考虑 这 个 域 的 算术 性 质 . 


» 


w 


PNP 


. 证明: 如 果 u 是 实数 , 对 于 v 可 以 求 出 不 同 有 理 数 的 无 穷 序列 J 2 满 书 | 于 
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， 通过 求 出 下 列 每 个 代数 数 所 满足 的 有 理 系数 方程 来 说 明定 理 11: 


(al Vi+V-3,  (b) V=I+ Ys, (©) (VD (Ya), 

四 了 (e) vvV 二 2, 这 里 业 满足 +7u 一 14= 0. 

(a) 证 明 ， 如 果 忌 和 "分 别 是 (Q 上 ) m 次 和 nn 次 代数 数 , 则 十 v 的 次 数 不 超 过 mn. 

(Db) 2 的 次 数 怎样? 

(c) 证 明 ， 如 果 t 是 超越 数 , u 是 代数 数 , 那么 t 十 4 和 tu 都 是 超越 数 , 对 后 一 种 情形 ， 
我 们 假定 w 了 0. 


.通过 求 出 下 列 每 个 方程 的 根 所 满足 的 有 理 系数 方程 来 说 明定 理 12. 


(a) zz+3z+VI= 0， 

(b) z2+Vv35z- V-1=0, 

(0) m3 Vaz+1l+ =0, 

(d) z? 二 +2 二 0, 这 里 是 方程 va + 5u2 一 10u 十 5 = 0 的 根 . 

像 定理 10 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , 列 出 所 有 二 次 多 项 式 所 组 成 的 单列 的 前 16 项 . 
不 用 定理 10 证 明 : 固定 次 数 的 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 

证 明 : 可 数 域 的 任意 有 限 扩张 是 可 数 的 . 

证 明 : 在 域 F 的 任意 可 数 子 域 5 上 是 代数 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 4 是 可 数 的 . 


(a) 证 明 : 存在 一 个 实数 , 它 在 Q(x) 上 是 超越 的 . 


(b) 用 习题 7 和 3.4 节 的 定义 证 明 : 存在 可 数 多 个 代数 无 关 的 实数 . 
指出 在 定理 10 的 证 明 中 隐 含 地 用 到 下 面 的 超 限 算术 公式 : 

(a) 存在 d"” = d 个 n 次 多 项 式 . 

(b) 存在 +d 十 … 十 d 十 …( 到 d 项 =d? 个 多 项 式 (所 有 次 数 ). 


(a) 设 4 是 任意 固定 的 实数 , 通过 把 =” 一 w 因 式 分 解 来 证 明 : 存在 常数 N(j), 使 得 不 


管 是 否 有 lz 一 ul <1, 都 有 |z? 一 w< Nlz 一 ul. 
(b) 设 f(z) 是 实 系数 多 项 式 , wu 是 任意 实数 , 证 明 : 存在 一 个 与 了 和 w 有 关 的 常数 M， 
使 得 不 管 是 否 有 |z 一 ul < 1, 者 有 |f(z) 一 fwW| < Me 一 过. 


， ee 满足 ” 次 整 系数 多 项 式 方程 f(z) = 0. 证 明 : 如 果 m 和 n 是 适合 


< 5 供 中 民 是 习题 10 中 的 党 雪 ), 那么 了 ( 畔 ) = 0 (类 示 : 用 习题 10， 
有 | ( 轨 )| < 去 ,而 /( 畔 ) 是 分 号 为 mr 的 有 理 数 ) 


m 
一 一 公 
n 


人 
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直人 对 所 有 的 月 ,那么 “是 超越 数 。( 闪 示 , 如 果 的 次 数 是 n 那么 由 习 题 11 得 到 
k 


对 所 有 充分 大 的 刀 有 (2 ] =0.) 
“13. 满足 习题 12 的 假设 条 件 的 数 称 为 刘 维尔 (Liouville) 数 (超越 数 ). 
(a) 证 明 ， 三 10 怕 = 0.110 001… 是 刘 维 尔 数 . 


(b) 再 列 出 两 个 别 的 刘 维尔 数 


14.7 高 斯 整数 


高 斯 整数 是 分 其 a,b 都 为 整数 的 复数 a = a + 上 .任意 这 样 的 高 斯 整数 满足 整 
系数 的 首 一 多 项 式 方程 2 - 2aa + (a? 十 刀 ) = 0, 因此 它 是 代数 数 . 两 个 高 斯 整数 
的 和 、 差 、 积 仍然 是 高 斯 整数 , 因此 全 体高 斯 整数 构成 整 环 Zi. 在 这 个 整 环 中 可 以 
考虑 可 除 性 和 分 解 成 素 (不 可 约 ) 因子 的 问题 . 

对 任意 复数 o, 引进 “ 范 数 ”( 是 整数 , 或 者 不 是 ) 是 方便 的 . 设 c =7 + sb 则 范 
数 N(o) 是 o 与 它 的 共 轿 复数 o* =7 一 si 的 乘积 : 

N(o) = 00* = (r+ si){(r — si) = 7? + s2. (10) 


这 个 范 数 永 远 是 非 负 的 , 并 且 是 o 的 绝对 值 的 平方 . 对 任意 两 个 复数 o 和 7, 我 们 
有 
N(o7) = N(o)N(7). (11) 
这 个 等 式 意味 着 , 对 应 o 一 , N(c) 保持 乘积 , 换 句 话说 , 它 是 由 非 零 的 数 o 组 成 的 
乘法 群 到 实数 的 乘法 群 上 的 同 态 映 射 . 特别 是 , 高 斯 整数 的 范 数 是 (有 理 ) 整数 
现在 回忆 一 下 包含 可 除 性 的 一 般 概 念 (3.6 节 ). Z 罩 的 单位 是 这 样 的 高 斯 整 
数 , a 关 0, 它 的 倒数 a-! 也 是 一 个 高 斯 整数 . 那么 有 aa-! = 1, 所 以 NW(aa-1) = 
N(a)N(a-1) = 1, 因而 单位 a 的 范 数 一 定 是 N(a) = 1. 由 (10) 式 可 以 看 出 , 2 四 
的 单位 只 能 是 士 1 和 +i. 如 果 ZI] 中 两 个 高 斯 整数 可 彼此 整除 , 则 称 这 两 个 整数 在 
ZZ 四 中 相伴 . 因此 在 Z 中 a 的 相伴 只 能 是 +a 和 土 ia. 
有 理 素数 5 在 Z6 中 有 四 种 不 同 的 分 解 
5= (1+2i)(1—2i) = (2i—1)(-2i—1) 
=(2+i)(2—i)=(i—2)(-i— 2). (12) 
这 些 分 解 本 质 上 是 一 样 的 , 例如 , 2+i= i(1 一 2i) 和 2 一 i= -il+2i), 其 他 各 种 情 
形 中 相应 的 因子 也 都 是 相伴 . (12) 中 的 每 个 因子 都 是 素 的 2 (不 可 约 的 ). 例如 , 如 果 


@ 有 理 整数 即 普 通 整数 , 定义 见 下 节 . 一 一 译 者 注 
@ 即 不 可 分 解 的 , 其 定义 见 后 , 它 与 有 理 素数 即 普通 素数 的 定义 不 同 . 一 一 译 者 注 
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2+i 可 以 分 解 为 2+i= ap, 那么 N(2+i) =5=NN(a)N(B), 所 以 N(a)( 或 者 N(B)) 
等 于 1, 因此 a( 或 者 8) 是 单位 . (12) 式 的 各 个 因子 本 质 上 只 给 出 5 的 一 个 因子 分 
解 , 因为 在 任意 分 解 5 = 76 中 , N(5) = 25 = N(Y)N(6), 所 以 每 个 不 是 单位 的 因子 
一 定 有 范 数 5. 通过 试验 我 们 发 现 , 范 数 为 5 的 所 有 高 斯 整数 就 是 (12) 式 中 写 出 的 
那些 . 

另 一 方面 , 有 理 素数 3 在 Z0] 中 是 素 的 . 假定 3= ap, 则 N(a)N(6) = 9, 于 是 
Na)l9. 如 果 N(a) = 1 则 a 是 单位 ; 如 果 N(a) =N(a+ 辐 =3, 则 ?+ 如 =3, 不 
可 能 有 整数 a 和 》 使 这 个 等 式 成 立 . 因此 在 高 斯 整数 环 中 3 没有 真 因子 a 

高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 定理 可 以 通过 构造 除法 算式 来 证 明 , 这 个 算式 类 似 于 
对 普通 整数 和 多 项 式 用 过 的 除法 算式 . 
定理 13 对 于 给 定 的 高 斯 整数 a 和 户 隆 0, 存在 高 斯 整数 站 和 pp 适合 


Qa=87+p, N(p) < N(B). (13) 


证 明 ”我 们 从 商 本 二 7 十 5i 出 发 , 选取 ”> 和 % 是 与 有 理 数 r 和 s 最 接近 的 整数 ， 
那么 


S(t +lr 7) +(s -sy+o, 7=7 + si, 


这 里 一 rss-ss 主 所 以 


No)= (rr) +(s -se) <i+i<L. 

上 述 方程 现在 可 写成 a = BY + Bo, 其 中 a, [BY 都 是 高 斯 整数 , 因此 Bo 也 是 高 斯 整 
数 , 而 且 这 里 N(Bo) = N(O)N(c) < N(B). 证 毕 
引 理 1 两 个 高 斯 整数 al 和 ao 有 最 大 公 因 于 6, 它 是 一 个 可 表示 成 6= BiQ1 二 BoQ2 
形式 的 高 斯 整数 , 其 中 Bl 和 万 都 是 高 斯 整数 . 
证 明 ”通过 加 转 相 除 , 我 们 可 以 构造 欧 几 里 得 算法 , 它 很 像 上 有 理 整 数 情形 (1.7 节 ). 
(13) 式 的 逐次 余数 p 的 范 数 越 来 越 小 , 因此 这 种 算法 最 终 会 结束 . 最 后 的 非 零 余数 
就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 因 子 . 证 毕 

另 一 个 证 明 是 从 环 ZI 中 的 ai 和 az 生成 的 理想 (aa, az) 出 发 . 在 这 个 理想 的 
全 体 元 素 中 间 选 择 一 个 范 数 最 小 的 元 素 5, 并 像 (13) 式 那 样 , 写 al = 6y1 十 p1, az = 
672 + p2. 这 些 余数 pi 都 在 理想 中 , 并 且 它 们 的 范 数 小 于 5 的 范 数 , 因此 一 定 是 零 . 
所 以 aa = ?ia2 = 672, 于 是 6 是 公 因子 . 因为 5 在 这 个 理想 中 , 所 以 它 有 形式 
5= Biai 二 Boaoz, 因此 它 是 ai: 和 as 的 每 个 公 因 子 的 倍数 , 所 以 6 就 是 我 们 所 要 求 
的 最 大 公 因 子 . 
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高 斯 整数 分 解 的 其 余部 分 可 同 有 理 整 数 的 情形 (1.7 节 和 1.8 节 ) 及 多 项 式 的 情 
形 (3.5 节 和 3.8 节 ) 完全 一 样 地 进行 处 理 , 因此 我 们 这 里 只 托 述 重 要 的 步骤 . 一 个 
高 斯 整数 r, 如 果 它 不 是 0 也 不 是 单位 , 而 且 它 在 ZH 中 的 因子 只 能 是 单位 和 7 的 
相伴 , 则 称 r 是 素 的 ， 我们 可 以 证 明 
引 理 2 。 如果" 是 素 的 , 那么 由 zaB 可 推出 fla 或 者 zB. 
定理 14 每 个 高 斯 整数 a 可 以 表示 成 素 高 斯 整数 的 乘积 a 二 fl …'Tmn, 这 个 表达 
式 实 质 上 是 唯一 的 , 所 谓 实 质 上 是 唯一 的 是 指 , 任意 其 他 ax 表示 成 素 高 斯 整数 之 积 
的 分 解 式 有 相同 的 因子 个 数 , 并 可 重新 排列 使 得 相应 位 置 的 因子 是 相伴 . 

为 了 适当 地 推广 这 些 概念 , 我 们 首先 研究 一 下 高 斯 整数 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 
方程 . 如 果 a = a+ 站 是 高 斯 整数 , 而 不 是 有 理 整数 , 那么 6 关 0, 并 且 a 一定 满足 一 
个 二 次 不 可 约 方程 . 这 就 是 


芭 - (ae+ 划 zz 一 (a 一 划 ]=z2 一 2az+(a2 十 好 ) = 0. 


它 是 以 有 理 整 数 为 系数 的 首 一 不 可 约 方程 . 反 过 来 , 可 以 证 明 8, 如 果 数 + + si 在 域 
QG) 中 满足 一 个 整 系数 首 一 不 可 约 方程 , 那么 这 个 数 是 高 斯 整数 . 这 就 给 出 

定理 15 域 Q(i) 中 的 一 个 数 是 高 斯 整数 当 且 仅 当 它 在 Q 上 所 满足 的 首 一 不 可 约 
方程 是 以 整数 为 系数 . 


习 题 


1. 把 下 列 各 高 斯 整数 分 解 成 素 因子 乘积 : 5, 3 +i 6i, 11, 1 一 7i. 
2. 求 出 下 列 每 对 高 斯 整数 wx 和 as 的 最 大 公 因 子 , 并 把 它 表 示 成 Pia + Ba 的 形式 ， 
(a) 3+6i 和 12—3i (b)5+3i 和 13+ 18i. 
3, 求 出 13 的 所 有 可 能 的 因子 分 解 (分 解 成 素 高 斯 整数 之 积 ), 并 证 明 : 任意 两 个 分 解 仅 差 
相伴 . 
4 证 明 : 由 高 斯 整数 构成 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 
5.(a) 用 欧 几 里 得 算法 证 明 引 理 1。 (b) 证 明 引 理 2. 
6. 由 引 理 2 证 明定 理 14. 
7. (a) 证 明 : 有 理 素数 p 在 Z 人 ] 中 是 素 的 当 且 仅 当 方程 z? + y? =p 没有 整数 解 x 和 y. 
(b) 证 明 : 任意 形 为 p = 4n + 3 的 有 理 素数 在 ZH 中 是 素 的 . 
“8，(a) 证 明 : 商 环 Zz]/(p,z? + 1) 既 与 Z 加 /(p) 同 构 , 也 与 Zplz]/(z? + 1) 同 构 . 
(b) 证 明 : Z 国 /(p) 是 整 环 当 且 仅 当 ? 在 Z 日 中 是 素 的 ; Zp[z]/(z? + 1) 是 整 环 当 且 仅 当 
2 三 一 1(mod p) 在 2 中 没有 解 . 
(c) 假设 模 乘法 群 是 循环 群 (15.3 节 定理 6), 证 明 : 如 果 p = 4n 十 1, 那么 z? = 
一 1(mod p) 在 Z 中 有 解 . 


@ 在 下 一 节 中 (定理 16), 对 稍微 更 一 般 的 情形 给 出 证 明 . 
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(d) 证 明 , p = 4n +1 在 Z 中 不 可 能 是 素 的 . 
习题 9 ~ 习题 13 都 指 的 是 由 数 e+ bY 一 2( 其 中 a 和 6 是 整数 ) 构成 的 整 环 ZI 下. 
定义 范 数 N(a + bV-3) = a? + 202, 并 列 出 它 的 性 质 . 
10. 证 明 整 环 Z[V- 引 中 的 除法 算式 . 
11. 证 明 整 环 Z[V 二 习 中 最 大 公 因子 的 存在 性 . 
12. 叙述 并 证 明 ZIV= 习 中 的 唯一 因子 分 解 定理 . 
13, 在 Z[V=3 引 中 , 把 下 列 各 数 因 子 分 解 ; 5, 1 + 3V 一 2.2 + V2. 
14，(a) 在 Z[V3 习 中 求 一 个 不 同 于 士 1 的 单位 . 
(b) 证 明 : 在 ZIV 习 中 存在 无 穷 多 个 不 同 的 单位 . (提示 : 用 一 个 单位 的 吞 .) 


只 


> 


14.8 代数 整数 
一 般 地 , 如 果 代数 数 v 满足 的 有 理 数 域 上 首 一 不 可 约 方 程 是 以 整数 为 系数 , 即 
p(wW) 二 a0 二 a1w 二 十 an-1u"! 十 u? 二 0， ai 是 整数 (14) 


其 中 plz) 在 Q 上 是 不 可 约 的 ,那么 称 u 是 代数 整数 . 有 理 数 所 满足 的 不 可 约 广 
程 刚好 是 线性 方程 = - 实 =0. 所 以 一 个 有 再 数 是 代数 整数 当 且 仅 当 它 是 一 个 普通 
意义 下 的 整数 . 于 是 Z 的 (普通 ) 整数 称 为 有 理 整 数 ,以便 同 其 他 代数 整数 相 区 别 . 
如 果 代数 数 4 关 0,4 和 w-! 都 是 代数 整数 , 那么 称 是 单位 . 

在 检验 给 定 的 代数 数 是 否 是 代数 整数 时 , 不 一 定 要 借助 于 不 可 约 方程 , 而 依赖 
下 面 的 定理 . 
定理 16 ”一 个 数 是 代数 整数 当 且 仅 当 它 在 Q 上 满足 一 个 整 系数 首 一 多 项 式 方程. 
证 明 ”假设 是 某 个 整 系 数 首 一 多 项 式 f(z) 的 根 , 在 Q 上 , v 还 满足 一 个 不 可 约 
多 项 式 p(z), 它 可 以 取 为 整 系数 的 . 这 些 系数 的 任意 公 因子 可 被 消去 , 因此 我 们 可 以 
假定 p(z) 的 系数 的 最 大 公 因子 是 1. 这 也 就 是 说 , 在 3.9 节 的 意义 下 , p(z) 是 由 所 
有 整 系数 多 项 式 组 成 的 整 环 Zlz] 中 的 本 原 多 项 式 . 因为 已 知 的 多 项 式 f(z) 是 首 一 
多 项 式 , 所 以 也 是 本 原 的 . 由 定理 2 我 们 知道 , 以 4 为 根 的 多 项 式 f(z) 在 Qlz] 中 一 
定 被 u 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 p(z) 整除 , 于 是 f(z) = q(z)plz). 因为 /和 都 是 
本 原 的 , 所 以 根据 3.9 节 引 理 3 可 以 断言 , 商 式 gtz) 也 具有 整 系数 . 那么 f(z) 的 首 
项 系数 1 是 4 和 p 的 首 项 系数 之 积 , 因此 +p(z) 是 首 一 多 项 式 , 根据 定义 (14), 这 
意味 着 “是 代数 整数 . 证 毕 

一 个 数 虽然 看 起 来 不 像 代数 整数 , 但 实际 上 可 能 是 代数 整数 , 例如 ,v = 过 
看 起 来 像 一 个 分 数 , 但 它 满足 方程 


(二. (5) -eo 
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这 个 方程 是 首 一 整 系数 方程 . 这 就 暗示 我 们 系统 地 找 出 在 二 次 域 中 是 代数 整数 的 那 
些 数 . 有 理 数 域 Q 上 的 任意 二 次 域 K 可 以 表示 成 单 代 数 扩张 K = Q(v 加 . 不 失 一 
般 性 , 我 们 可 以 假定 4 是 一 个 整数 且 无 平方 因子 (1 除外 ). 这 就 是 我 们 所 要 考虑 的 
情形 : 

定理 17 如 果 d 关 1 是 无 平方 因子 的 整数 , 那么 在 d 三 2 或 d 三 3(mod 4) 的 情形 
下 , Q(Vd) 中 的 代数 整数 是 形 为 a 十 bYVd( 其 中 条 数 a 和 日 是 有 理 整数 ) 的 数 . 但 是 
当 4d 二 1(mod 4) 时 ，Q(V 于 中 的 代数 整数 是 形 为 4 十 jb 二 YE( 其 中 0 和 为 有 理 
整数 ) 的 数 . 

证 明 ”作为 预备 知识 , 我 们 注意 到 , a = 1(mod 2) 意味 着 a = 1 + 2r, 因此 a? = 
1 十 4r 十 472 三 1(mod 4). 换 句 话说 ， 


4 三 1(mod 2) 可 推出 a? = 1(mod 4)， (15) 
三 0(mod 2) 可 推出 a? = 0(mod 4)， (16) 
所 以 一 个 平方 数 总 同 余 于 0 或 1, mod 4 


Q(V) 中 任意 数 ， 可 表示 成 = “+ 其 中 台数 bc 无 公 因子 ,为 了 排 
除 有 理 数 的 平凡 情形 , 我 们 假定 5 关 0. 那么 4 所 满足 的 二 次 首 一 不 可 约 方程 是 


2 _ gb 
(2 人- -2 人 (17) 


c 六 


和 如果， 是 代数 奖 数 ,那么 这 些 系数 2a 和 和 -也 -一定 是 加 数 所 以 49 ,49 二 
和 4 都 必 是 台数 ,所以 dj2a， laa, 国人 4 不 含 平方 因子 , 所 以 包含 在 6 

人 一 定 同时 整除 a 和 刀 , 这 与 a,b,c 无 公 因子 (1 除外 ) 的 假定 
相 矛 盾 . 由 于 类 做 的 理由 , 4lc 是 不 可 能 的 , 所 以 只 能 选取 ce= 1 和 一 2 

现在 考虑 ,4 = ?或 4 = 3nod 4) 的 情形 , 到。 一 2 在 这 种 情形 下 , (17) 式 
最 后 的 系数 此 ”一 定 是 整数 , 于 是 o2 = db?(mod 人 如果 = 1(mod 2), 由 
如 三 1(mod 4), 并 且 Qa? 三 db? 三 2 或 3(mod 4). 这 与 法 则 (15) 和 (16) 相 矛 盾 . 如 果 
5b 三 0(mod 2), 则 a? = 0(mod 4), 因而 4 三 0(mod 2), 所 以 a,b,c 有 公 因 子 2. 无 论 哪 
一 种 情形 , 我 们 都 得 出 。= 1, 所 以 Q(V) 的 所 有 代数 整数 是 形 为 a+bV3 的 数 . 反 
过 来 , 这 种 形式 的 数 所 满足 的 首 一 方程 (17) 具有 整 系数 

剩 下 的 情形 4 = 1(mod 4) 可 以 类 似 处 理 , 除了 可 能 出 现 a= 5 = 1(mod 2) 的 
情形 以 外 , 其 余 都 类 似 
推论 。”Q 上 任意 二 次 域 中 , 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 一 个 整 环 . 
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证 明 ”定理 17 中 所 表示 的 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 这 种 形式 的 代数 整数 . 
证 毕 
下 面 的 任务 就 是 把 这 个 推论 推广 到 任意 代数 数 域 上 . 


习 题 


证 明 : 每 个 单位 根 是 代数 整数 

(人 a) 求 Q(w) 中 的 所 有 代数 整数 和 所 有 单位 , 这 里 ww 是 复 三 次 单位 根 

(b) 证 明 : Q(w) 中 每 个 单位 都 是 单位 根 

. 完成 定理 17 的 第 二 种 情形 (4 = 1(mod 汐 ) 的 证 明 . 

(@ 证 明 ,任意 代数 数 可 以 写成 商 站 这 里 * 是 代数 整数 , b 是 有 理 整数 ( 即 2 中 的 六 
数 ). 

(b) 证 明 : 代数 数组 成 的 任意 域 K 是 由 K 中 的 所 有 代数 整数 组 成 的 整 环 的 商 域 . 

. 求 出 Q(V5.i) 中 的 所 有 代数 整数 
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这 一 节 来 证 明 下 述 结果 : 
定理 18 所 有 代数 整数 的 集合 是 一 个 整 环 . 

下 面 是 定理 的 直接 推论 . 
推论 在 由 代数 数组 成 的 任意 域 K 中 ,全体 代数 整数 构成 一 个 整 环 . 

定理 18 的 一 个 启发 性 的 证 明 依赖 于 对 代数 整数 生成 的 加 法 群 的 分 析 ， 如 果 
V1,… ,vn 是 任意 代数 数 , 我 们 令 G = [w,……,an] 表示 在 由 全 体 复数 组 成 的 加 法 群 
中 由 这 些 代数 数 生成 的 子 群 8. 这 个 群 只 是 由 可 表示 成 形式 

= all 十 a2V2 十 … 十 anun (ai 是 有 理 整 数 ) (18) 


的 所 有 数组 成 . 回忆 一 下 , 在 由 vv 生成 的 加 法 循环 子 群 中 , 自然 倍数 ov = a xw 就 是 
vv 的 “ 考 ”. 

引 理 1 群 G= [wi,…,vn] 的 任意 子 群 59 也 可 以 由 nn 个 或 更 少 一 些 数 生成 . 

证 明 ”对 每 个 下 标 , 设 Gx 是 由 G 的 后 n 一 k 十 1 个 生成 元 生成 的 子 群 [vk,… ,wn]， 
所 以 Gk 是 由 所 有 形 为 okak 十 … 十 anvn 的 和 构成 . 在 Gk 的 位 于 给 定子 群 5 的 元 
索 中 间 选 取 一 个 元 素 


» 


A 


3 


Wk = CkVk 十 Ck+1VE4I 十 … 十 cnVny (19) 

使 其 中 第 一 个 系数 ck 有 最 小 的 正 值 (这 是 可 能 的 ). (如 果 对 每 个 元 素 , wk 的 系数 

都 是 零 , 则 令 wk = 0.) 如 果 w = brvx 十 … 是 Gi 中 5 的 任意 其 他 元 素 , 它 的 
人 @ 这 个 加 法 群 有 时 称 为 Z- 模 , 因为 它 的 元 察 可 以 用 Z 中 的 标量 来 乘 . 
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第 一 个 系数 bk 可 以 写成 bk = qrcx 十 7k, 具有 一 个 非 负 余数 rk。 < ck. 那么 这 个 差 
也 一 gewk 三 ?kVk 十 … 就 在 群 Gk 和 5 中 , 并 有 非 负 的 第 一 个 系数 wk, 它 小 于 最 
小 的 正 值 cx, 因此 rs = 0, 于 是 Gk 中 任意 S 的 元 素 w 给 出 Gk+1 中 的 一 个 元 素 
al = WW — qkWk-: 

这 样 选取 的 nn 个 元 素 wi,… ,wn 生成 整个 群 5, 这 是 因为 对 5 中 任意 给 定 元 
素 ww, 我 们 就 可 以 找到 gq1, 使 w 一 giwi 只 依赖 于 v2，,… ,vn, 然后 又 可 找到 某 个 q2， 
使 Ww 一 qiwi 一 qow2 只 依赖 于 v3,…,vn, 等 等 , 最 后 有 w= Pqiwi. 证 毕 
引 理 2 数 以 是 代数 整数 当 且 仅 当 由 久 的 所 有 办 1,u,w?,w3,… 生成 的 加 法 群 可 
以 由 有 限 个 元 素 生 成 . 
证 明 ”如 果 %w 是 代数 整数 , 则 它 满足 整 系数 的 n 次 首 一 方程 (14). 这 个 方程 把 wm 
表示 成 群 G = 由 an] 中 的 一 个 元 素 , 这 个 群 是 由 v 的 低 于 n 次 的 窒 生 成 
的 . 通过 选 代 , 上 述 同一 个 方程 可 以 用 来 把 4 的 任意 高 次 宕 表示 成 这 个 群 中 的 一 个 
元 素 . 所 以 满足 引 理 2 的 准则 . 

反 过 来 , 假定 由 1,w,w?,… 生成 的 群 G 可 以 由 G 的 任意 个 数 久 ,…,vn 生 
成 . 与 G 的 任意 元 素 Dajui 的 乘积 仍然 是 G 的 元 素 Daywi+1, 所 以 每 个 乘积 wvi 
一 定 在 G 中 , 于 是 它 一 定 可 以 按照 生成 元 表示 成 uv = 》 aijvj, 其 中 ai; 是 整数 . 

3 


这 些 表达 式 给 出 如 下 形式 的 个 v 的 齐 次 方程 


(ail — WV 十 al2v2 十 … 十 alnVn = 0， 
G21V1 十 (a22 — U)vV2 + *** + Aonvn = 0， 


anlul 十 an272 十 … 十 (ann — WU)vn = 0. 


这 组 方程 有 一 组 不 全 为 零 的 解 1,v2,… ,vn, 所 以 系数 矩阵 的 行 向 量 一 定 是 线性 相 
关 的 (7.7 节 定 理 13 的 推论 ). 这 个 系数 矩阵 可 以 写成 A 一 ul, 这 里 4 = (aij). 因为 
它 是 奇异 的 , 所 以 它 的 行列 式 是 零 , 于 是 


[4—uI|=(-1)"u" +bn ul + .+ bn = 0, (20) 


这 里 系数 5b; 是 整数 aij 的 某 一 多 项 式 , 因而 它们 都 是 整数 . 这 个 方程 (20) 意味 着 了 
和 是 代数 整数 , 正如 引 理 中 所 要 求 的 . 

引 理 2 的 结论 可 以 重 述 如 下 : 
推论 ”如 果 代 数 数 4 的 所 有 正 次 办 部 在 由 一 组 有 限 个 数 阴 ,… ,yn 生成 的 加 法 群 
中 , 那么 4 是 代数 整数 . 


@ 注意 , 根据 第 10 章 的 意义 , (20) 式 就 是 A 的 特征 多 项 式 . 


14.10 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 ”381 


证 明 ”由 1,w,w?,… 生成 的 群 5 是 由 1,y1,… ,yn 生成 的 群 的 一 个 子 群 . 因此 根据 
引 理 1, 这 个 子 群 S 可 以 由 它 的 有 限 多 个 元 素 生 成 , 因此 根据 引 理 2, 数 4 是 代数 
整数 . 证 毕 

现在 回来 证 明定 理 18. 如 果 wu 和 v 是 代数 整数 , 我 们 应 指出 uw 十 v 和 wv 都 
是 代数 整数 ， 这 个 假设 条 件 意味 着 所 有 的 寡 w* 和 ww 分 别 可 以 按照 有 限 多 个 等 
lan 1 和 1,v,…,v"! 来 表示 . 所 以 每 个 宪 (uv)* = wrtv* 和 (w+v)* 在 由 乘 
积 Luwuuuu2 lur-l 生成 的 加 法 群 中 . 根据 推论 得 出 , wv 和 +v 是 代数 整 
数 , 这 正 是 定理 所 要 求 的 . 


习 题 


. 通过 列 出 适当 的 整 系数 首 一 方程 , 明显 地 证 明 下 列 各 数 都 是 代数 整数 , 

人 v5+v8， (bi+w (ce) Vi+ Ee 

(8) 证 明 : 如 果 数 wu … ,vm 在 Q 上 线性 无 关 , 那么 在 G = [v1,…,wn] 中 的 任意 有 有 
限 指数 的 子 群 S 也 可 以 由 n 个 线性 无 关 的 数 wi,… ,wn 生成 . 

(b) 证 明 : 任意 这 样 的 子 群 5 与 整个 群 G( 群 ) 同 构 . 

3. 如 果 数 1,… ,vn 在 Q 上 线性 无 关 , 指出 怎样 用 引 理 1 中 对 于 G = [v1,… ,vn] 的 子 群 
3 求 出 的 那 组 基 来 计算 S 在 G 中 的 指数 . (提示 : 求 出 5 的 每 个 陪 集 的 代表 元 .) 

"4. 证 明 : 群 G = [w1,…,vn] 没有 不 同 子 群 的 无 限 升 链 . 也 就 是 证 明 , 给 出 子 群 的 无 穷 序 

列 S1 < 52 < 53 < .… < G, 则 存在 一 个 下 标 m, 使 得 Sm = Sm+l = Sm+2 二 ，…. ( 提 

示 : 把 引 理 1 应 用 到 全 体 群 Sk 的 并 .) 

(a) 证 明 : 包含 在 普通 整数 环 Z 中 的 每 个 模 是 Z 的 一 个 理想 . 

(b) 列 出 一 个 包含 在 高 斯 整数 的 整 环 Zi] 中 不 是 Zi 的 理想 的 模 . 

“6. 证 明 : 如 果 代数 数 4 满足 一 个 首 一 多 项 式 方程 , 这 个 方程 的 其 他 系数 都 是 代数 整数 , 那 

么 也 是 代数 整数 . 


» 


ba 


全 
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为 了 说 明代 数 整数 因子 分 解 理论 , 我 们 更 详细 地 考虑 最 简单 的 情形 , 即 二 次 代 
数 整数 的 因子 分 解 . 也 就 是 说 , 我 们 考虑 Q(vVd) 的 代数 整数 ( 像 定 理 17 中 所 描述 
的 那 种 代数 整数 ) 的 因子 分 解 . 为 此 目的 所 用 的 基本 工具 是 范 数 概 念 . 

范 数 的 公式 依赖 于 域 , 但 是 范 数 的 概念 在 所 有 情况 下 , 甚至 对 于 高 次 代数 数 域 ， 
都 是 一 样 的 . 本 质 上 , 范 数 是 通过 域 的 自 同 构 来 定义 的 . 根据 定理 6, 二 次 域 Q(V) 
有 一 个 自 同 构 4=a+bVd 五 =a 一 5Vd 它 把 每 个 数 映射 到 它 的 共 斩 数 元 . 
定义 Q(V 团 的 数 坟 =a+bVGE 的 范 数 N(u] 是 凡 和 它 的 共 叔 均 的 乘积 wl: 


N(w) = ui = (a+bVA)(a —bVd). (21) 
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因为 对 应 一 如是 同 构 , 三 = 五 :机 所 以 
N(w) = N(wN(v). (22) 


于 是 范 数 把 这 个 域 中 的 代数 整数 的 任意 分 解 w = uv 转换 成 有 理 整数 N(w) 的 分 解 
N(w) = NN(w)N(v). (代数 整数 的 范 数 是 有 理 整 数 , 见习 题 1.) 
范 数 的 性 质 基 本 上 依赖 于 a 是 正 的 还 是 负 的 , 也 就 是 依赖 于 Q(Vd) 是 实 二 次 
域 还 是 复 二 次 域 . 如 果 d < 0, 则 N(w) 就 是 lul?, 即 的 绝对 值 平 方 , 除了 = 0 外 ， 
它 是 正 的 . 如 果 d > 0, 则 N(u) = a? 一 Yd 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 . 这 个 差别 出 现 
在 Q(Vd) 的 单位 的 群 UV 中 , 正如 我 们 将 看 到 的 . 
引 理 1 代数 整数 ueE Q(Vd) 是 单位 当 且 仅 当 N(w) = 士 1. 
证 明 显然, NV(1) = 1; 此 外 , N(w) 一 定 是 有 理 整数 . 因此 , 如 果 对 某 一 个 其 他 代数 
整数 ve Q(Vd) 有 wv = 1 那么 有 Nu) N(v) = NUuo) = 1, 因此 Nu) = 士 1. 反 过 
来 , 如果 N(u) = uz= 土 1, 那么 w( 二 可 = 1 于 是 是 Q(Vd) 的 单位 . 
类 似 的 论证 可 应 用 到 一 般 代 数 数 域 上 . 
把 引 理 1 和 定理 17 结合 起 来 , 我 们 可 以 确定 任意 复 二 次 域 Q(V=-d)(d > 0, 无 平 
方 因子 的 整数 ) 的 全 部 单位 , 那么 Q(V=d) 的 代数 整数 具有 形式 4 = m+na(m,n e 
2Z), 这 里 
Vv-d, 当 d 关 3 (mod 4) 
二 二 
| ， 当 dd 三 3 (mod 4) 


1+VvV-d 
2 


相应 地 , 的 范 数 满足 
m? + n2d, 当 d 冯 3 (mod 4) 


Wo) = 
| (m+ 2) + Se, 当 d=3 (mod 4) 


当 d 关 3(mod 4) 且 4d>1 时 , m? 十 n?d < 1 只 有 当 m= 让 交友 0 于 全 有 本能: 同 
样 , 如 果 d = 3(mod 4) 且 d > 3, 那 么 4>7, 并 且 Nu > 一 >1, 除 非 n=0. 因 
此 又 一 次 说 明 Q(V=a) 的 单位 只 能 是 二 1. 这 就 证 明了 
定理 19 ”存在 不 同 于 士 1 的 单位 的 复 二 次 域 只 能 是 Q(VT) 和 Q(V-3). 
Q(VD 的 单位 是 1 和 二; Q(V- 的 单位 是 w = :六 -3 的 各 次 吞 ,是 
六 次 本 原单 位 根 . 
实 二 次 域 有 无 穷 多 个 单位 . 例如 , 1+ V3 是 Q(V3) 的 单位 ,因为 N(1+V 引 = -1. 
因此 1+ V3 的 所 有 次 等 (1 + V 引 #* 都 是 单位 . 
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虽然 对 于 很 多 二 次 代数 整数 的 环 , 分解 成 素 因子 的 因子 分 解 是 唯一 的 , 但 在 
Q(V-=5) 中 情况 并 非 如 此 . 例如 , 考虑 数 6 的 因子 分 解 : 


6=2x3=(1+V-5) x (1~— VvV-5). (23) 


如 果 Q(V=5) 的 两 个 代数 整数 丸和 vw 满足 wv = 6, 那么 N(w)N(v) = N(6) = 36. 于 
是 6 的 真 因子 v 的 范 数 将 是 2232 的 真 因子 , 所 以 只 有 N(w) = 2, 3,4,6,9,12,18 几 
种 情况 需要 研究 . 因为 在 这 些 情况 中 , N(v) 分 别 为 18, 12, 9, 6,4, 3, 2, 所 以 只 须 考 虑 
二 2,3,4,6 的 情形 . 由 N(m +mV-5) = m? + 5n2 容易 看 出 , 所 有 可 能 的 因子 都 已 
列 在 (23) 式 中 . 

在 上 述 例子 中 , 我 们 可 以 考虑 用 理想 的 乘积 (如 13.4 节 中 所 述 ) 代替 数 的 乘积 ， 
以 此 来 补救 唯一 因子 分 解 定 理 . 我 们 发 现 主 理想 (2), (3), (14+V-5) 和 (1 一 V-5) 都 
不 是 素 理 想 ， 相关 的 素 理想 是 已 = (2,1+ V=5),Q = (3,1+ V=-5), 这 是 用 它们 在 
Z(V=5) 中 的 基 来 描述 的 . 这 些 理想 不 是 主 理想 , 把 它们 平方 起 来 : 


P? = (4,2+2V-5,6) = (2) 
Q? = (9,3+3V-5,6) = (3) 


这 表明 (2) 和 (3) 不 是 素 理想 . 

为 证 明 书 是 2[V= 引 中 的 素 理想 , 我 们 注意 , (m+nV-5) e P 当 且 仅 当 m+n 三 
0(mod 2). 因此 Z[V= 引 /P 只 包含 两 个 元 素 , 它 是 域 Z2. 因此 根据 13.3 节 定理 6, P 
是 素 理想 . 类 似 地 , Z[V- 引 /8 是 Za, 所 以 @ 也 是 素 理想 . 

总 之 , 我 们 证 明了 Z[V= 引 的 理想 (6) 具有 分 解 成 素 理想 的 唯一 因子 分 解 (6)= 
P20Q?. 

我 们 在 整 环 Z[V- 引 中 推导 出 的 这 种 理想 的 唯一 分 解 仅仅 是 用 以 说 明 , 理想 的 
概念 怎样 可 以 系统 地 用 来 建立 代数 整数 环 上 的 唯一 因子 分 解 定理 , 而 通常 的 因子 分 
解 在 这 个 整 环 上 是 不 唯一 的 . 通过 进一步 推理 , 我 们 可 以 建立 “理想 论 基本 定理 ”: 
在 代数 数 域 KK 中 由 所 有 代数 整数 组 成 的 整 环 刀 中 , 每 个 理想 除 次 序 外 可 以 唯一 地 
表示 成 素 理想 的 乘积 . 特别 是 , 整 环 的 每 个 代数 整数 以 确定 一 个 主 理想 (u), 在 上 述 
意义 下 , 它 有 唯一 的 因子 分 解 . 


习 题 
1，(a) 证 明 : 在 任意 二 次 域 中 , 代数 整数 的 范 数 是 有 理 整 数 . 


(b) 证 明 : 如 果 4 =a 十 bVd 不 是 有 理 数 , 那么 N(w) 是 4 所 满足 的 首 一 不 可 约 多 项 式 
方程 的 常数 项 . 
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求 QI[V-7] 中 的 全 部 单位 . 


3. 证 明 : 二 次 域 Q(V~q)( 其 中 d > 0) 中 单位 的 个 数 是 有 限 的 , 并 证 明 : 每 个 单位 是 单位 


经 


根 


. 证 明 : 任意 给 定 的 代数 数 域 中 的 全 体 单位 根 构成 循环 群 . 


叙述 并 证 明 Zw] 的 除法 算式 , 这 里 w = 二 -二 VE，( 提 示 ， 任意 6 的 整数 信 数 把 复 
平面 分 审 成 无 穷 多 个 等 边 三 角形 .) 


. 设 忆 是 任意 整 环 , 在 这 个 整 环 中 范 数 N(o) 定义 如 下 : (i) 当 a 了 0, N(a) 是 正 整数 ; (ii) 


Na6) = N(a)N(B); (iii) 给 定 a 和 有关 0, 存在 7 和 (5 使 得 ac= ByY+GN(CG) < N(9). 
(a) 证 明 : D 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 
(b) 证 明 : D 中 每 个 理想 是 主 理想 . 


第 15 章 “ 伽 罗 瓦 理论 


15.1 方程 的 根 域 


历史 上 很 多 代数 学 家 试图 用 明显 的 公式 求解 实 多 项 式 方程 和 (以 后 的 ) 复 多 项 
式 方程 . 在 他 们 的 努力 下 , 求 出 了 一 般 的 二 次 、 三 次 和 四 次 方程 的 “ 根 式 解 ”, 这 些 
求解 公式 我 们 已 在 第 5 章 推导 过 . 但 是 对 于 五 次 方程 , 多 次 想得到 类 似 的 求解 公式 ， 
结果 都 失败 了 . 

这 是 为 什么 ? 其 原因 最 后 被 伽 罗 瓦 (Evariste Galois) 发 现 , 他 指出 一 个 方程 有 
根 式 解 当 且 仅 当 与 它 相 联系 的 自 同 构 群 在 纯 群 论 意义 下 是 “可 解 ”的 . 这 里 所 说 的 
自 同 构 是 指 由 这 个 方程 的 所 有 根 生 成 的 扩 域 的 , 使 方程 的 所 有 系数 保持 固定 的 那些 
自 同 构 . 在 最 后 这 一 章 里 , 我 们 从 讨论 给 定 域 上 的 已 知 多 项 式 ptz) 的 所 有 根 生 
成 的 扩 域 开始 , 按照 现代 的 形式 介绍 伽 罗 瓦 最 本 质 的 论证 . 这 个 域 就 是 所 谓 2(z) 的 
“ 根 域 ” ,9 现在 我 们 正式 地 给 出 它 的 定义 . 
定义 ”五 的 扩张 N 如 果 满 足 于 列 条 件 则 称 为 系数 在 已 中 的 m(> 1) 次 多 项 式 f(z) 
的 根 域 : (i) f(z) 在 N 中 可 以 分 解 成 线性 因子 f(z) = clz 一 轨 ) (一 un)i 人 G) N 
是 下 上 添加 f(T) 的 全 部 根 而 生成 的 , 即 N = 开 (…yaun). 

如 果 f(z) = az? 十 bz 十 cl(a 关 0) 是 下 上 的 二 次 多 项 式 , 它 有 共 罗 根 @uj = 
b+tVR-dac ， 

a 


一 0 由 f(z) = 0 的 一 个 根 ta 生成 的 五 的 单 扩张 K = F(wi) 尘 


Iz]/(f(2)) 已 经 是 f 在 FF 上 的 根 域 . 这 是 因为 va = pet 因此 f(z) 在 域 K = Flui) 
中 可 以 分 解 成 线性 因子 f(z) = a(z 一 41)(z 一 uw2). 
可 是 , 对 于 三 次 不 可 约 多 项 式 , 这 个 结论 一 般 来 说 是 不 正确 的 . 例如 , Q 上 不 可 


约 多 项 式 一 5 的 根 域 N 是 Q(35.u35,o235) = Q(35 其中 心 = 一 


是 复 三 次 单位 根 . 由 5 的 实 三 次 根 生成 的 有 理 数 域 的 实 扩张 Q(Y5) 兰 Qiej/(z? -5) 
在 Q 上 的 次 数 是 3, 而 包含 5 的 所 有 三 次 根 的 Q 的 最 小 扩张 是 NN = Q(W5,w). 因为 
ww 满足 分 圆 方程 ?++1 = 0, 所 以 域 N 在 Q(85) 上 的 次 数 是 2. 当 我 们 把 z3 一 5 
的 根 域 N 看 作 Q 上 的 一 个 向 量 空间 时 , 它 就 有 基 (1, 5, 25,w,w35,w25), 于 


@ 有 的 代数 书 中 称 这 个 域 为 分 列 域 . 一 一 译 者 注 
@ 当然 , 多 项 式 f(z) 的 根 是 指 满足 f(z) = 0 的 数 z, 这 个 z 也 称 为 f(z) 的 零点 . 
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是 它 是 Q 的 六 次 扩张 . 

可 以 用 已 知 的 单 代数 扩张 的 存在 性 得 到 一 般 的 关于 根 域 存在 性 命题 , 如 下 所 
述 ， 
定理 1 任意 域 上 的 任意 多 项 式 都 有 一 个 根 域 . 

对 于 一 次 多 项 式 , 其 根 域 刚好 是 基 域 FP; 因此 我 们 可 以 对 f(z) 的 次 数 n 用 归 
纳 法 . 假定 这 个 定理 对 所 有 域 和 所 有 n - 1 次 多 项 式 都 成 立 , 并 设 p(z) 是 已 知 
多 项 式 f(z) 的 在 FR 上 一 个 不 可 约 因子 . 根据 14.3 节 的 定理 5, 存在 一 个 由 plz) 
的 根 4 生成 的 单 扩张 K = F(w). 在 KK 上, f(z) 有 根 w 因而 有 因子 z 一 所 以 
f(z) = (z 一 wg(z), 商 g(z) 是 上 n 一 1 次 多 项 式 , 根据 归纳 法 假定 , 由 g(z) 的 
n 一 1 个 根 生成 KK 上 的 一 个 根 域 N. 这 个 域 N 也 是 f(z) 的 根 域 

我 们 将 在 下 一 节 (定理 2) 证 明 , 给 定 基 域 上 的 已 知 多 项 式 f(z) 的 所 有 根 域 
是 同 构 的 , 所 以 说 它 是 f(z) 在 上 的 根 域 是 合理 的 . 
附录 ”定理 1 可 以 用 来 ( 纯 代数 地 ) 构造 任意 有 限 域 或 可 数 域 的 代数 完全 扩张 
如 下 所 述 . 域 上 的 n 次 多 项 式 的 个 数 是 有 限 的 或 可 数 的 , 如 果 下 是 可 数 的 , 那么 
多 项 式 个 数 是 dr+l = d(d = 无 限 可 数 ). 因此 上 所 有 多 项 式 的 个 数 是 可 数 的 ( 参 
看 12.2 节 习题 14), 于 是 我 们 可 以 把 这 些 多 项 式 排 成 序列 pi(z),p2(2),pa(z),…. 

现在 设 三 是 pi(z) 在 已 上 的 根 域 , 是 pz(z) 在 所 上 的 根 域 , …; 一 般 地 ， 
设 ,是 pn(z) 在 -+ 上 的 根 域 最 后 , 设 FP* 是 由 出 现在 其 中 一 个 到 中 , 因而 
出 现在 肪 的 所 有 后 继 中 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 . 如 果 a 和 6b 是 F* 的 任意 两 个 元 
素 , 那么 它们 一 定 都 在 某 一 个 ,中 , 因而 都 在 F, 的 所 有 后 继 中 , 所 以 a+ 5,ab 和 
3@ 关 0) 在 肪 和 它 的 所 有 后 继 中 也 一 定 有 相同 的 值 , 这 就 表明 F* 是 一 个 域 

为 了 证 明 F* 是 代数 完全 域 , 我 们 设 g(z) 是 PF* 上 任意 多 项 式 , g(z) 的 全 部 系 
数 都 在 某 一 个 中, 因而 这 些 系数 在 天 上 是 代数 的 . 那么 利用 14.5 节 定理 9, 我 
们 可 以 求 出 g(z) 的 一 个 非 零 倍 式 h(z), 其 系数 在 F 中 ( 见 下 面 的 习题 引 . 但 是 对 
h(z), 有 一 个 适当 的 Fm-1,h(z) 在 Fm-1 上 的 根 域 是 Fn,h(z) 在 中 一 定 可 以 分 
解 成 线性 因子 , 因此 h(z) 的 因子 g(z) 在 F, 中 同样 也 可 分 解 成 线性 因子 . 所 以 g(z) 
在 较 大 的 域 F* 上 也 可 以 分 解 成 线性 因子 , 因此 F* 是 代数 完全 域 , 进一步 有 , Fr" 的 
每 个 元 素 在 上 是 代数 的 . 

用 一 般 的 良 序 集合 和 所 谓 超 限 归纳 法 来 代 着 序列 , 可 把 上 述 推理 过 程 加 以 修 
改 9, 以 便 应 用 到 任意 域 FP 上 , 这 种 修改 建立 了 下 面 关于 代数 基本 定理 的 重要 的 部 
分 的 推广 : 任意 域 已 都 有 一 个 代数 完全 扩张 . 


@ 详细 证 明 见 B. L. van der Waerden, Moderne Algebra, Part 1, Berlin, 1930. (中 译本 : B. 工 . 范 
德 瓦尔 登 , 代数 学 1, 丁 石 孙 等 译 , 科学 出 版 社 , 1965.) 
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15.2 ”唯一 性 定理 


我 们 现在 来 证 明定 理 1 所 述 的 根 域 的 唯一 性 (精确 到 同 构 ). 
定理 2 域 忆 上 已 知 多 项 式 f(z) 的 任意 两 个 根 域 N 和 N' 同 构 , N 到 N' 的 同 构 
可 以 如 此 选择 , 使 得 玉 的 元 素 保持 国定 . 
证 明 “ 根 域 是 唯一 的 " 这 个 断言 实质 上 是 “同一 个 不 可 约 多 项 式 的 两 个 不 同根 生 
成 同 构 的 单 代数 扩张 ”这 一 事实 的 直接 推论 (14.3 节 定 理 6). 特别 是 , 不 可 约 多 项 
式 p(z) 的 两 个 根 域 N = F(wi,… ,un) 和 N' = FF(wi，,…, 忆 ) 分 别 包 含 由 p(z) 的 
根 ww 和 wi 生成 的 同 构 单 扩张 F(wi) 和 FF(wi). 因此 存在 F(wu1) 到 (wi) 的 同 构 工 . 
现在 只 需要 把 这 个 同 构 适当 地 扩张 到 整个 根 域 上 . 这 种 扩张 的 基本 方法 由 下 面 引 理 
给 出 . 
引 理 1 如 果 域 和 本 之 间 的 同 构 5 把 不 可 约 多 项 式 p(z) 的 系数 映射 到 FF 
上 多 项 式 p'(z) 相应 的 条 数 , 并 设 下 (ww) 和 (ww) 分 别 是 由 这 两 个 多 项 式 的 根 以 和 
信 生成 的 单 扩张 ,那么 S 可 以 扩张 成 F(u) 到 FY'(w) 的 同 构 5*, 在 这 个 同 构 之 下 ， 
US"* = WwW. 


证 明 ”恰好 同 14.3 节 定 理 6 的 讨论 一 样 , 我 们 所 需要 的 同 构 5* 由 公式 


(ao 十 aiu 十 … 十 an-lun 1)S"* 一 aoS 二 (alS)uw 十 ,十 (an-1S)(u)"™! (1) 


明显 地 给 出 , 其 中 所 有 ai E Fn 是 雇 在 玉 上 的 次 数 . 
引 理 2 如 果 下 到 FF 的 同 构 5S 把 多 项 式 f(z) 映射 到 fr(z), 并 设 NDF 和 
NN'D FF 分别 是 f(z) 和 f'(z) 的 根 域 , 那么 同 构 5 可 以 扩张 成 N 到 N' 的 同 构 . 
通过 对 次 数 m = [N : 可 用 归纳 法 可 以 证 明 这 个 引 理 , 当 m = 1 时 , 这 是 显然 
的 , 因为 这 时 5 已 经 扩张 到 N; 因此 取 mm > 1, 并 且 假 定 引 理 对 于 某 域 上 次 数 小 
于 m 的 所 有 根 域 N 都 正确 . 因为 m > 1, f(z) 的 根 不 全 都 在 下 中 , 所 以 f(z) 中 至 
少 有 一 个 不 可 约 因子 p(z), 它 的 次 数 为 4 > 1. 设 是 p(z) 在 NN 中 的 根 , 而 在 给 定 
的 同 构 8 之 下 , p'(z) 是 f'(z) 的 对 应 于 p(z) 的 因子 . 那么 根 域 N' 包含 p'(z) 的 根 
ww, 并 根据 引 理 1, 给 定 的 同 构 5 可 以 扩张 成 同 构 5*, 满足 


u5* =w, [Fl = F(A), p(w) =0, p(w)=0. (2) 


因为 N 是 在 已 上 添加 f(z) 的 全 部 根 而 生成 , N 一 定 是 在 较 大 的 域 F(u) 上 添 
加 这 些 根 而 生成 , 所 以 N 是 f(z) 在 F(u) 上 的 根 域 , 其 次 数 是 二 根据 同样 的 理由 ， 
和 是 jz) 在 F'(w) 上 的 根 域 . 因为 子 < m, 所 以 根据 引 理 的 归纳 假定 可 以 断言 ， 
(2) 表示 的 同 构 5* 可 以 从 F(w) 扩张 到 N. 这 就 证 明了 引 理 2. 
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两 个 根 域 NN 和 N' 都 是 同一 个 基 域 下 的 扩张 , 并且 S 是 下 到 自身 上 的 恒 等 映 
射 , 这 种 情形 下 , 引 理 2 表明 N 与 N' 同 构 , 因此 也 就 证 明了 定理 2. 


习 题 
1. 求 下 列 多 项 式 在 Q 上 的 根 域 的 次 数 ， 
(a) z3 -72 一 并 一 2=0， (b) za -2=0， 
(cl) z4 -7=0， (d) (z? 一 2)(z2? 一 5) = 0. 


» 


证 明 : 域 上 n 次 多 项 式 的 根 域 在 F 上 的 次 数 至 多 是 nl. 

(a) 证 明 ; 如 果 是 n 次 本 原单 位 根 , 那么 Q(5) 是 2" - 1= 0 在 Q 上 的 根 域 . 

(b) 当 n= 3,4,5,6 时 , 计算 根 域 的 次 数 . * 
证 明 : 特征 为 p 的 任意 代数 完全 域 包含 一 个 子 域 与 15.1 节 附 录 中 所 构造 的 域 同 构 . 
设 g(z) = ao + az 十 … 十 anzn 的 系数 在 域 上 是 代数 的 , 证 明 : g(z) 是 系数 在 下 
中 的 某 非 零 多 项 式 h(z) 的 因子 . (提示 : 构造 g(z) 在 F(ao,…,an) 上 的 根 域 ; 在 这 个 
根 域 上 把 g(z) 分 解 成 线性 因子 x 一 ui; ui 在 尺 上 是 代数 的 , 并 满足 不 可 约 多 项 式 方程 
hi(z); 令 h(z) = Iai(z)) 

设 pe Q[z] 是 任意 有 理 系数 首 一 多 项 式 , 并 设 zi，,…,z 是 它 的 复 根 . 证 明 : Q(z1,…， 
zn) 是 p 在 Q 上 的 根 域 . 


w 


Gi 


只 


15.3 有 限 域 


系统 地 运用 根 域 的 性 质 , 我 们 可 以 得 到 所 有 有 限 域 (含有 有 限 个 元 素 的 域 ) 的 
一 个 完整 论述 ， 因 为 特征 为 oo 的 域 总 包含 一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 无 限 子 域 (13.8 
节 定理 14), 所 以 每 个 有 限 域 具 有 一 个 素 特征 p. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 屎 包含 
模 p 整数 域 Zz( 见 13.7 节 定 理 12 的 推论 ). 那么 有 限 域 下 是 Zo 的 有 限 扩张 , 所 以 
在 Zp 上 有 一 组 基 1,…,un. FF 中 每 个 元 素 可 唯一 地 表示 成 线性 组 合 Daiui. 这 里 
每 个 系数 恰好 可 按 p 种 方法 在 Z 中 取 值 , 所 以 下 中 总 共有 Zr 个 元 素 . 这 就 证 明 
了 ， 
定理 3 ”有 限 域 中 元 素 的 个 数 9 是 它 的 特征 的 守 pn. 

在 含有 4= p" 个 元 素 的 有 限 域 中 , 全 体 非 零 元 素 构成 4-- 1 阶乘 法 群 . 那么 
这 个 群 中 每 个 元 素 的 阶 是 9 一 1 的 一 个 因子 . 所 以 下 的 每 个 元 素 满足 方程 2?-! = 1. 
因此 已 的 所 有 元 素 a1,42,… ,ag( 包 含 着 零 ) 满足 方程 


-z=0, gq=p". (3) 
因此 乘积 (z 一 a1)(z -a2)…(z 一 ae) 是 29 一 z 的 因子 , 乘积 中 的 这 些 因子 是 互 素 多 


项 式 , 每 一 个 都 整除 z? - z. 因为 这 个 乘积 同 za 一 z 一 样 , 也 是 9 次 的 首 一 多 项 式 ， 
所 以 我 们 得 到 
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ZI 一 zZ=(z 一 aij(z 一 az)…(z 一 ao). (4) 


因此 下 是 2 一 z 在 2Z。 上 的 根 域 . 元 素 个 数 相同 的 任意 其 他 有 限 域 F' 是 同一 个 方 
程 的 根 域 , 因此 根据 根 域 的 唯一 性 定理 (定理 2), 它 与 下 同 构 . 这 个 推理 证 明了 
定理 4 元 素 个 数 相同 的 任意 两 个 有 限 域 同 构 . 

下 面 考虑 这 样 一 个 问题 : 实际 上 存在 哪些 有 限 域 ? 为 了 列 出 一 个 有 限 域 , 我 们 
自然 要 构造 多 项 式 z? - z 在 Zz 上 的 根 域 N. 我 们 现在 证 明 , 所 要 求 的 根 域 恰 好 由 
这 个 多 项 式 的 全 部 根 组 成 . 

引 理 ”多项式 z? 一 7 在 它 的 根 域 入 中 有 4 个 不 同 的 线性 因子 . 

用 反 证 法 来 证 明 . 如 果 z? - > 有 一 个 重 因子 x 一 我 们 可 以 写成 zz 一 zx = 

(z 一 wu)?g(z). 比较 它们 的 形式 导数 (3.1 节 习 题 7), 我 们 将 有 


(2 — 72) = gr!—1=—l, 


[(z —w)?g(z)] = (2 —)[l29(7) + (2 — ww)g'(z)], 


因此 xz 一 是 -1 的 因子 , 得 出 矛盾 . 这 就 证 明了 引 理 . 
另 一 方面 , z? 一 z 的 根 wi,… ,ug 中 任意 两 个 根 之 和 是 一 个 根 , 这 是 因为 , 在 特 
征 为 p 的 任意 域 中 有 (a 土 6)? = a? 土 四 ,所 以 如 果 ar”= a 和 tp”= bb, 那么 


(a+b)?" = am" 土 bp" =a+tb. 


两 个 根 之 积 ab 也 是 一 个 根 , 这 因为 (ab)?”= oz "如 ”= ab. 还 有 对 两 个 根 之 商 , 类 似 
的 结果 成 立 . 所 以 z? - z 的 所 有 9 个 根 组 成 的 集合 是 根 域 N 的 一 个 子 域 ; 因为 这 
个 子 域 包含 所 有 的 根 , 所 以 它 实 际 上 一 定 是 整个 根 域 N. 这 就 意味 着 , 我 们 已 经 构 
造 出 含有 4 个 元 素 的 域 , 因此 有 
定理 5 ”对 任意 素数 p 和 任意 正 整数 mn 存在 一 个 含有 pr = 9 个 元 素 的 有 限 
域 : 29 一 z= 二 0 在 Zp 上 的 根 域 . 

根据 定理 4 和 定理 5, 存在 一 个 上 且 本 质 上 只 存在 一 个 含有 pr" 个 元 素 的 域 . 这 个 
域 有 时 称 为 如 罗 瓦 域 GF(p"). 这 个 域 的 乘法 群 的 结构 可 以 完整 地 描述 如 下 . 
定理 6 ”在 任意 有 限 域 尺 中 , 所 有 非 零 元 素 组 成 的 乘法 群 是 种 环 群 . 
证 明 FF 中 每 个 非 零 元 素 是 g - 1 次 单位 根 , 即 它 满足 方程 rz?-1 = 1, 这 里 4 是 书 
中 元 素 的 个 数 . 为 了 证 明 这 个 群 是 循环 群 , 我 们 必须 求 出 已 中 g ~- 1 次 本 原单 位 根 ， 
它 的 低 于 9 一 1 次 的 宪 都 不 等 于 1; 那么 本 原单 位 根 的 所 有 次 短跑 遍 整 个 群 . 为 此 ， 
把 4 一 1 写成 不 同 素数 寡 的 乘积 


gq-1=pippr (0<pi<p2 < <pr). 
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对 每 个 P= pi, 有 Pl(q 一 ,所 以 z = 1 的 全 部 根 都 是 29-! = 1 的 根 , 因此 它们 
都 在 斑 中 . 这 个 方程 z?”= 1 的 所 有 P* 个 不 同 的 根 中 , 恰 有 Pe-! 个 根 满足 方程 
Zz?” = 1 所 以 下 至 少 包含 zP =1 的 一 个 根 c= ci 它 不 满足 zP" ”= 1. 于 是 这 
个 元 素 ci 在 下 的 乘法 群 中 的 阶 数 为 pf*. 乘积 ccz…cr 是 g 一 1 阶 元 素 (参看 下 面 
的 习题 8), 这 正 是 所 要 求 的 . 
定理 7 每 个 特征 为 p 的 有 限 域 有 一 个 自 同 构 & 一 一 a?. 
证 明 ”从 特征 为 p 的 域 的 一 般 讨论 中 我 们 知道 , 对 应 a 一; az 把 下 同 构 地 映射 到 
它 元 素 的 了 次 寡 组 成 的 集合 (13.7 节 定 理 13). 因为 这 个 对 应 是 一 一 的 , 所 以 9 个 元 
素 a 恰好 给 出 9 个 2 次 寡 , 那么 它们 一 定 包含 整个 域 已 因此 ar 一 ap 把 下 映射 到 
整个 FPF 上 . 
推论 ”在 特征 为 了 的 有 限 域 中 , 每 个 元 素 有 了 p 次 根 . 

有 限 域 的 另外 一 些 性 质 将 在 习题 中 叙述 . 


习 题 


. 证 明 , 对 每 个 正 整数 n, 都 存在 一 个 Z。 上 n 次 不 可 约 多 项 式 . 
, 证 明 , 包含 Ze 的 每 个 有 限 域 是 Zo 的 单 扩张 . 
. 证明: 有限 域 的 每 个 有 限 扩张 是 单 扩张 . 
，(a) 用 次 数 证 明 ; GFP(p") 的 任意 子 域 有 p” 个 元 素 , 这 里 mln. 
(b) 证 明 : 如 果 mln, 那么 (pm 一 Dl(p" 一 1). 
(c) 用 (b) 证 明 : 如 果 mln, 那么 GF(p”") 有 一 个 含有 p” 个 元 素 的 子 域 
. 证 明 : p"™ 阶 伽 罗 瓦 域 的 所 有 子 域 组 成 的 格 与 n 的 所 有 正 因子 组 成 的 格 同 构 . 
证 明 : 在 GF(p") 中 自 同 构 a 一 > a? 的 阶 为 n. 
证 明 , 如 果 m 与 下 的 特征 p 互 素 , 那么 在 F 上 存在 一 个 m 次 本 原单 位 根 ，( 提 示 ; 应 
用 证 明定 理 6 时 用 过 的 方法 . 这 个 方法 可 以 应 用 到 特征 为 oo 的 域 上 吗 ?) 
. 证 明 : 在 阿 贝 耳 群 中 , 每 个 元 素 ci 的 阶 是 不 同 素数 的 守 05:, 这 些 元 素 的 乘积 c1c2…… cr 
的 阶 恰好 是 pf … ps" = h. (a 指出 这 个 乘积 的 阶 数 可 整除 h, 但 对 每 个 i, 它 不 能 


整除 2) 
(a) 用 基本 原理 证 明 , 模 p 的 非 夫 整 数 (在 zy 中 ) 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 . 
(b) 设 6 是 有 理 数 域 Q_ 上 次 本 原单 位 根 , 利用 (a) 来 证 明 : Q(é) 在 Q 上 的 仙 罗 所 


由 


No 


oo 


© 


群 是 p 一 1 阶 循环 群 . 
10. (a) Ei 在 阶 数 为 a = p" 的 任意 有 限 域 中 , 由 完全 平方 组 成 的 集合 5 的 基数 至 少 是 
Te 


2 
(b) 验证 , 对 任意 as 5, 集合 Sn (a 一 5) 不 可 能 是 空 集 . 
(c) 推出 每 个 元 素 是 两 个 平方 之 和 - 
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15.4 伽 罗 瓦 群 


群 不 仅 可 以 用 来 表示 几何 图 形 的 对 称 , 而 且 还 可 以 表示 代数 系统 的 对 称 . 例如 ， 
复数 域 C 相对 于 实数 域 而 言 有 两 种 对 称 : 一 个 是 恒 等 , 另 一 个 是 同 构 a 十 bi 一 
a 一 bi, 这 个 同 构 把 每 个 数 映 射 到 它 的 复 共 锋 . 这 种 一 个 域 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 . 
一 般 地 , 域 K 的 自 同 构 T 是 集合 K 到 它 自身 的 双 射 , 并 保持 和 与 积 , 即 对 K 中 所 
有 a 和 6b, 有 

(a+hT =aT+bT, (ab)T = (aT)(bT). (5) 


两 个 自 同 构 S 和 了 的 乘积 ST 也 是 一 个 自 同 构 , 并 且 自 同 构 的 逆 仍 然 是 自 同 
构 . 因此 
定理 8 域 天 的 所 有 自 同 构 组 成 的 集合 在 乘积 之 下 构成 一 个 群 . 

设 天 是 已 的 扩张 , 并 考虑 这 样 一 些 自 同 构 T, 它 对 下 中 每 个 元 素 a, 有 aT = a. 
也 就 是 说 这 些 自 同 构 保持 F 中 任何 元 素 都 不 变 . 在 K 的 整个 自 同 构 群 中 , 它们 构 
成 一 个 子 群 , 称 为 K 在 已 上 的 自 同 构 群 . 例如 , C 在 及 上 的 自 同 构 群 由 两 个 自 同 
构 a 二 贡 一 a 十 抽 和 a+ 贡 一 a 一 所 组 成 . 
定义 域 玉 在 子 域 玉 上 的 自 同 构 群 是 由 保持 下 的 元 素 不 变 的 KK 的 那些 自 同 构 
组 成 的 群 ， 

最 重要 的 特例 是 代数 数 域 在 有 理 数 域 Q 上 的 自 同 构 群 , 但 是 在 我 们 考虑 具体 
例子 之 前 , 先 让 我 们 确定 代数 数 在 自 同 构 之 下 可 能 的 像 . 
定理 9 域 焉 的 有 限 扩张 开 的 任意 自 同 构 人 把 下 的 每 个 元 素 以 映射 到 以 在 下 
上 的 共 二 元素 UT 

这 个 定理 断言 , v 和 它 的 像 vT 都 满足 上 同一 个 不 可 约 方 程 . 为 证 明 这 一 点 ， 
设 给 定 的 元 素 u 在 已 上 是 代数 的 , 它 满足 一 个 系数 在 下 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 方 
程 pz(z) = z" 二 bn-17"! 十 … 十 bo = 0. 根据 公式 (5), 自 同 构 保持 所 有 有 理 关 系 ， 
并 保持 每 个 bi 固定 , 因此 由 p(w) = 0 得 到 


(ur + bru + + bo)T = (wuT) + bn iuT) + + hi(uT) + bo = 0. 


这 个 方程 表明 , uT 也 是 p(z) 的 根 , 因此 wT 是 的 共 思 ge. 

例 1 考虑 有 理 数 域 上 的 四 次 域 ?, K = Q(V2.i, 它 是 由 V2 和 i= VI 生成 的 . 
整个 域 K 是 中 间 域 = Q(i) 上 的 二 次 扩张 , 它 是 由 z? = 2 的 两 个 共 轿 根 土 V2 中 
的 任意 一 个 生成 的 . 根据 14.3 节 定 理 6, 存在 的 自 同 构 5, 把 V2 映射 到 一 V3, 并 


@ 同 14.5 节 中 一 样 , 我 们 可 以 把 这 个 域 看 作 z4 一 2z2 + 9 的 根 域 . 
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保持 Q(i) 中 元 素 固 定 . 也 就 是 说 , 共 轿 根 V2 和 一 v2 在 代数 上 没有 什么 差别 , 5S 作 
用 到 K 的 任意 元 素 w 上, 是 


(a+bV2+cit+dvV2i)s =a—bV2+c— dv (6) 


这 里 我 们 通过 基 1, V3,i, V 如 把 天 的 每 个 元 素 写 出 来 (参看 14.5 节 ). 通过 类 似 的 论 
证 , 存在 一 个 自 同 构 7, 它 保持 Q(V3) 的 元 素 固定 , 并 把 i 映射 到 -i 那么 有 


(e+bV2+ci+adv3T =a+bV2— ci— dvVa, (7) 


所 以 了 就 是 把 每 个 数 映射 到 它 的 复 共 斩 , 乘积 ST 是 K 的 第 三 个 自 同 构 . 这 些 自 
同 构 作 用 到 V2 和 i 上 的 效果 可 以 列表 如 下 : 


2 hi a 
i i 一 i 
2 bab a 
i —i, i i 

我 们 断言 , 7,5,T 和 5ST 是 K 在 Q 上 的 仅 有 的 自 同 构 . 根据 定理 9, 任意 其 他 
的 自 同 构 UV 一 定 把 V3 映射 到 共 轿 数 土 V3, 把 i 映射 到 共 思 数 +i, 恰好 有 四 种 可 
能 性 , 就 是 上 面 表 中 列 出 的 1,5,T 和 ST. 因此 UV 作用 到 生成 元 V3 和 i 上 的 效果 
一 定 同 这 四 种 自 同 构 之 一 是 一 致 的 , 因此 它 作用 到 整个 域 上 的 效果 也 是 一 致 的 . 于 
是 U=J,5,T 或 5ST. 

这 些 自 同 构 的 乘法 表 可 以 直接 由 上 面 列 出 的 作用 到 V2 和 i 的 表 求 出 . 它 是 


=L (8) 


这 完全 像 四 群 的 乘法 表 ( 见 6.7 节 ), 于 是 我 们 得 出 结论 : Q(V2,i) 的 自 同 构 群 与 四 
群 {1, 5,T,ST} 同 构 . 

定义 ”如果 = Fa an) 是 多 项 式 f(T) = (TZ 一 1)…(Z 一 wn) 的 根 域 , 那么 
六 在 下 上 的 自 同 构 群 称 为 方程 flz) = 0 的 如 罗 瓦 群 ,或 者 称 为 域 N 在 瑟 上 的 如 
罗 瓦 群 . 

为 了 明显 地 描述 特殊 伽 罗 瓦 群 的 自 同 构 T, 我 们 进行 如 下 讨论 . 设 W 是 f(z) 
在 上 的 根 域 ,那么 了 把 f(z) 的 根 映射 到 f(z) 的 根 (定理 9), 并 把 不 同 的 根 映射 
到 不 同 的 根 . 因此 了 的 作用 相当 于 对 f(z) 所 有 不 同 的 根 wu1,… ,wi 作 一 个 置换 由 
所 以 


WT=Ug, UT = Ug, kn. {9) 
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另 一 方面 , 根 域 中 每 个 元 素 w 可 以 表示 成 多 项 式 w = h(w1,…, uk), 其 系数 在 己 中 . 
因为 T 保持 这 些 系数 固定 , 所 以 由 的 性 质 (9) 得 到 


[hl ak)]]T = h(iT, ukT) = h(u1g, uke)- 


这 个 公式 表明 , 7 作用 到 w 上 的 效果 完全 由 作用 到 根 上 的 效果 确定 , 或 者 说 , 全 
由 置换 (9) 唯一 确定 . 因为 两 个 置换 的 乘积 是 通过 相继 作用 相应 的 自 同 构 而 得 到 ， 
所 以 全 体形 为 (9) 的 置换 构成 一 个 群 , 与 自 同 构 群 同 构 . 署 换 (9) 只 包含 这 样 一 些 
置换 : 它 保持 全 体 根 之 间 的 所 有 多 项 式 恒等式 不 变 , 所 以 它 对 应 于 自 同 构 . 如 此 建 
立 的 结果 可 以 概述 如 下 : 

定理 10 设 f(z) 是 已 上 任意 见 次 多 项 式 , 它 在 根 域 N = 下 (ua ,uk) 中 恰 有 大 
个 不 同 的 根 t1,… ,Uk. 那么 f(z) 的 如 罗 瓦 群 G 的 每 个 自 同 构 人 诱导 出 一 个 作用 
在 f(z) 的 全 体 不 同根 上 的 置换 Ui 二 467, 而 且 人 由 这 个 置换 完全 确定 . 

推论 1 任意 多 项 式 的 伽 罗 瓦 群 与 它 的 根 的 置换 群 同 构 . 

推论 2 nn 次 多 项 式 的 伯 罗 瓦 群 的 阶 可 整除 nl. 

例 2 ”根据 爱 森 斯 坦 定 理 , 方程 z+ - 3 = 0 在 域 Q 上 是 不 可 约 的 , 并 有 四 个 根 
ir, 一 7, 一 in, 这 里 i= VLr = $3 是 3 的 正 实 四 次 根 . 根 域 N = Q(7,ir, 一 n, 一 ir) 
可 以 看 作 是 由 7, i 生成 的 , 即 N = Q(r,i). 因为 > 在 Q 上 是 四 次 的 ,i 是 复数 , 因此 
i 在 实 域 Q(r) 上 是 二 次 的 , 所 以 整个 根 域 N 在 Q 上 的 次 数 是 8. 根据 14.5 节 定 理 
9, 这 个 扩张 NV 有 8 个 元 素 1,7,7?,73,i,ir, ir?,ir3 构成 的 一 组 基 . 因为 N 中 每 个 元 
素 可 以 表示 成 这 些 基 元 素 的 线性 组 合 , 其 系数 为 有 理 数 , 所 以 自 同 构 T 的 作用 只 要 
知道 了 rT 和 这 , 就 马上 完全 确定 了 . 

可 以 很 容易 地 构造 出 N 的 几 个 自 同 构 . 因为 N 是 实 域 Qtr) 上 的 二 次 扩张 , 所 
以 它 有 一 个 把 NN 中 每 个 数 映射 到 它 的 复 共 轿 的 自 同 构 , 因此 rT = mi 这 = -i. 另 一 
方面 , V 是 子 域 Q(i) 的 四 次 扩张 , 它 由 元 素 > 生成 . 根据 14.3 节 定 理 6, N 有 一 个 
自 同 构 5, 把 7 映射 到 它 的 共 堪 ir, 所 以 75 = ir,iS = i 由 此 得 到 , S? 是 一 个 自 同 
构 , 它 满足 752 = i27,iS? =i 而 r93 = -inr,iS3 =i 把 $ 和 TT 进一步 组 合 ,我们 得 
到 NN 的 八 个 自 同 构 , 它们 作用 到 生成 元 r 和 i 上 的 效果 如 下 : 


把 ”映射 到 
把 i 映射 到 


我 们 还 可 以 计算 T53 = ST,S4 = T? = 了 所 以 这 八 个 自 同 构 构 成 一 个 群 , 它 与 正方 
形 对 称 群 (6.4 节 ) 同 构 . 这 些 自 同 构 组 成 整个 伽 罗 瓦 群 , 这 因为 任意 自 同 构 一 定 把 
映射 到 它 的 共 轿 二 i 中 的 一 个 , 把 7 映射 到 共 频 十 r 或 +ir. 上 面 这 个 表 包 括 这 些 作 
用 的 所 有 八 种 可 能 的 组 合 . 
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群 论 的 许多 概念 可 以 应 用 到 这 样 的 佑 罗 瓦 群 G 上 . 例如 , G 包含 着 由 5 生成 的 
子 群 五 = [7,5,52, 53] 和 由 5? 生成 的 较 小 的 子 群 工 = [1, 53]. 子 群 H 的 每 个 自 同 
构 保 持 i 不 变 , 因而 保持 子 域 Q(i) 中 每 个 元 素 不 变 . 较 小 的 子 群 工 由 这 样 的 自 同 构 
组 成 , 这 些 自 同 构 保持 较 大 的 子 域 Q(i, 7?) 中 每 个 元 素 不 变 . 在 这 种 意义 下 , 下 降 的 
子 群 序列 G > 瓦 3 工 2 工 对 应 着 上 升 的 子 域 序 列 Qc Q(i) Cc QGV3) c Q(i,7). 
于 是 , 这 一 上 升 的 子 域 序列 给 出 求解 已 知 方程 的 方法 , 它 是 通过 逐次 添加 较 简单 的 
方程 zz = 一 1,y? = 3,z2 = V3 的 根来 实现 的 . 这 个 例子 说 明了 伽 罗 瓦 群 的 子 群 对 
于 求 方程 的 根 式 解 所 起 的 作用 . 

自然 要 考虑 伽 罗 瓦 群 的 同 态 , 上 述 群 G 的 每 个 自 同 构 U 把 i 映射 到 +i 因而 
把 域 Q(i) 中 每 个 元 素 映射 到 同一 个 域 中 的 某 个 元 素 . 这 就 意味 着 , U 诱导 出 Q(i) 
的 一 个 自 同 构 U*, 这 里 U* 是 对 QGi) 中 的 元 素 w 通过 等 式 wU* = wU 来 定义 的 . 
对 应 U 一 > U* 是 一 个 同 态 , 它 把 N 的 所 有 自 同 构 U 组 成 的 群 G 映射 到 Q(i) 的 自 
同 构 组 成 的 群 G* 上 . 但 是 G* 只 有 两 个 元 素 : 便 等 映射 J* 和 对 换 i 和 -i 的 自 同 
构 . 进一步 , U* = JT* 当 且 仅 当 U 保持 Q(i) 的 每 个 元 素 不 变 , 也 就 是 当 且 仅 当 UU 在 
子 群 五 = [7, 5,52,53] 中 . 因此 UV 一 U* 是 G 的 满 同 态 , 它 的 核 是 及 因此 群 G* 
与 商 群 G/H 同 构 . 


习 


- 


对 Q(i,7) 的 所 有 子 域 组 成 的 系统 画 一 个 格 图 . 

通过 证 明 z* ~- 3 没有 系数 在 Q 中 的 线性 因子 和 二 次 因子 来 证 明 : z4 - 3 在 Q 上 是 不 

可 约 的 . 

3. 把 z* -3 的 徊 罗 瓦 群 的 每 个 自 同 构 表示 成 它 的 根 的 置换 . 

4. (a) 证 明 , z* 一 3 在 Q(i) 上 是 不 可 约 的 . 

(b) 描述 x 一 3 在 Q(i) 上 的 伽 罗 瓦 群 . 

5. 用 基本 原理 证 明 :, z4 - 3 根 的 置换 : + 一 irir 一 > ir, 一 ir 一 一 +, 一 r 一 7, 不 可 能 
对 应 于 一 个 自 同 构 . 

. 设 天 = Q(w) 是 由 三 次 复 单位 根 w 生成 的 域 . 讨论 za 一 2 在 上 的 佑 罗 瓦 群 , 包括 ， 
确定 这 个 根 域 的 次 数 , 用 纯 群 论 的 语言 来 描述 伽 罗 瓦 群 , 把 每 个 自 同 构 表示 成 置换 . 

7. 按照 习题 6 的 内 容 讨论 z 一 7 在 Q(6) 上 的 合 罗 瓦 群 , 这 里 是 五 次 本 原单 位 根 . 

. 证明: 有 限 域 的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 . 

. 证 明 : 如 果 是 n 次 本 原单 位 根 , 那么 Q(E) 的 伽 罗 瓦 群 是 阿 贝 耳 群 . (提示 : 任意 自 
同 构 有 这 样 的 形式 上 一 &*.) 

10. (a) 证 明 : 如 果 K 是 Q 的 扩张 , 那么 K 的 每 个 自 同 构 保持 Q 的 每 个 元 素 不 变 . 

(b) 叙述 并 证 明 对 于 特征 为 p 的 域 有 类 似 的 结果 . 


» 
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由 于 存在 所 谓 的 不 可 分 不 可 约 多 项 式 或 不 可 分 元 素 一 一 即 这 些 元 素 是 n 次 代 
数 的 , 但 它 的 共 罗 元 素 的 个 数 小 于 "一 伽 罗 瓦 群 的 一 般 讨论 就 变 得 复杂 了 . 对 某 
些 特征 为 p 的 域 , 这 种 复杂 化 就 出 现 了 , 这 可 以 用 简单 的 例子 加 以 说 明 . 

设 及 = Zp(u) 表示 模 p 整数 的 域 Zp 的 单 超越 扩张 , 并 设 下 表示 由 wp =t 生 
成 的 天 的 子 域 Zp(w?). 于 是 , FF 是 由 Z。 上 的 超越 元 素 t 的 所 有 有 理 形式 组 成 . 原 
来 的 元 素 u 满足 上 的 一 个 多 项 式 方程 f(z) = z? -上 = 0. 这 个 多 项 式 f(z) 在 
局 = Zp(t) 上 实际 上 是 不 可 约 的 , 这 是 因为 如 果 f 在 Zp(t) 上 可 约 , 根据 高 斯 引 理 
(3.9 节 ), 在 t 的 多 项 式 整 环 Zplt] 上 , f 是 可 约 的 , 但 是 , 由 于 f(x) = z? 一 t 对 于 
来 说 是 线性 的 , 所 以 这 样 的 因 式 分 解 f(z) = g(z,t)h(z,t) 是 不 可 能 的 . 因此 f(z) 的 
根 4 在 上 的 次 数 是 p. 但 是 f(z) 在 KK 上 有 因 式 分 解 


f(7) = zz — vr = (7 — wu)?. (10) 


因此 它 只 有 一 个 根 u, 并 且 4( 虽 然 它 的 次 数 p > 1) 除了 它 本 身 之 外 没有 其 他 共 罗 
元 素 . 

我 们 可 以 用 下 面 的 术语 来 描述 上 述 情况 . 
定义 ” 域 下 上 的 一 个 nn 次 多 项 式 有 (ZT), 如 果 它 在 某 个 根 域 NN 忆 下 中 有 nn 个 不 同 的 
根 , 那么 称 它 在 域 已 上 是 可 分 的 ; 否则 , 称 f(Z) 是 不 可 分 的 . 如 果 有 限 扩张 下 了 下 

中 每 个 元 素 在 已 上 都 满足 一 个 可 分 多 项 式 方程 , 那么 称 KK 在 已 上 是 可 分 的 ， 

容易 检验 给 定 的 多 项 式 f(z) = ao + aiz 十 …+ anzn 是 否 是 可 分 的 . 这 也 就 是 ， 

首先 根据 公式 (参看 3.1 节 习 题 7) 


jz)=oa+(2xaz)jz 十 … 十 (mxan)zn 1 (11) 


来 定义 f(z) 的 形式 导数 f(z), 这 里 nxan 表示 an 的 n 次 自然 倍数 ( 见 13.7 节 ). 如 
果 这 些 系数 都 在 实数 域 中 , 那么 这 种 导数 与 微 积分 学 中 建立 的 普通 导数 是 一 致 的 . 
从 形式 导数 的 定义 (11) 出 发 , 不 用 任何 极限 概念 , 我 们 可 以 推导 出 很 多 微分 法 则 ， 
例如 

(f+9)’=f +9, (fg9) =f9 +f9, (1™) =mf™ 


等 等 . 
现在 在 任意 根 域 V 上 把 f(z) 分 解 成 不 同 线性 因子 的 宕 ， 


je) 一 cz 一 如) 一 (天 0). (12) 
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把 (12) 的 两 边 形式 地 微分 , 我 们 看 到 , f(z) 是 cel(z 一 za) 1(z 一 uo) 号 … (2 一 Uk) 
与 大 一 1 项 每 项 都 包含 (z 一 w1)*! 作为 因子 的 和 . 因此 当 el > 1 时 , z 一 wu 可 整除 
f(z), 而 当 el = 1 时 , > 一 wu 就 不 能 整除 户 (z). 对 e2,… ,ek 重复 上 述 推理 , 我 们 得 
到 f(z) 和 f(z) 有 公 因 子 , 除非 e1 = ez =… = ex = 1, 即 除非 f(z) 是 可 分 的 ; 因 
此 f(z) 在 W 上 是 可 分 的 当 且 仅 当 f(z) 和 它 的 形式 导数 f'(z) 是 互 素 的 . 

f(z) 和 f'(z) 的 最 大 公 因 式 可 像 第 3 章 中 那样 用 下 [z] 中 的 欧 几 里 得 算法 直接 
计算 出 来 ; 当下 扩张 到 较 大 的 域 上 时 , 它们 的 最 大 公 因 式 并 不 改变 . 于 是 我 们 得 到 
定理 11 设 f(z) 是 域 已 上 任意 多 项 式 , 用 欧 几 里 得 算法 计算 f(z) 和 它 的 形式 导 
数 f'(z) 的 最 大 公园 式 d(z)( 首 一 多 项 式 ). 如 果 dz) = 1 那么 f(z) 是 可 分 的 ; 否则 
j(z) 是 不 可 分 的 . 

如 果 f(z) 是 不 可 约 的 , 那么 除非 f(z) 整除 g(z), 总 有 g.c.d.(f(z),9(z)) = 1 并 
且 f(z) 不 能 整除 任意 较 低 次 的 非 零 多 项 式 . 因此 得 到 
推论 1 任意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 , 除非 它 的 形式 导数 是 零 ， 
推论 2 ”特征 为 oo 的 域 上 的 任意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 . 

这 是 因为 , 当 n > 0,an 关 0 时 , f(z) =n xanz"!1+:…@A0. 

进一步 推论 是 : 如 果 下 的 特征 是 co, 那么 任意 n 次 不 可 约 多 项 式 f(z) 的 根 域 
恰恰 包含 f(z) 的 n 个 不 同 的 共 轰 根 . 而 且 , 在 特征 为 oo 的 域 上 的 任意 代数 数 满足 
一 个 不 可 约 的 因而 也 是 可 分 的 方程 , 所 以 特征 为 oo 的 域 的 任意 代数 扩张 , 在 上 述 意 
义 之 下 是 可 分 扩张 . 

推论 2 的 结果 对 于 素 特征 的 域 是 不 成 立 的 . 例如 , 在 本 节 开 始 所 提 到 的 不 可 约 
多 项 式 f(z) = z? 一 t 有 形式 导数 (zz -tf = p x 2z?-!1 =0. 


习 题 


- 


. 不 用 定理 11, 证 明 : Q 上 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 是 不 同 的 . 
设 /fz) 是 有 理 系数 多 项 式 , 而 d(z) 是 f(z) 和 了 (z) 的 最 大 公 因 式 , 证 明 ， 了 2 是 与 


dl(z) 
f(z) 具有 相同 根 的 多 项 式 , 但 它 没有 重 根 . 
. (a) 证 明 : 如 果 f(z) = 0, 那么 f(z) 在 任意 域 F 上 是 不 可 分 的 . 
*(b) 证 明 , 如 果 在 Z 上 f'(z) = 0, 那么 对 某 个 g(z), 有 f(x) = [g(z)]?. 
. 证 明 : za -2u 在 Za(u) 上 是 不 可 分 的 . 证 明 : 它 的 根 域 的 伽 罗 瓦 群 是 由 一 个 单位 元 素 
组 成 . 
. 用 定理 11 证 明 : 当 g = p" 时 , z? 一 z 在 Z。 上 是 可 分 的 
(a) 证 明 : 如 果 f(z) 是 在 特征 为 p 的 域 F 上 的 满足 f(z) = 0 的 一 个 多 项 式 , 那么 
f(z) 可 以 写成 形式 ao + alzz 十 … 十 anz"?. 
(b) 证 明 : 如 果 五 是 有 限 域 , 那么 对 某 适当 的 g(z), 有 f(x) = [g(z)]?. 
(ce) 用 (b) 证 明 : 有 限 域 上 的 每 个 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 . 


» 


名 


A 


oa 
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15.6 ” 伽 罗 瓦 群 的 性 质 


可 分 多 项 式 的 根 域 和 伽 罗 瓦 群 有 两 个 极 好 的 性 质 , 现在 我 们 把 它们 叙述 成 定理 ， 
定理 12 ” 域 尺 上 可 分 多 项 式 的 甸 罗 瓦 群 的 阶 恰好 等 于 它 的 根 域 的 次 数 [N : FF]. 

在 15.4 节 的 第 二 个 例子 中 我 们 已 经 看 到 , 多 项 式 z+ - 3 = 0 的 根 域 就 是 这 种 
情形 . 
定理 13 ”在 可 分 多 项 式 的 根 域 了 了 瓦 中 ,在 凡 的 (在 已 上 的 ) 如 罗 瓦 群 的 每 个 
自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 恰 恰 就 是 玉 的 元 素 . 

这 个 定理 告诉 我 们 一 些 关 于 伽 罗 瓦 群 正 面 的 信息 , 因为 它 断 言 , 对 N 中 每 个 不 
在 下 中 的 元 素 o 在 G 中 有 一 个 自 同 构 T, 使 得 o7 关 a. 

为 证 明定 理 12, 参考 15.2 节 的 引 理 2, 它 与 域 之 间 同 构 的 可 扩张 性 有 关 , 注意 ， 
在 这 个 引 理 中 (不 像 15.5 节 中 那样 ) f'(z) 并 不 表示 f(z) 的 导数 . 

引 理 ” 如 果 15.2 节 引 理 2 中 的 多 项 式 f(z) 是 可 分 的 , 那么 5 可 以 按照 m= [N :本 
种 不 同 的 方法 扩张 到 N. 

这 个 结果 可 以 通过 对 m 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 域 到 F" 的 已 知 同 构 5 的 任 
意 扩张 5*, 按照 (2) 式 把 根 映射 到 z(z) 的 某 个 根 w, 因此 5 的 每 种 可 能 的 扩 
张 可 以 通过 上 述 一 种 构造 而 得 到 . 因为 f(z) 是 可 分 的 , 所 以 它 的 d 次 因子 p(x) 恰 
有 个 不 同 的 根 u. w 的 a 种 选择 恰好 给 出 (2) 中 5* 的 d 种 选择 . 根据 归纳 法 假 
设 , 每 个 这 样 的 5* 可 以 按照 了 = [N : F(w)] 种 不 同 的 方法 扩张 到 N, 所 以 总 共有 
d( 节 ) = mm 种 扩张 , 如 断言 所 述 . 

如 果 f(z) = j(z) 是 m 次 可 分 的 , 在 15.2 节 引 理 2 中 我 们 令 N = N', 上 述 引 
理 断 言 , F 的 恒 等 自 同 构 了 恰恰 可 以 按照 m 种 不 同方 法 扩张 到 N 的 一 个 自 同 构 . 
但 是 这 些 自 同 构 组 成 N 在 上 的 分 罗 瓦 群 , 这 就 证 明了 定理 12. 

最 后 , 为 了 证 明定 理 13, 设 G 是 可 分 多 项 式 的 根 域 N 在 域 上 的 向 罗 瓦 群 ， 
而 K 是 NN 中 所 有 在 G 的 每 个 自 同 构 之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 集合 . 容易 证 明 K 是 
一 个 域 , 并 且 K 2 Ff. 因此 G 中 每 个 自 同 构 是 K 的 恒 等 自 同 构 工 到 N 上 的 一 个 扩 
张 . 因为 是 KK 上 的 根 域 , 所 以 根据 上 述 引 理 , 只 存在 [N : K] 个 这 样 的 扩张 , 而 
根据 定理 12, 总 共有 [N : Fl] 个 自 同 构 , 因此 [N : K] = [N : 如 .因为 及 局 ,所 以 
这 就 推出 K = 五, 证 明了 定理 13. 

上 述 关于 扩张 的 引 理 还 有 另 一 个 推论 , 即 根 域 在 下 述 意 义 下 总 是 “正规 的 ”. 
定义 ” 域 忆 的 有 限 扩张 N 称 为 在 已 上 是 正规 的 , 是 指 如 果 已 上 每 个 不 可 约 多 项 
式 p(z) 在 和 N 中 有 一 个 根 , 则 它 的 所 有 根部 在 N 中 . 

换 句 话说 , 每 个 在 F 上 不 可 约 在 N 中 有 一 个 根 的 多 项 式 p(x) 在 W 上 可 以 分 
解 成 线性 因子 . 
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定理 14 FF 的 一 个 有 限 扩张 在 已 上 是 正规 的 当 且 仅 当 它 是 下 上 某 个 多 项 式 的 
根 域 . 

证 明 如 果 N 在 上 是 正规 的 , 那么 在 入 中 选取 任意 一 个 不 在 下 中 的 元 素 并 
求 出 所 满足 的 不 可 约 方程 p(z) = 0. 根据 正规 性 的 定义 , N 包含 p(z) 的 所 有 根 ， 
因此 NN 包含 p(z) 的 根 域 M. 如 果 N 中 有 不 属于 M 的 元 素 , 其 中 一 个 元 素 v 满足 
不 可 约 方程 g(z) = 0, 因此 M 包含 在 较 大 的 p(z)q(z) 的 根 域 中 , 等 等 . 因为 N 的 次 
数 是 有 限 的 , 所 以 这 样 逐 次 得 到 的 根 域 中 一 定 有 一 个 是 整个 域 N. 

反 过 来 , 任意 f(z) 的 根 域 N 是 正规 的 . 假定 有 某 个 多 项 式 p(z) 在 已 上 是 不 可 
约 的 , 它 有 一 个 但 不 是 全 部 根 在 N 中 , 设 岂 是 p(z) 的 位 于 NN 中 的 根 , 并 把 另 一 个 
不 在 N 中 的 根 w' 添加 到 N 上 . 满足 wT = w 的 对 应 了 是 单 扩张 F(w) 到 F(w') 
的 同 构 . 域 N 是 f(z) 在 F(w) 上 的 根 域 ; 另 一 方面 , N' = N(w') 是 由 f(z) 的 根 添 
加 到 F(w') 上 生成 的 , 因此 它 是 f(z) 在 F(uw') 上 的 根 域 , 所 以 根据 15.2 节 引 理 2， 
对 应 人 可 以 扩张 成 N 到 N' 的 同 构 . 因为 了 保持 基 域 的 元 素 不 变 , 所 以 这 两 个 
同 构 的 域 N 和 N' 在 F 上 的 次 数 一 定 相同 . 但 是 我 们 已 经 假定 了 N' = N(w') 是 
的 真 扩张 , 所 以 N' 在 已 上 的 次 数 大 于 N 在 下 上 的 次 数 . 由 此 矛盾 故 得 定理 ， 

如 果 把 这 个 定理 证 明 的 前 一 半 应 用 到 可 分 扩张 上 (这 个 扩张 中 每 个 元 素 都 满足 
一 个 可 分 方程 ), 那么 所 有 用 到 的 多 项 式 p(z) 和 q(z) 都 是 可 分 的 . 这 就 证 明了 
推论 已 的 每 个 有 限 正 规 可 分 扩张 是 一 个 可 分 多 项 式 的 根 域 . 

特别 是 , 有 理 数 域 Q 的 每 个 有 限 正规 扩张 N 自然 就 是 可 分 的 (定理 11 的 推论 
2), 因此 它 是 某 个 可 分 多 项 式 的 根 域 . 因此 NN 在 Q 上 的 自 同 构 群 的 阶 恰好 就 是 N 
在 Q 上 的 次 数 [N : Q]. 

伽 罗 瓦 群 可 以 用 来 研究 对 称 多 项 式 的 性 质 , 关于 对 称 多 项 式 已 在 6.10 节 中 给 
出 定义 . 
定理 15 设 N = (ui,…,tin) 是 由 灵 次 可 分 多 项 式 f(z) 的 全 部 姥 个 根 1，… ,tn 
生成 的 域 , 并 设 g(T1,…,Tn) 是 情 上 nn 个 未 定 元 T1，,… ,Zn 的 任意 对 称 多 项 式 形 
式 . 那么 N 的 元 素 岂 = g(W1，,…,Un) 在 基 域 五 中 . 

证 明 ”根据 定理 10, N 的 仰 罗 瓦 群 G 的 任意 自 同 构 T, 它 的 作用 相当 于 对 f(z) 的 
根 做 置换 wi 一 wiT. g(z1,… ,zn) 的 对 称 性 意味 着 , 对 于 未 定 元 的 任意 置换 , 它 都 
不 变 ; 因此 


了 ru 了 一 9g(0T anT) = gu Un) = w. 


因为 w 在 任意 自 同 构 了 作用 之 下 都 不 变 , 所 以 根据 定理 13, w 在 下 中 . 
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推论 ”任意 兄 个 未 定 元 的 对 称 多 项 式 (上 的 ) 可 以 表示 成 nn 个 初等 对 称 函 数 
al 一 Z1 十 Z2 十 … 十 Tn) 

02 = Z17Z2 十 ZI173 十 … 十 Zn-1Zn， 

(13) 


On = Z172 .Zn 


的 有 理 函 数 9( 玉 上 的 ). 

为 简化 公式 , 我 们 只 写 出 n = 3 情形 的 证 明 . F 上 的 初等 对 称 函 数 ci os 和 cs 
生成 一 个 域 K = F(o1,02,03). 由 原来 三 个 未 定 元 生成 的 域 N = F(z1,z2,z3) 是 KK 
的 有 限 扩张 , 事实 上 , N 的 生成 元 zl, zz, za 是 三 次 多 项 式 


f(z) =(z 一 zl(z 一 zz)(z 一 2z3) = 2 — 012? + 027 一 03 


的 根 , 其 中 系数 原来 就 是 (13) 式 给 出 的 对 称 函 数 ， 引 进 根 域 N 在 天 上 的 伽 罗 
瓦 群 G. 根据 定理 10, 每 个 自 同 构 诱 导出 一 个 za,zzza 的 置换 ,因此 根据 定理 
15, zl,z2,23 的 任意 对 称 多 项 式 在 基 域 K 中 . 因为 K = F(o1,02,03), 所 以 由 此 
得 出 , 这 样 的 对 称 多 项 式 是 ci, cz, as 的 有 理 函 数 . 


习 题 


1. 在 定理 15 的 推论 的 证 明 中 , 证 明 ，N = K(z1,z2,zs) 在 K 上 的 伽 罗 瓦 群 恰好 是 三 个 
字母 的 对 称 群 . 
2. 把 z3 + 季 十 表示 成 初等 对 称 多 项 式 的 有 理 函数 ，( 也 可 参看 6.10 节 习题 7 和 习题 
8. ) 
3 (a) 证 明 : 存在 域 K 和 子 域 FF 使 得 K 在 丸 上 的 伽 罗 瓦 群 是 n 次 对 称 群 . 
(b) 证 明 : 在 (a) 中 , K 可 以 选 为 实数 域 的 一 个 子 域 . (提示 : 利用 mm 个 代数 无 关 的 实 
数 .) 
4 设 n 次 多 项 式 有 个 根 z1,…,zn, 它 的 判别 式 是 D = II(zri - zj)2, 这 里 的 乘积 是 取 
遍 满足 i < 了 的 所 有 下 标 对 . 
(a) 证 明 : 有 理 系数 多 项 式 的 判别 式 是 有 理 数 . 
(b) 对 于 二 次 多 项 式 , 把 D 明显 地 表示 成 系数 的 有 理 函 数 . 
“(c) 对 三 次 多 项 式 做 同样 的 问题 . 
5. 证 明 : 如 果 天 在 F 上 是 正规 的 , 并 且 FC LC K, 那么 K 在 工 上 是 正规 的 . 


15.7 子 群 与 子 域 


如 果 五 是 域 N 的 任意 自 同 构 集合 , 那么 N 中 所 有 在 五 的 全 部 自 同 构 之 下 保 
@ 参看 6.10 节 定理 19, 在 那里 叙述 了 一 个 较 强 的 结果 . 
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持 不 变 的 元 素 a( 对 H 中 每 个 了 ,有 aT = a) 构成 N 的 一 个 子 域 . 特别 是 , 如 果 N 
是 任意 多 项 式 在 任意 基 域 F 上 的 根 域 , 并 且 五 是 N 在 已 上 的 伽 罗 瓦 群 的 任意 子 
群 , 则 上 述 结论 也 是 正确 的 . 

定理 16 ”如 果 百 是 域 NN 的 任意 有 限 自 同 构 群 , 而 K 是 由 所 有 在 妃 之 下 不 变 的 
元 素 组 成 的 子 域 , 那么 N 在 开 上 的 次 数 [N : K] 至 多 等 于 万 的 阶 . 

证 明 ? ”如 果 五 的 阶 是 mw 那么 只 须 证 明 , N 中 任意 nn 十 1 个 元 素 c1,…,cnti 在 
KK 上 是 线性 相关 的 . 从 五 的 nt 个 元 素 了 出 发 我 们 构造 n+ 1 个 未 知 数 yi 的 n 个 
齐 次 方程 的 方程 组 


(ciT) + ya(c2T) + + ynti(cnt1T) = 0. 


根据 2.3 节 定 理 10, 这 样 的 方程 组 在 N 中 总 有 一 组 不 同 于 y=yp 二 … = ynt1 =0 
的 解 . 现在 选取 最 小 的 整数 m, 使 得 ”个 方程 


(ciT) + ya(c2T)+ :+ ym(cmT)=0, TeH (14) 


还 有 这 样 的 解 . 这 组 解 Wy,…,ym 是 由 N 的 元 素 组 成 的 , 并 且 除 常数 因子 外 , 它们 
是 唯一 的 , 这 是 因为 如 果 有 两 组 不 成 比例 的 解 , 那么 通过 适当 的 线性 组 合 将 得 到 含 
有 m 一 1 个 未 知 数 的 方程 组 的 解 . 不 失 一 般 性 , 我 们 也 可 以 假定 y= 1. 

现在 把 H 中 的 任意 自 同 构 5 作用 到 (14) 式 的 左边 . 因为 TS = 7 跑 遍 五 的 
所 有 元 素 , 所 以 得 到 方程 组 


(ys)(cT") + (yaS)(caT") + .+ (YmS)(cmT') =0, 和 < 也 


除了 方程 排列 的 次 序 外 , 它 与 (14) 是 一 样 的 . 因此 y15,…, ym 也 是 (14) 的 解 , 并且 
根据 解 的 唯一 性 , 这 组 解 就 是 ty1,…., tym, 其 中 t 是 比例 因子 . 然而 , 因为 yy = 1,5 
是 自 同 构 , 所 以 ys = 1, 于 是 t= 1. 我 们 得 出 结论 : 对 每 个 i=1,…,m, 和 五 中 每 
个 5, 有 yi5 = yi, 这 就 意味 着 , 系数 y; 属于 昌之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 K 中 . 
方程 (14) 中 取 了 = 了 这 就 表明 元 素 c1,…, cm 在 域 K 上 是 线性 相关 的 , 这 就 证 明 
了 定理 . 

根据 这 个 定理 , 我 们 至 少 可 以 对 可 分 多 项 式 建立 伽 罗 瓦 群 的 子 群 与 相应 根 域 的 
子 域 之 间 的 对 应 . 这 个 对 应 为 把 已 知 方程 的 根 域 问题 化 为 平行 的 (有 限 ) 伽 罗 瓦 群 
的 子 群 问题 提供 了 一 个 系统 方法 . 
定理 17( 如 罗 瓦 理论 基本 定理 ) ”如 果 G 是 已 上 的 可 分 多 项 式 jz) 的 根 域 N 的 
人 徊 罗 瓦 群 , 那么 存在 G 的 子 群 采 和 N 中 包含 已 的 子 域 KK 之 间 的 双 射 HH 一 ;KK. 


@ 这 个 证 明 应 归于 阿 廷 (Artin) 教授 . 它 包含 着 这 样 一 个 思想 : 即 认为 伽 罗 瓦 群 只 不 过 是 有 限 自 同 构 
群 , 与 基 域 没有 明显 的 关系 
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如 果 下 已 给 定 , 则 对 应 的 子 群 甩 二 万 (K) 是 由 G 中 所 有 保持 K 的 元 素 不 变 的 自 
同 构 组 成 ; 如 果 瓦 已 给 定 , 则 对 应 的 子 域 天 = 天 ( 瓦 ) 是 由 NN 中 所 有 在 子 群 吾 的 每 
个 自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 组 成 . 对 于 每 个 扩 , 了 于 群 甩 (K) 是 N 在 天 上 的 名 罗 
瓦 群 , 它 的 阶 等 于 N 在 KK 上 的 次 数 [N : K]. 

证 明 ”对 于 给 定 的 K, 这 样 来 描述 H{K) : 


了 T 在 有 H(K) 中 当 且 仅 当红 =4b( 对 K 中 所 有 吕 . (15) 


如 果 5 和 工具 有 这 种 性 质 , 则 乘积 5T 也 具有 这 种 性 质 , 所 以 集合 互 (K) 是 一 个 子 
群 . 域 是 f(z) 在 天 上 的 根 域 , N 在 K 上 的 每 个 自 同 构 一 定 是 NN 在 上 保持 
K 中 每 个 元 素 不 变 的 自 同 构 , 因此 它 在 子 群 且 (K) 中 . 所 以 根据 定义 , H(K) 是 N 
在 天 上 的 伽 罗 瓦 群 . 如 果 把 定理 12 应 用 于 这 个 伽 罗 瓦 群 , 就 可 证 明 五 (K) 的 阶 数 
恰好 是 NN 在 K 上 的 次 数 . 

两 个 不 同 的 中 间 域 Kl 和 K2 确定 不 同 的 子 群 及 (K1) 和 及 (Ko). 为 了 证 明 这 
一 点 , 选择 任意 一 个 在 Ki 中 不 在 K2 中 的 元 素 a, 并 对 NN 在 K2 上 的 群 H(K2) 应 
用 定理 13, 这 就 可 以 断言 , 及 (K2) 包含 某 个 了 使 得 aT 关 a. 因为 a 是 在 Ki 中 , 所 
以 这 个 自 局 构 了 不 在 群 H(Ki1) 中 , 于 是 H(Ki) # H(K2). 

我 们 现在 知道 , 对 应 K 一 H(K) 是 NN 的 所 有 子 域 和 G 的 某 些 子 群 之 间 的 
双 射 ， 为 了 建立 所 有 子 域 和 所 有 子 群 之 间 的 双 射 , 我 们 必须 指出 每 个 子 群 表现 为 
HH(K). 设 五 为 h 阶 子 群 ,KK = K(H) 像 在 定理 17 中 那样 定义 : 


b 在 K(fHH) 中 当 目 仅 当 55 =5 (对 互 中 所 有 5). (16) 


根据 定理 16, 有 [N : K] < h. 比较 (15) 与 (16) 我 们 看 出 , 对 应 于 K = K(H) 
的 子 群 H(K) 必然 包含 原来 给 出 的 群 五 , 而 根据 定理 12, 五 (K) 的 阶 是 LV : K]. 
因为 IN : K] < h, 所 以 这 就 意味 着 群 H(K) 的 阶 不 超过 它 的 子 群 玉 的 阶 . 因此 
及 (K) = H, 如 断言 所 述 . 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

NN 和 下 中间 的 所 有 子 域 K 组 成 的 集合 , 对 于 子 域 之 间 的 普通 包含 关系 来 说 ， 
它 是 一 个 格 . 如 果 Ki 和 K2 是 两 个 子 域 , 它们 的 最 大 下 界 (或 在 这 个 格 中 的 交 ) 是 
交集 Ki nn Kz, 它 是 由 Ki 和 K2 的 所 有 公共 元 素 组 成 , 而 它们 的 最 小 上 界 (或 在 这 
个 格 中 的 并 ) 是 KiVv Kz, 它 是 由 Ki 和 Ko 的 全 体 元 素 共同 生成 的 NN 的 子 域 . 例如 ， 
如 果 Ki = FF(w1) 和 Kz = (v2) 都 是 单 扩张 , 那么 它们 的 并 就 是 多 重 扩张 FPF(v1, v2). 
定理 18 所 有 子 域 K1, K2,… 组 成 的 格 , 通过 定理 17 中 所 述 的 对 应 KK 一 H(K)， 
按照 下 述 方式 映射 到 由 G 的 所 有 子 群 组 成 的 格 上 : 


由 Ki C K2 可 推出 H(K1) D> H(K2) (17) 


H(KiV K2)= H(K1) NH(K?), (18) 
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H(KiN K2)= H(K1)V H(K»). (19) 


特别 是 , 仅 由 单位 元 素 组 成 的 子 群 对 应 着 整个 正规 域 NN. 

这 些 结果 表明 , 这 个 对 应 把 包含 关系 颠倒 过 来 , 把 任意 交 映 射 到 并 , 并 且 把 并 映 
射 到 交 , 具有 这 些 性 质 的 两 个 格 之 间 的 任意 双 射 称 为 对 偶 同 构 . 

为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 首先 注意 , 对 应 于 域 K 的 群 的 定义 (15) 表明 , 对 应 于 
较 大 子 域 的 群 一 定 使 更 多 的 元 素 保持 不 变 , 因此 这 个 群 就 较 小 , 这 就 得 到 (17). 交 
和 并 纯粹 按照 包含 关系 来 定义 ( 见 11.7 节 ), 因此 根据 对 侦 原 理 , 使 包含 关系 颠倒 的 
双 射 一 定 把 交 与 并 对 换 , 这 就 是 (18) 和 (19) 式 所 断言 的 . 

我 们 省 略 了 下 述 进一步 结果 的 证 明 . 
定理 19 满足 NWD 开 D 瓦 的 域 玉 是 已 上 的 正规 域 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 群 H(K) 
是 NN 的 人 徊 罗 所 群 G 的 正规 子 群 . 如 果 天 是 正规 的 , 那么 K 在 互 上 的 甸 罗 瓦 群 开 
与 商 群 G/H(K) 同 构 . 

这 个 定理 的 结论 已 经 在 15.4 节 的 末尾 解释 过 了 , 那里 所 举 的 例子 是 这 个 定理 
的 特殊 情形 . 


习 题 


，(a) 证 明 : 如 果 及 是 域 N 的 任意 自 同 构 集合 , 那么 N 中 所 有 在 五 的 全 部 自 同 构 之 下 
保持 不 变 的 元 素 构成 N 的 一 个 子 域 K. 
(b) 证 明 ，N 在 这 个 子 域 Kk 上 是 正规 的 . 

2. 对 Q 上 的 域 Q(V2.i), 完整 地 列 出 它 的 子 域 与 子 群 的 对 应 . 

3. 对 15.4 节 中 所 讨论 的 2 - 3 的 根 域 , 做 与 习题 2 相同 的 问题 . 

4 证 明 : 五 (K) 在 G 中 的 指数 等 于 K 在 忆 上 的 次 数 . 

5. 证 明 , 如 果 是 上 可 分 多 项 式 f(z) 的 根 域 , 那么 N 和 下 之 间 的 中 间 域 个 数 是 有 
限 的 . 

6. 证 明 : NN 和 下 之 间 的 所 有 中 间 域 K 构成 格 . 

7. 证 明 : 如 果 K 是 特征 为 oo 的 域 下 的 有 限 扩张 , 那么 天 和 FF 之 间 的 中 间 域 个 数 是 有 
限 的 . 

*8. 证 明定 理 19. 

“9. 在 定理 17 意义 下 的 两 个 子 域 Ki 和 K2, 如 果 存 在 NN 在 已 上 的 一 个 自 同 构 代 把 Ki 映 

射 到 Kz, 则 称 Ki 和 K2 是 共 邦 的 . 证 明 : Ka 和 Kz 是 共 轿 的 当 上 且 仅 当 T-1H(K1)T = 

五 (K2)( 也 就 是 说 , 当 且 仅 当 及 (Kl) 和 至 (KE2) 是 G 的 共 罗 子 群 ). 


15.8 ”三 次 不 可 约 方程 
伽 罗 瓦 理 论 可 以 用 来 证 明 , 关于 用 根 式 解 方程 的 各 种 经 典 问题 的 不 可 解 性 . 作 
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为 这 个 方法 的 简单 例子 , 我 们 来 考虑 有 名 的 具有 实 根 的 三 次 不 可 约 方程. 
一 个 三 次 方程 可 以 取 为 如 下 形式 ( 见 55 节 (17) 式 ) 


f(y) = +PY+9= (YY)(y — yo)(y — ys), (20) 


该 方程 含有 实 系 数 p 和 g, 并 有 三 个 实 的 或 复 的 根 y1,y2,ys. 系数 p 和 9 可 以 表示 
成 这 些 根 的 对 称 函 数 , 因为 当 把 (20) 乘 出 来 时 , 我 们 便 得 到 


0=Wh+y+y, P=Yy + y+yYy 4 = —Yy2ys. (21) 
引进 三 次 方程 的 判别 式 是 很 重要 的 , 它 用 下 面 的 公式 来 定义 ， 
D = [(y1 — ye)(y — ys)(y2 ~ ya)]?. (22) 


任意 两 个 根 的 蜀 换 不 改变 D, 所 以 DD 是 y,yo 和 ys 的 对 称 多 项 式 . 根据 定理 15, 可 
推出 D 可 表示 成 域 = Q(p,9) 中 的 元 素 , FF 是 由 系数 p 和 4 生成 的 . 这 个 表达 式 
像 5.5 节 (24) 中 的 一 样 , 是 
D= -4p3 — 27g7. (23) 

这 个 等 式 是 y1,y2,ys 的 多 项 式 恒等式 , 并 可 用 方程 (21) 和 (22) 直接 验证 . 
定理 20 ”具有 正 判别 式 的 实 三 次 方程 有 三 个 实 根 ; 如 果 万 = 0, 则 至 少 有 两 个 根 是 
相等 的 ; 如 果 DD < 0, 则 有 两 个 根 是 庶 根 ， 

只 要 考察 各 种 类 型 的 根 对 D 的 公式 (22) 有 什么 影响 , 就 可 以 验证 我 们 的 定理 . 
如 果 所 有 的 根 都 是 实 的 , D 显然 是 正 的 ; 而 如 果 两 个 根 相等 , 则 D = 0. 最 后 , 假定 一 
个 根 D =a+ 关 是 虚数 (5 关 0), 那么 它 的 复 共 生 yz = a 一 所 也 一 定 是 一 个 根 (5.4 
节 ), 而 第 三 个 根 是 实 根 . 在 (22) 中 , 1 一 yo = (ac+ 癌 一 (一 区 = 25 是 纯 虚 数 , 而 


(yi — Ys)(y2 — ys) = (yi — Ys)(F — Ys) = (1 — ya) — ys)* 


是 一 个 实数 , 所 以 判别 式 D 就 是 负 的 . 这 人 恰好 给 出 定理 中 所 列 出 的 几 种 可 能 情形 . 
定理 21 如 果 三 次 多 项 式 (20) 在 玉 = Q(p,9) 上 是 不 可 约 的 , 有 根 页 ,Wo 和 判 
别 式 D, 那么 它 的 根 域 PF(y1,y2,ys) 是 F(VD,y). 

证 明 根据 D 的 定义 (22), 这 个 根 域 一 定 包含 VD, 因此 只 剩 下 证 明 根 yo,ys 包含 
在 域 K = F(VD,y) 中 . 在 域 K 中 , 这 个 三 次 多 项 式 有 一 个 线性 因子 y -yy, 所 以 
剩 下 来 的 二 次 因子 


(y — ya)(y — ys) = y? — (yo + ya)y + yays, (24) 
它 的 系数 还 在 K 中 . 把 妈 代入 (24) 中 , 则 (yi 一 如 )(wr 一 ys) 在 KK 中 , 所 以 
vD 
和 一 魏 三 


+ 一 如)( — ys) 
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在 KK 中 .但 是 (24) 的 系数 如 + 也 在 天 中 .因为 yo+ys 和 wo 一 ys 都 在 K 中 ,所 
以 和 ys 也 在 K 中 . 这 就 证 明了 定理 . 
现在 考虑 在 其 系数 域 上 是 不 可 约 的 三 次 多 项 式 , 它 有 三 个 实 根 . 5.5 节 的 公式 
(19) 给 出 这 些 根 是 y= 一 到 ,其 中 
3 


2 3 D 
i 
(这 里 我 们 用 了 DD 的 表达 式 (23).) 因为 这 些 根 是 实 的 , 所 以 DD 是 正 的 (定理 20), 因 
此 上 面 公式 中 的 平方 根 是 虚数 . 于 是 , 这 个 公式 是 通过 复数 给 出 实 根 刀 

多 少年 来 , 这 被 认为 是 这 组 公式 的 一 个 严重 缺点 , 并 有 很 多 数学 家 尽力 寻找 三 
次 方程 实 根 的 其 他 只 包含 实 根 式 (平方 根 、 立 方 根 或 高 次 方 根 ) 的 公式 . 但 是 这 种 
探求 都 落空 了 , 这 是 由 于 下 面 定理 的 缘故 . 
定理 22 ”如 果 一 个 三 次 多 项 式 有 实 根 , 并 在 由 它 的 系数 生成 的 域 P= Q(p,g) 上 
是 不 可 约 的 , 那么 不 存在 求 三 次 多 项 式 实 根 的 有 理 公式 , 这 个 公式 是 通过 玉 上 的 实 
根 式 来 表示 的 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我 们 更 普遍 地 讨论 根 式 Wa = o 志 的 性 质 . 如 果 m 是 
复合 数 , 满足 m = rs, 那么 o 太 = (a*)?*, 等 等 , 所 以 任意 根 式 可 以 通过 一 系列 素 指 
数 的 根 式 而 得 到 , 在 后 面 的 情形 中 , 我 们 可 以 确定 通过 添加 一 个 根 式 所 得 到 的 域 的 
次 数 . 

引 理 。 实 域 @ 玉 上 的 7( 素 数 ) 次 多 项 式 zr 一 a 或 者 在 下 上 不 可 约 , 或 者 在 及 中 
有 根 . 

证 明 ”把 > 次 本 原单 位 根 5 添加 到 K 上 , 然后 再 把 zr - a 的 一 个 根 v 添加 上 去 . 
所 得 到 的 扩张 K(&,4) 包含 多 项 式 z" -a 的 个 根 8u62w ,Er-lu 因此 它 是 
这 个 多 项 式 的 根 域 , 这 个 多 项 式 有 因子 分 解 式 


Zz —a= (7 -u(r — éu)(s— 0) (2— él). 
假设 2" -a 在 KK 上 有 正 次 数 m < r 的 真 因子 g(z). 那么 这 个 因子 g(z) 是 xz" 一 a 


在 K(&,u) 上 的 mm 个 线性 因子 之 积 , 所 以 g(z) 中 的 常数 项 是 m 个 根 tiw 的 乘积 . 
因此 b= tu™, 对 某 个 整数 ,并且 有 


b= (ru™)" = (ET)™ = (rm = om 
由 此 我 们 可 以 在 K 中 求 出 a 的 7 次 根 , 这 是 因为 mm < r 与 互 素 , 于 是 存在 整数 s 
和 上 使 得 sm 十 tr =1(1.7 节 (13)), 所 以 


@ 实 域 是 指 其 元 素 为 实数 的 任意 域 . 这 个 引 理 对 于 任意 域 都 是 正确 的 , 当 天 的 特征 是 > 时 证 明 必须 稍 
微 修正 一 下 . 
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则 有 a = (beat)7. 于 是 由 zr 一 a 在 天 上 是 可 约 的 这 一 假定 得 出 灾 一 在 天 中 有 一 
个 根 bsat. 证 毕 

我 们 现在 可 以 证 明定 理 22, 为 此 , 假定 这 个 结论 是 错误 的 . 那么 这 个 三 次 多 项 
式 的 菜 个 根 可 以 通过 实 根 式 表示 , 这 就 是 说 , 根 y 在 某 个 域 = 下 (Ya, Yb,…) 中 ， 
域 工 是 在 下 上 添加 实 根 式 而 生成 的 . 因为 D 是 正 的 , 把 实 根 式 VD 添加 到 这 个 域 
上 得 到 另 一 个 实 域 K = L(VD). 根据 定理 21, 这 三 次 多 项 式 的 全 部 根 都 在 这 个 域 
中 , 所 以 它们 都 可 以 用 含有 实 根 式 的 公式 表示 . 域 K 可 以 由 有 限 多 个 根 式 得 到 . 如 
果 首 先 添加 V 万 , 这 就 相当 于 说 , K 是 下 面 域 的 有 限 链 中 最 后 一 个 


FCcKiCKsCKscC..CKn=K, (25) 


其 中 、 
Ki=F(VD), Kin= Kiar), = (26) 


工 


这 里 每 个 a; 在 Ki 中 , 每 个 7; 是 素数 . 去 掉 额 外 的 域 , 我 们 可 以 假定 实 根 ai* 不 在 
域 Ki 中 , 根据 引 理 , 这 就 意味 着 2" 一 ai 在 Ki 上 是 不 可 约 的 , 因此 Kiti 的 次 数 是 
[Kit+i: Ki] = ri 

根据 假定 , 三 次 多 项 式 的 根 在 K 中 , 它们 并 不 在 F 中 或 者 F(VD) 中 , 这 因为 
三 次 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 . 那么 在 链 (25) 中 存在 第 一 个 包含 三 次 多 项 式 的 一 
个 根 (比如 说 妇 ) 的 域 Kijr1. 在 前 一 个 域 K; 上 , 已 知 的 三 次 多 项 式 一 定 是 不 可 约 
的 , 如 果 不 然 , 它 在 K; 上 将 有 线性 因子 y 一 yi, 这 与 Kj 不 包含 任何 一 个 yi; 这 一 事 
实 相 矛盾 . 那么 扩张 


KiH1 = Kj(a*), Qa=aj, r=7 (27) 


的 次 数 是 7, 并 且 包 含 一 个 元 素 y, yi 在 K; 上 的 次 数 是 3. 根据 14.5 节 定理 9 的 推 
论 2, 有 3lr, 所 以 素数 > 一 定 是 3, 于 是 我 们 在 (27) 中 讨论 三 次 根 Ya. 这 个 域 Kjt1 
是 在 K; 上 添加 妇 而 生成 的 , 它 包含 VD, 因此 根据 定理 21, 它 包含 这 个 三 次 多 项 
式 的 全 部 根 . 所 以 Kj+1 是 给 定 的 三 次 多 项 式 在 K; 上 的 根 域 . 根据 定理 14, 它 作 为 
一 个 根 域 , 是 正规 的 . 因为 它 包含 Ki 上 不 可 约 多 项 式 za 一 a 的 一 个 根 哇 , 所 以 它 
一 定 包含 这 个 多 项 式 的 全 部 根 . 其 他 两 个 根 是 wa3 和 w?a3, 所 以 Ki+1 也 包含 三 
次 复 单位 根 w. 这 与 Kj+1 C 五 是 实 域 的 假定 相 违背 . 定理 证 完 . 


习 题 


1. 验证 判别 式 (23). 
2. 依据 定理 21 的 方法 , 用 yy 和 VD 明显 地 表示 出 三 次 多 项 式 的 所 有 根 . 
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关于 三 次 方程 的 讨论 , 有 哪些 可 以 应 用 到 Zs 上 的 三 次 方程 ? 

证 明 : 一 个 多 项 式 z" 一 a, 如 果 在 特征 为 oo 的 域 F 上 有 次 数 与 ” 互 素 的 因子 , 那么 它 
在 下 中 有 根 . 

. 证 明 , 如 果 FF 是 特征 为 oo 的 域 , 它 包含 所 有 n 次 单位 根 , 那么 次 数 [F(at) : 如 是 
的 因子 . 

考虑 三 次 不 可 约 多 项 式 (20) 在 FF = Q(p,q) 上 的 仰 罗 瓦 群 G. 证 明 : 如 果 忆 是 书 的 
一 个 数 的 平方 , 那么 G 是 三 个 字母 的 交错 群 , 否则 它 是 对 称 群 . 


中 多 


EE 


Eg 


15.9 ”五 次 方程 的 不 可 解 性 


在 本 节 中 , F 表示 复数 域 中 包含 所 有 单位 根 的 一 个 子 域 , K 表示 下 的 各 种 有 限 
扩张 . 
假设 天 = F(a*) 是 由 五 和 ae 下 的 单个 "次 根 a* 生成 的 , 这 里 ~ 是 素数 , 像 
在 第 5 章 那 样 , z" = a 的 其 他 根 是 fa*,…,E"-!la*, 这 里 《是 > 次 本 原单 位 根 , 因此 
它 也 在 五 中 .根据 15.8 节 的 引 理 , 除非 K = F, 多 项 式 z -a 在 FF 上 是 不 可 约 的 ,所 
以 有 一 个 K 的 自 同 构 8 把 根 a* 映射 到 根 fa*. 这 个 自 同 构 的 短 ,5, 52,.…,S"-! 
把 e+ 分 别 映射 到 方程 z" = a 的 每 一 个 根 , 因此 这 些 知 包含 K 在 上 的 全 部 自 同 
构 . 于 是 我 们 得 出 结论 : K 在 已 上 的 伽 罗 瓦 群 是 循环 群 . 

更 一 般 地 , 假设 K 在 上 是 正规 的 , 并 可 由 下 通过 一 系列 单 扩张 得 到 , 每 个 单 
扩张 只 是 在 前 一 个 下 的 扩张 上 添加 一 个 ni 次 根 得 到 的 . 这 就 意味 着 , 存在 一 系列 
中 间 域 Ki; 

F=KoCKiCK2C:...CK,=K (28) 


满足 Ki = Ki-1(2i), 这 里 zs Ki-1. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 每 个 n; 是 素数 . 
我 们 把 这 样 的 K 称 为 的 根 式 扩张 . 因为 K 是 正规 的 , 它 是 多 项 式 f(z) 在 上 的 
根 域 , 所 以 它 也 是 同一 个 多 项 式 f(z) 在 Ki 上 的 根 域 一 一 所 以 (根据 定理 14) 它 在 
K1 上 也 是 正规 的 . 但 是 根据 上 一 节 , Ka 在 上 是 正规 的 . 所 以 天 在 下 上 的 每 个 自 
同 构 诱导 出 Ki 在 上 的 一 个 自 同 构 , 并 且 自 同 构 的 乘法 也 相同 . 进一步 , 根据 15.2 
节 引 理 2, Ki 在 下 上 的 每 个 自 同 构 可 以 扩张 成 K 在 上 的 一 个 自 同 构 . 因此 对 应 
是 从 在 FF 上 的 伽 罗 瓦 群 到 Ki 在 下 上 的 伽 罗 瓦 群 的 满 同 态 , 这 很 像 15.4 节 末 尾 
所 描述 的 那样 . 此 外 , 在 这 个 满 同 态 之 下 , 诱导 出 Ki 在 F 上 的 恒 等 自 同 构 的 元 素 刚 
好 是 由 K 在 Ki 上 的 自 同 构 定义 的 . 这 就 表明 , 在 这 个 满 同 态 之 下 , K 在 玉 上 的 爷 
罗 瓦 群 G(K/F) 被 映射 到 G(K1/F) 上 . 因此 G(K1/F) 与 商 群 G(K/F)/G(K/Ki1) 
同 构 . 把 这 个 结果 同上 一 节 的 结果 结合 起 来 , 我 们 推出 G(K/Ki) 是 G(K/F) 的 正 
规 子 群 , 并 且 商 群 G(K1/F) 是 循环 商 群 . 

现在 对 s 用 归纳 法 . 根据 定义 , K 是 Ki 的 根 式 扩张 ; 如 上 所 述 , 它 在 Ki 上 也 
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是 正规 的 . 因此 前 面 的 推理 可 以 再 应 用 到 G(K/Ki) 上 ,证 明 G(K/K2) 是 G(K/Ki) 
的 正规 子 群 , 它们 构成 循环 商 群 G(K2/K1). 把 这 个 论证 重复 s 次 , 并 用 5; 表示 子 
群 G(K/i), 我 们 就 得 出 下 面 基本 结果 . 
定理 23 设 K 是 下 的 任意 正规 根 式 扩 张 ,那么 K 在 已 上 的 伽 罗 瓦 群 G 包含 一 
个 子 群 序列 50 = G D S51 D S2 D>.… 5s, 其 中 每 个 子 群 是 它 前 一 子 群 的 正规 子 群 ， 
并 且 商 群 Si_1/Si 是 循环 商 群 ,而 S。 仅 由 了 组 成 . 

这 表明 天 在 上 的 件 罗 瓦 群 G 在 下 面 定义 之 下 是 可 解 的 . 
定义 ”有 限 群 G 是 可 解 的 当 且 仅 当 它 包含 一 个 子 群 链 So = GD 51 D522 
5s 三 了 使 得 对 所 有 的 有 (i)Sk 是 Sk-1 中 的 正规 子 群 ; (ii) Sk_1/Sk 是 循环 群 . 

关于 抽象 可 解 群 , 有 很 大 一 部 分 是 知道 的 , 例如 , 任意 一 个 群 , 如 果 它 的 阶 可 被 
少 于 三 个 的 不 同 素数 整除 , 那么 它 是 可 解 群 (波恩 赛 德 (Burnside)). 甚至 知道 , 每 个 
奇数 阶 群 是 可 解 的 ( 费 特 - 汤姆 森 (Feit-Thompson)). 然而 , 我 们 只 满足 于 下 面 的 简 
单 事实 . 
引 理 1 有 限 可 解 群 G 的 任意 满 同 态 像 G' 本 身 是 可 解 的 . 
证 明 设 G 有 一 个 像 可 解 性 定义 中 所 描述 的 那样 的 子 群 链 50 = G 2 51 2 52 > … 
2 5, = 了 并 设 56 = G',S1,…,5; = 了 ' 是 它们 的 满 同 态 像 . 那么 , 每 个 94, 如 果 它 
包含 x 入, 则 必 包 含 zy = (zy 和 (z)-1 = (x71)(z,y 分 别 是 Zz 和 wy 在 Sk 
中 的 像 源 ), 所 以 54 是 G' 的 子 群 . 进一步 , 如 果 a 在 Sk-1 中 , z 在 Sk 中 , 那么 5S% 
在 5S:-1 中 的 正规 性 意味 着 a-!za 在 Sk 中 , 因此 (a )-!z'a’ = (a-!lza)' 在 S54 中 . 因 
为 a 可 以 是 584-; 的 任意 元 素 , 所 以 这 就 证 明了 54 在 Si_， 中 是 正规 的 . 最 后 , 因 
为 5k-1 是 由 Sk 的 菜单 个 陪 集 的 各 次 短 (Ska)* = Skan 组 成 (Sk_1/Sk 是 循环 的 )， 
所 以 Sk_1 是 这 个 陪 集 的 像 的 各 次 寡 St(o')" = (S54a)" 组 成 , 于 是 58._1/S4 是 循环 
的 . 所 以 这 些 子 群 组 成 的 链 $6 2 51 2 5; 2 … 2 5! = 也 具有 使 G' 是 可 解 群 的 全 
部 性 质 , 正如 引 理 1 所 要 求 的 . 证 毕 

现在 让 我 们 来 定义 , 系数 在 F 中 的 一 个 方程 f(z) = 0, 如 果 它 的 根 在 的 扩 
张 KK 中 ,这 个 K 可 以 通过 在 上 逐次 添加 n 次 根 而 得 到 , 我 们 就 称 f(z) = 0 在 下 
上 是 根 式 可 解 的 . 根据 5.5 节 , 所 有 二 次 方程 、 三 次 方程 和 四 次 方程 , 情况 都 是 如 此 . 
应 看 到 , K 并 不 要 求 是 正规 的 , 而 只 要 求 包含 f(z) 在 下 上 的 根 域 N. 然而 , 因为 可 
用 根 式 表示 的 元 素 的 任意 共 生 元 素 本 身 可 用 共 辆 根 式 表示 , 所 以 ffz) 的 根 域 N 也 
一 定 包含 在 有 限 扩张 K* > K 中 , K* 在 上 是 正规 的 , 并 是 F 的 根 式 扩张 . 这 个 
K* 包含 N 作为 上 的 正规 子 域 . 因此 K* 在 下 上 的 每 个 自 同 构 5 诱导 出 入 在 
三 上 的 一 个 自 同 构 51, 而 且 对 应 5S 一; 51 是 满 同 态 . 这 就 是 说 , K* 在 斑 上 的 伽 罗 
瓦 群 与 N 在 FF 上 的 伽 罗 瓦 群 是 满 同 态 的 , 但 是 , 前 者 是 可 解 的 (根据 定理 23), 因此 
根据 引 理 1, 后 者 也 是 可 解 的 , 这 就 证 明了 
定理 24 ”如 果 系数 在 已 中 的 一 个 方程 flz) = 0 是 根 式 可 解 的 , 那么 它 在 丙 上 的 
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徊 罗 拟 群 是 可 解 的 . 

为 了 证 明 五 次 方程 不 总 是 根 式 可 解 的 , 我 们 只 需要 找 出 一 个 方程 , 它 的 佑 罗 瓦 
群 不 是 可 解 的 . 我 们 就 来 做 这 件 事 : 首先 我 们 证 明 五 次 对 称 群 不 是 可 解 的 , 然后 再 
列 出 一 个 五 次 方程 , 它 的 伽 罗 瓦 群 是 五 次 对 称 群 . 
定理 25 呈 个 字母 的 对 称 群 , 除 n < 4 之 外 ,不 是 可 解 的 . 

证 明 设 G= So 5 4522.… D5, 是 任意 子 群 链 , 其 中 每 个 子 群 在 前 一 个 子 
群 中 是 正规 的 , 并 且 商 群 S56-_1/S% 是 循环 商 群 , 我 们 通过 对 s 用 归纳 法 来 证 明 , 5。 
一 定 包含 每 个 三 字母 循环 (ijk). 由 此 推出 S。> 了 , 所 以 G 不 能 是 可 解 的 . 

因为 So = G 包含 每 个 三 字母 循环 , 所 以 我 们 只 须 用 归纳 法 证 明 , 如 果 5,_1 包 
会 每 个 三 字母 循环 , 那么 5, 也 包含 每 个 三 字母 循环 . 首先 注意 , 如 果 置 换 几 和 乡 都 
在 5,-1 中 , 那么 它们 的 所 谓 “ 换 位 子 ” 7 = 9-1yw-!19y 在 S。 中 . 为 了 看 出 这 一 点 ， 
考虑 5,-1/5。 中 的 像 加 ,办 和 7. 这 个 商 群 是 循环 的 , 也 是 交换 群 , 因此 在 9，:/S。 
中 有 


= (的 1024 = 
这 意味 着 Ye S。- 但 是 在 $= (ilj) 和 少 = (jkm) 这 一 特殊 情形 中 , 这 里 ?7 大 是 给 
定 的 , l,m 是 任意 两 个 其 他 字母 ( 除 n < 4 之 外 , 这 样 的 字母 是 存在 的 ), 我 们 有 


37= (GD(nk7)GtD(km) = (ijk) € Ss, 对 所 有 的 ij 


这 就 证 明了 5。 包含 每 个 三 字母 循环 , 这 就 是 所 要 求 的 . 
附带 说 一 下 , 证 明 这 个 定理 的 更 明显 的 形式 是 可 能 的 . 我 们 知道 , 交错 群 A 是 

对 称 群 G 的 正规 子 群 , 所 以 存在 一 个 始 于 G 2 4n 的 群 链 . 然后 我 们 可 以 证 明 交错 

群 An( 当 n> 4 时 ), 除 它 本 身 和 单位 元 素 之 外 没有 任何 正规 子 群 . 

引 理 2 ”存在 一 个 ( 实 ) 五 次 方程 , 它 的 甸 罗 瓦 群 是 五 个 字母 的 对 称 群 . 

证 明 ” 设 4 是 所 有 代数 数 构成 的 域 , 它 是 可 数 的 , 并 且 包 含 所 有 单位 根 . 因此 , 我 

们 可 以 像 14.6 节 那样 相继 选取 五 个 在 A 上 代数 无 关 的 实数 z1,… ,zs. 构成 超越 

扩张 A(z1,…,zs). 现在 设 01,…,0s 是 z1,…,zs 的 初等 对 称 多 项 式 , 并 设 = 

A(01,…,05). 像 在 定理 15 中 那样 , 多 项 式 


f= -ott+odts ot +ot—-os=0 (29) 


在 上 的 全 罗 瓦 群 是 五 个 字母 z1,…,zs 的 对 称 群 

由 引 理 2 和 定理 25 推出 , 在 含有 一 切 单位 根 的 域 上 存在 一 个 ( 实 ) 五 次 方程 
它 的 伽 罗 瓦 群 不 是 可 解 的 . 现在 应 用 定理 24, 我 们 得 到 我 们 的 最 后 结论 . 
定理 26 ”存在 ( 实 ) 五 次 方程, 不 能 用 根 式 求解 . 
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名 


2 


ba 


习 题 


. 证 明 , 三 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 . 


证 明 : 任意 有 限 交换 群 是 可 解 的 . (提示 : 证 明 它 包含 一 个 素 指数 的 (正规 ) 子 群 ) 
证 明 : 如 果 有 限 群 G 包含 一 个 正规 子 群 N, 使 得 N 和 G/N 都 是 可 解 的 , 那么 G 是 可 
解 的 . 


，(a) 证明; 在 四 个 字母 的 对 称 群 中 , 三 字母 循环 的 全 体 换 位 子 构成 四 阶 正规 子 群 . 


(b) 利用 (a) 和 交错 子 群 来 证 明 , 四 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 . 


:证明 : 任意 有 限 抽象 群 G 是 某 适 当 方 程 的 伽 罗 瓦 群 . (提示 : 根据 凯 莱 定理 , G 与 对 称 


群 的 子 群 同 构 . ) 


(a) 证 明 : z”= a 的 佑 罗 瓦 群 甚至 在 不 包含 单位 根 的 域 上 也 是 可 解 的 . 


(b) 证 明 : 定理 24 对 于 任意 域 已 不 管 它 是 否 包 含 单位 根 , 者 成立 . 


. 明显 地 证 明 : 如 果 KK 是 FF 的 根 式 扩张 , 那么 存在 K 的 一 个 扩张 K", 它 在 F 上 是 正 


规 的 , 并 且 它 也 是 FF 的 根 式 扩张 . (上 面 定 理 24 的 证 明 中 用 到 了 这 个 事实 .) 

证 明 , 如 果 下 包含 n 次 单位 根 , K = F(a*), 这 里 a 在 K 中 , 那么 , 甚至 当 n 不 是 素 
数 时 , K 在 尺 上 的 仰 罗 瓦 群 也 是 循环 的 . 

证 明 : 如 果 Q 是 有 理 数 域 , f 是 (29) 式 表示 的 特殊 多 项 式 , 那么 了 在 域 Q(o1,…,05) 
上 的 伽 罗 瓦 群 仍然 是 五 个 字母 的 对 称 群 . 


证明, 如果 n > 4 那么 存在 一 个 实 n 次 方程 不 是 根 式 可 解 的 . 
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数学 符号 表 


A 矩阵 (B,C 等 也 是 ) 

AT 转 置 矩阵 

4 拖 阵 的 复 共 斩 

下 线性 代数 

An(F) 五 上 仿 射 群 

B 布尔 代数 

c RR 的 基数 

C 复数 域 

D 整 环 

Dlz] 系数 在 D 中 的 > 的 多 项 式 形式 

D(z) 系数 在 D 中 的 的 多 项 式 函数 

d 正 整数 的 集合 的 基数 o(Z+) 

En nn 维 欧 几 里 得 空间 

Ei 特殊 矩阵 , (i,j) 位 置 的 元 素 为 1， 
其 他 位 置 为 0 

el 群 的 单位 元 素 

卫 域 

Fn 下 上 nn- 数组 组 成 的 空间 

FIz] 系数 在 下 中 的 z 的 多 项 式 形式 

F(z) 系数 在 下 中 的 z 的 有 理 形式 

G 群 

g.1.b. 最 大 下 界 

i Vi 四 元 数 单位 

I 恒 等 变换 或 单位 矩阵 ; 格 的 最 大 元 素 

jk 四 元 数 单位 

J 环 中 的 理想 (瓦工 等 也 是 ) 

K 域 

[K:H) K 在 下 上 的 次 数 

Ln(F) 五 上 全 线性 群 

l.u.b. 最 小 上 界 

Mn(F) 五 上 全 阵 代数 

O 零 窍 阵 ; 格 的 最 小 元 素 


On(F) 正 交 群 
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o(5) 
> 


p,q 
Q(D) 


集合 5 的 基数 
素 理想 ; 非 奇 异 矩阵 


实数 域 

集合 ; 子 群 ; 子 空间 
集合 5 的 补 

子 空 间 的 正 交 补 

线性 变换 

用 矩阵 4 给 出 的 线性 变换 
+ 在 下 上 的 次 数 

向 量 空间 

对 偶 向 量 空间 

向 基 或 行 矩阵 

共 罗 复数 
整数 环 或 整数 群 

模 nn 整数 环 
正 整 数 集合 

向 量 

向 量 内 积 (点 积 ) 
向 量 外 积 (向 基 积 ) 

克 罗 内 克 尔 符号 

单位 向 量 

变换 ; 映射 ; 函数 

乘积 

求 和 

向 量 

零 向 量 

空 集 

交 , 并 (集合 的 ) 

交 , 并 (布尔 代数 , 格 中 的 ) 
属于 ; 是 … 的 元 素 
包含 于 ; 是 … 的 子 集合 
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小 于 ; 真 包含 在 …… 中 
不 等 号 

正 交 于 ; 垂直 于 

张 量 积 

直 积 

直 和 

二 元 运算 

元 素 的 映 入 
集合 的 映 入 

无 限 ; 无 穷 大 

相伴 

同 余 

和 矩阵 4 的 行列 式 , 也 记 作 det 4 


a 整除 5 
最 大 公 因 子 (g.c.d.) 
最 小 公 倍 数 (1.c.m.) 


A 


阿达 玛 行列 式 定理 , 286 
阿 基 米 德 性 质 , 86 
阿 基 米 德 定律 , 86 
埃 尔 米 特 矩 阵 ，262 
埃 尔 米 特 型 , 261 
鞍点 , 252 

B 


伴随 矩阵 , 280 
半分 配 律 , 321 
半 序 , 318 

半 序 的 包含 , 319 
半 正 定 , 252 

包含 , 307 

倍 立方 , 370 
被 加 数 , 10 

本 原 多 项 式 , 73 

毕 达 哥 拉 斯 二 难 推论 , 82 
变换 , 210 
变换 的 乘积 , 111 
变换 的 取 值 域 , 210 
变换 群 , 111, 114 
标量 (或 纯 量 ), 147 
标准 投影 , 180 
标准 型 , 162, 240, 243 
标准 西 基 , 261 
标准 正 交 基 , 177 
并 , 312 
并 立 未 定 元 ,62 
并 -不 可 约 , 324 

补 子 空间 , 170 


引 


不 变量 , 240 
不 变 子 空间 , 297 

不 变 子 群 , 140 

不 等 式 , 7 

不 可 分 多 项 式 , 395 
不 可 约 多 项 式 , 65, 67 
不 可 约 元 素 , 66 
布尔 代数 , 310 

布尔 代数 的 同 态 , 324 
布尔 函数 多 项 式 , 315 
部 分 分 式 , 78 

悖 论 , 329 

标准 型 , 217 


c 


差 , 7 

长 方 矩阵 ,201 

超 平面 ,166 

超越 扩张 , 360 
超越 数 , 360 

抽象 代数 , 30 
抽象 群 , 117 
初等 对 称 多 项 式 , 135 
初等 矩阵 ,212, 277 
初等 列 运算 , 216 
初等 行 运算 , 157 
初等 因子 , 304 

除法 算式 , 15, 63, 375 
传递 的 关系 , 121 
传递 律 , 3, 21, 28 
次 数 , 56 


卫 


戴 德 金 分 割 , 91 

戴 德 金 分 割 公理 , 91 
代数 闭 , 372 

代数 入 , 350 

代数 函数 域 , 364 
代数 数 , 371 

代数 数 域 , 373 

代数 完全 , 372 

代数 整数 , 377 

代数 整数 的 唯一 因子 全 分 解 , 383 
单 扩张 , 360 

单 射 , 27 

单位 , 374, 382 
单位 根 , 98 

单位 矩阵 , 161, 196 
单位 向 量 , 153 
单位 元 素 , 1, 117, 339 
单线 性 代数 , 353 
单项 矩阵 ，199 

导数 公式 , 395 

等 价 , 215, 240 
等 价 关系 , 28, 144 
等 价 关系 的 自 反 律 , 28, 144 
等 距 , 116 

第 卡 儿 , 27 

定义 关系 , 125 
定义 域 , 27 

对 称 差 , 322 

对 称 多 项 式 , 398 

对 称 群 , 408 

对 角 线 法 , 371 

对 角 优 势 矩 阵 ，279 
对 偶 同 构 ,402 

对 侦 原 理 , 319 
多 项 式 次 数 , 53 

多 项 式 的 唯一 因子 分 解 , 70 


多 项 式 函 数 , 55 

多 项 式 函 数 环 , 352 

多 项 式 理想 , 350 

多 项 式 形式 , 53 

多 一 对 应 , 27 

多 重 扩张 , 368 

“度量 ”性 质 , 175 
E 


二 次 方程 , 5 
二 次 函数 的 不 变 式 , 249 
二 次 曲线 , 245 
二 次 型 , 245 
二 次 型 标准 型 , 245 
二 次 型 的 符号 差 , 251 
二 次 型 的 秩 , 249 
二 面体 群 , 125 
二 难 推论 , 82 
二 项 公式 , 12 
二 元 关系 , 28 

F 
反对 称 律 , 307 
反射 , 109, 188, 237 
反 自 同 构 称 , 202 
范 得 荣 , 279 
范 数 , 223, 382 
泛 界 , 309 
谤 性 质 , 220 
方程 , 4 
方程 的 根 , 68, 87 
仿 射 变换 , 233 
仿 射 几何 , 263 
仿 射 空间 , 263 
仿 射 群 , 234 
仿 射 无 关 性 , 268 
仿 射 子 空间 , 265 
非 交 换 环 , 338 
非 空 集合 , 9 
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非 空子 集 , 9 
非 零 因子 , 5 
非 零 元 素 , 5 
非 奇异 的 线性 变换 , 205 
非 奇异 矩阵 , 200, 213, 214 
非 齐 次 坐标 , 271 
分 割 , 90 
分 划 , 144 
分 块 相 乘 , 203 
分 配 格 , 312 
分 配 律 , 1, 118, 150 
分 圆 多 项 式 , 76 
分 支 数 , 100 
辐 角 , 97 
复合 数 , 19 
复 平面 , 96 
复数 , 34, 94 

G 
刚体 运动 , 239 
高 斯 消去 法 , 157 
高 斯 引 理 , 73 
高 斯 整 环 , 73 
高 斯 整数 , 374 
高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 ， 375 
高 斯 (Gauss) 消去 法 , 40 
格 , 312, 320 
格 的 同 构 , 324 
格 的 同 态 , 324 
格拉 姆 - 施 密 特 , 177 
根 式 , 106 
根 式 解法 , 106 
根 域 , 385 
根 域 同 构 , 387 
根 重 数 , 101 
共 斩 四 元 数 ，223 
共 孝 直径 , 266 
共 思 子 群 , 144 


构造 性 证 明 , 79 

关系 , 7, 28, 144 

归纳 假设 , 11 

G 的 同 构 , 138 
H 


函数 , 26 
和 , 1, 150 
合成 , 111 
便 等 , 56 
便 等 变换 , 112 
便 等 函数 , 56 
后 继 函数 , 48 
互 素 , 68, 70 
环 , 338 
环 的 同 态 , 60, 341 
换 位 子 , 144 
J 


基数 , 327 
基数 不 等 式 , 331 
基数 积 , 334 

基数 消去 律 , 335 

积 , 1, 27 

极 大 理想 , 346 

极 大 值 , 252 
极 小 多 项 式 , 291, 317 
极 小 值 , 251 

集 的 环 , 324 

集合 , 26, 307 

加 法 群 , 233, 380 
简化 梯形 矩阵 ，160 
减法 , 4 

交 , 312 

交错 群 , 135 

交换 环 , 1, 5, 24, 29, 59, 343 
交换 律 , 1 

交换 群 阿 贝 耳 群 , 117 
交 - 不 可 约 , 324 
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结合 代数 , 339 
解 空间 , 166 
和 矩阵, 157, 186, 190 
矩阵 标准 型 , 162 
和 矩阵 乘法 , 193 
和 矩阵 习 积 , 195 
和 矩阵 的 不 变量 , 288 
矩阵 的 多 项 式 , 294 
和 矩阵 的 分 解 , 299 
矩阵 的 直 和 , 300 
矩阵 的 秩 , 161, 210 
矩阵 的 转 置 , 202 
矩阵 的 子 式 , 276 
距离 , 175 
绝对 值 , 97 
伽 里 略 ， 329 
分 罗 瓦 群 ，392 
伽 罗 瓦 域 ，389 
结合 律 , 1 

K 
凯 莱 定理 , 122 
凯 莱 -哈密 顿 定理 ，294, 340 
康 托 对 角 线 法 , 331 
可 除 代数 , 339, 354 
可 除 环 , 343 
可 分 多 项 式 , 395 
可 分 扩张 , 395 
可 解 群 , 407 
可 数 集 , 329 
可 数 集合 , 371 
克 莱 姆 法 则 , 281 
克 罗 内 克 尔 符号 , 238 
克 罗 内 克 尔 积 , 222 
空 集 , 26 
扩张 , 37 

L 


拉 格 朗 日 定理 , 128 


拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 公式 , 58 
理想 , 342 
理想 的 分 解 , 383 
理想 的 根 式 , 353 
理想 的 和 , 348 
理想 的 基 , 351 
理想 的 积 , 349 
理想 的 交 , 348 
理想 论 基 本 定理 , 383 
理想 商 , 350 

隶 莫 弗 (De Moivre) 公式 , 97 
联 立 同 余 式 , 22 

联 立 线 方程 组 , 215 
联 立 线性 方程 组 , 39, 158 
连续 统 的 基数 , 331 
良 序 原则 , 9 

列 , 216 

列 等 价 , 216 

列 向 量 , 202 

列 运算 , 216 

列 秩 , 211 

临界 点 , 252 

零 ,2 

零度 , 211 

零 化 子 , 183 

零 矩 阵 ，192 

零 空 间 , 211 

零 向 量 , 150 

刘 维 尔 数 , 374 

轮换 矩阵 ,294 

罗 伦 兹 变换 ， 256 
满 射 , 27 

满 同 态 像 , 342 


M 
么 模 群 , 285 
寡 等 律 一 元 运算 , 311 
篆 等 元 素 , 6 
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宕 零 矩阵 ，292 

模 , 20 

模 格 , 322 

模 整数 , 25 
N 


内 积 , 172 

内 自 同 构 , 139 

道 , 31, 39 

逆 律 , 113, 117 
O 


欧 几 里 得 群 , 116, 239 
欧 几 里 得 算法 , 14, 70 
欧 几 里 得 向 量 空间 , 174 
偶数 , 6 
偶 置换 135 

卫 
判别 式 , 103 
陪 集 , 128, 129, 180 
陪 集 的 积 , 142 
平行 , 265 
平行 六 面体 , 283 
平行 六 面体 的 底 , 283 
平行 四 边 形 法 风 , 147 
平行 子 空间 , 180 
平移 , 233 
谱 , 230 

Q 
奇 置换 , 135 
齐 次 二 次 型 , 246 
齐 次 线性 方程 , 42, 165 
齐 次 坐标 , 270 
切 变换 , 188, 215 
取 值 域 , 27 
全 线性 群 , 233 
全 阵 代数 , 346 
群 代数 , 339 


群 的 乘法 表 , 119 

群 的 短 , 123 

群 的 生成 元 , 124 

群 的 同 态 , 137 

群 元 素 的 阶 , 124 

群 G 的 自 同 构 , 138 
R 


若 当 标准 型 , 306 
若 当 和 矩阵 ,305 

S 
三 次 方程 的 三 角 解 法 , 89 
三 次 判别 式 , 105 
分 角 , 370 
三 分 律 , 8 
三 角形 不 等 式 , 174 
三 角形 矩阵 ,199, 278 
三 重 和 , 4 
商 , 14, 31 
商 环 , 345 
商 空间 , 180 
商 群 , 141 
商 域 , 36 
上 界 , 10, 85, 320 
射影 变换 , 272 
射影 二 次 曲线 , 273 
射影 几何 , 270 
射影 平面 , 270 
射影 群 , 272 
射影 直线 , 270 
射影 子 空间 , 271 
生成 (或 张 成 ), 151 
剩余 类 , 25, 145, 345 
施 罗 德 - 伯 轧 斯坦 定理 , 332 
施 瓦 效 不 等 式 , 174 
实 对 称 矩阵 ，251, 255, 289 
实 二 次 型 , 250, 289 
实数 公设 , 85 
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首 项 , 56 

首 项 系数 , 56 

首 一 多 项 式 , 56 

数 , 7 

数 乘 运算 , 148 

数量 矩阵 , 200 

数学 归纳 法 , 10 

数学 归纳 法 第 二 原理 , 12 

数学 归纳 法 原理 , 10 

数学 系统 , 1 

“ 数 乘 ” 积 ，147, 193 

双边 理想 , 353 

双边 一 般 分 配 律 ,11 

双 射 , 27 

双 线 性 , 172 

双 线 性 标准 型 ，245 

双 线 性 函数 , 218 

双 线性 型 ，244 

双 性 性 标准 型 的 秩 , 245 

索 , 14 

素 理 想 , 346 

素数 ,14 

妾 因子 , 14 

算术 基本 定理 , 18 
T 


特征 , 356 
特征 多 项 式 , 288 
特征 方程 , 288 
特征 根 , 230, 288 
特征 向 量 , 287 
特征 值 , 230, 288 
梯形 矩阵 ，160 
体 , 223 

同 构 , 29, 56 
同 态 , 60 

同 态 的 核 , 137 
同一 律 , 112, 118 


同 余 , 20 

同 余 关系 , 21, 144 

同 余 式 , 20 

了 - 循环 子 空间 , 297 
Ww 


完备 的 有 序 域 , 85 

完全 可 约 , 299 

唯一 性 , 1 

唯一 因子 分 解 , 69 
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A Survey of Modern Algebra 


近世 代数 也 称 抽象 代数 , 是 现代 数学 的 重要 基础 ,主要 研究 群 、 环 、 域 等 代数 结 
构 。 它 的 概念 与 思想 渗透 到 所 有 数学 分 支 ， 而 其 理论 与 方法 在 统计 学 、 信 息 论 、 计 算 
机 科学 、 近 代 物 理 、 化 学 以 及 其 他 许多 科学 与 工程 领域 中 都 有 广泛 而 深入 的 应 用 。 

这 本 经 典 的 教材 出 自 抽 象 代数 领域 的 两 位 巨匠 之 手 , 曾 对 近世 代数 教学 产生 深远 
的 影响 , 帮助 了 几 代 学 子 理解 和 掌握 近世 代数 , 至 今 本 书 仍 是 一 部 对 自学 和 课堂 教学 
都 极 具 价值 的 参考 书 和 教材 。 作 者 用 大 家 熟悉 且 具 体 的 例子 来 阐述 每 一 个 概念 , 深入 
浅 出 ， 透 彻 简洁 。 为 了 培养 学 生 独 立 思考 的 能 力 ， 每 个 专题 都 包括 丰富 的 练习 。 
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Saunders Mac Lane (1909 一 2005) 已 故 世 界 著名 数学 家 。 生 前 曾 任 


美国 数学 会 (MAA) 副 主席 、 主 席 ， 美 国 数学 协会 (AMS) 副 主席 、 主 席 ， 
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面 ,他 是 同调 代数 和 范畴 论 的 先驱 者 之 一 , 因 在 代数 及 代数 拓扑 方面 的 
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